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Nevlastni a nekonené integraly

UvaZme integraci racionadlné lomené funkce

4 —x
)= G —op

Rozkladem na parcialni zlomky

s = | s | agap

kde oba integrdly uz umime p¥imo spo&ist (coby primitivni funkce).
Jak ale s ur&itymi integraly, kdyZ integraéni meze zahrnuji singularitu 7
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Nevlastni a nekone¢né integraly

Integrovana funkce na intervalu [0, 3] je ,tlusty” neohrani¢eny sloup
(nalrtnéte si) kolem hodnoty x = 2 a da se tusit, Ze to povede k
nekonecné plose pod grafem na zvoleném intervalu.

ProtoZe neni integrovand funkce ani spojitd ani omezend, nebude existovat
jeji Riemanniv integrdl a nemusi platit ndmi odvozené vysledky. HovoFime
o ,,nevlastnim integralu®.

Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém p¥ipadé urcité
integraly na mensich intervalech s hranici bliZici se problematickému bodu
a zkoumat, zda existuje limitni hodnota takovychto uréitych integrald.
Pokud existuje, fekneme, Ze ptislusny nevlastni integral existuje a je
roven této limité.
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Nevlastni a nekone¢né integraly

Uvedeme postup na jednoduchém pf¥ikladé:

2
d
,:/“X
0 V2—x

je nevlastni integral, protoZe je mé funkce f(x) = (2 — x)~%/* v bodg
b = 2 limitu zleva rovnou co. V ostatnich bodech je integrovana funkce
spojita. Zajimame se proto o integraly

2—6 2 2
dx 4 4 4
s = — = —1/4 4y = [ 3/4] _ T03/4 _ Ts3/4
’ /o ox S YT, 73 3

Vsimnéme si, Ze jsme ve vypoltu substituci dostali integral s prepoétenou
horni mezi § a dolni mezi 2. Oto¢enim mezi do obvyklé polohy jsme do
vyrazu pfidali jedno znaménko — navic.
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Nevlastni a nekone¢né integraly

Limita pro 6 — 0 zprava zjevn& existuje a spo&itali jsme tedy nevlastn{
urity integral
2
| = / S T
o vV2—x 3

Stejn& budeme postupovat, pokud je zaddno integrovani pfes neohraniéeny
interval. Hovofime o nekone&nych integralech. Obecné tedy nap¥. pro

aeR .
I = / f(x)dx = lim / f(x) dx,
a a

b—oo

pokud limita vpravo existuje. Obdobn& miiZeme mit horni mez integrovani
kone¢nou a druhou nekoneénou.
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Nevlastni a nekone¢né integraly

Pokud jsou nekonecné obé meze, politame integrdl jako soucet dvou
integrald s libovoln& pevné zvolenou pevnou mezi uprostted, tj.

/_Zf(x)dx:/_;f(x)dx—i—/aoof(x)dx

Existence ani hodnota nezavisi na volbé takové meze, protoZe jeji zménou
pouze o stejnou koneénou hodnotu mé&nime oba sitance, oviem s
opaénym znaménkem. Naopak limita p¥i které by stejné rychle $la horni i
dolni mez do 00 miiZe vést k odlisnym vysledkiim! Napf¥.

a 1
/ xdx = [§x2]ia =0,

—a

prestoZe hodnoty integrald f;ox dx s jednou pevnou mezi uteéou rychle k
nekon&enych hodnotam.
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Nevlastni a nekone¢né integraly

UkaZme si opét vypolet nekone&ného integrilu na ptiklad& (jeden z typi
parcialnich zlomkd, integral vy¥e$ime snadno substituci x> + a°> = t,
2x dx = dft)

> X . -1 b
/0 et = m [2()(2 n 32)]0
= lim (—1 + 1) = —.
b—oo \ 2b%2 4232 232 232

P¥i vypoctu urditého integralu z racionalni funkce lomené musime tedy
pellivé rozdélit zadany interval podle bod{ nespojitosti integrované funkce
a spotitat jednotlivé nevlastni integraly kazdy zvla&t. Navic je nutné
rozdélit cely interval tak, abychom vZdy integrovali funkci neohrani¢enou
pouze v okoli jednoho z krajnich bodd.
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Ptiklady uZiti integralu

Sama definice Riemanova integralu byla odvozena od prfedstavy velikosti
plochy v roviné se soufadnicemi x a y ohrani¢ené osou x, hodnotami
funkce y = f(x) a hrani&nimi pfimkami x = a, x = b. P¥itom je plocha
nad osou x dana s kladnym znaménkem zatimco hodnoty pod osou vedou
ke znaménku zapornému.

Ve skuteénosti vime pouze, co je to plocha rovnobéznosténu uréeného
dv&ma vektory, obecnéji ve vektorovém prostoru R” vime, co je to objem
rovnob&Znosténu. Plochy jinych podmnoZin je teprve t¥eba definovat. Pro
nékteré jednoduché objekty jako tfeba mnohothelniky je definice dana
pfirozené predpoklddanymi vlastnostmi.
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Ptiklady uZiti integralu

Nédmi vybudovany koncept Riemannova integralu je mozné zatim p¥imo
pouZzit pouze k mé&feni ,objemu" jednorozmérnych podmnozin.

O podmnoZing A C R Yekneme, Ze je (Riemannovsky) méfitelna, jestlize
je funkce x :R > R

1 jestliZejexe A
xa(x) = e
0 jestlizejex ¢ A

Riemannovsky integrovatelnd, tj. existuje integrdl (at uZ s konetnou nebo
nekone&nou hodnotou)

m() = [ xale)

—00

Funkci x4 Ffikime charakteristicka funkce mnoziny A.
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Ptiklady uZiti integralu

V&imné&me si, Ze pro interval A = [a, b] jde o velikost spo&tenou takto:

00 b
/ XA(X)dX:/ dx =b—a,
—00 a

presné jak jsme ocekavali.

Zaroveri ma takovato definice , velikosti" o¢ekdvanou vlastnost, Ze mira
sjednoceni dvou Riemannovsky méfitelnych disjunktnich mnoZin vyjde jako
soucet.

Pokud ale vezmeme spoletné sjednoceni, takova vlastnost jiz neplati.
Nap¥. stadi vzit mnozinu Q v3ech raciondlnich &isel jakoZto sjednoceni
jednoprvkovych podmnozin. Zatimco kaZzda mnoZina o kone¢né mnoha
bodech ma podle nasi definice miru nulovou, charakteristicka funkce xq
neni Riemannovsky integrovatelna.
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Ptiklady uZiti integralu

Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prostorech budeme umét
pouzit koncept Riemannova integrélu, aZ jej zobecnime do vicerozmérného
ptipadu. JiZ nyni ale miiZzeme pocitat objemy v p¥ipadech, které Ize snadno
prevést na jednorozmérnou integraci.

Zatneme s jesté jednodussim pouZitim:

Stfedni hodnota funkce f(x) na intervalu (kone¢ném nebo nekone&ném)
[a, b] je definovana vyrazem

1 b
m= b—a/a f(x) dx.

Z definice je m vyska obdélnika (s orientaci podle znaménka) nad
intervalem [a, b], ktery ma stejnou plochu jako je plocha mezi osou x a
grafem funkce f(x).
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Ptiklady uZiti integralu

Nami vybudovany integral jde také dobfe pouZit pro vypocet délky k¥ivky
ve vicerozmé&rném vektorovém prostoru R". Pro jednoduchost si to
predvedeme na p¥ipadu kFivky v roving R? se soutadnicemi x, y. M&jme
tedy parametricky popis k¥ivky F : R — R?,

a predstavme si ji jako drahu pohybu.

Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hodnoty, které budou odpovidat
rychlosti pohybu po takovéto dréze. Proto celkova délka kfivky (tj. draha
uraZend za dobu mezi hodnotami t = a, t = b) bude dana integrdlem pres
interval [a, b], kde integrovanou funkci h(t) budou pravé velikosti vektort

F'(t).
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Ptiklady uZiti integralu

Chceme tedy spodist délku s rovnou

S_/a h(t) dt = /\/f’ '(t))? dt.

Ve specidlnim p¥ipadg, kdy kFivka je grafem funkce y = f(x) mezi body
a < b obdzime pro jeji délku

S:/ab\/l—l—(f’(x))2dx

Tentyz vysledek Ize intuitivné vidét jako dlisledek Pythagorovy véty: pro
linearni pf¥irGstek délky kfivky As odpovidajici pFiristku Ax promé&nné x

spotteme totiZ pravé
As = \/Ax2 + Ay?

a to pFi pohledu p¥imo na nasi definici integralu znamena

b 2
= | ,/1+<dy> dx.
a dx
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Jako snadny ptiklad spocteme délku jednotkové kruznice jako dvojndsobek
integralu funkce y = v/1 — x2 v mezich [—1,1]. Vime jiZ, Ze musi vyjit
&islo 27, protoZze jsme takto &islo 7 definovali.

1 1 2
x
_ / N2 dy —
5—2/1 14+ (y) dx—2/1 1+1_X2dx
1

dx = 2[arcsin x|t ; = 27.

1
—o | =
/_1 V1—x?

Jestlize v pfedchozim vypoctu budeme poditat s
y =Vr?—x%2=ry/1—(x/r)? a meze budou [—r, r], dostaneme

substituci x = rt déku kruznice o poloméru r:

1£X/):/f /1\/7

tj. 2mr. Zejména je skuteéné délka kruZnice linedrné zavisla na jejim

poloméru.

. MB202/07 YED

s(r)=2 dt = 2r[arcsinx]! ;,



Ptiklady uZiti integralu

Podobné& plochu takové kruZnice spocteme substituci x = rsin t,
dx = rcost dt (s vyuZzitim vysledku pro l, z minulé pfednasky)

a(r):z/_rrmcfx

w/2
= 2r2/ cos® t dt
—m/2

2r? .
= 7[cos tsint + t]

:7rr2.

/2
—7/2
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Ptiklady uZiti integralu

Dalsi obdobou téhoz principu je vypolet povrchu nebo objemu
rotacniho télesa. Pokud vznikne té&leso rotaci grafu funkce f kolem osy x
v intervalu [a, b], vznikd p¥i p¥irGstku Ax narist plochy o ndsobek As
délky k¥ivky zadané grafem funkce f a velikosti kruZnice o polom&ru f(x).
Plocha se proto spocte formuli

Auy:%/mm@¢=4¢/%u)1+uw@yw7

kde ds = /dx? + dy? je dan p¥iriistkem délky k¥ivky y = f(x).
Objem stejného télesa naroste pfi zméné& Ax o nasobek tohoto pfirlistku a
plochy kruZnice o polomé&ru f(x). Proto je dan formuli

b
wﬂ:w/ka@fw.
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Ptiklady uZiti integralu

Jako ptiklad uZiti poslednich dvou vzorcli odvodime zndmé formule pro
plochu sféry a objem koule.

r 1 r
A =2 ri/1— r)2—————dt = 27r dt = 4xr?
7T/_, Vi I e =2 ) A

r 1 r 4
V, = 77/ P —x%dx =2rnr’ — [x‘?’} = —7r.
3 1., 3

—r
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Kdy Ize najit neurdity integral pomoci vyrazii slozenych ze zndmych
elementarnich funkci?
Drtiva vétsina spojitych funkci vede na integrély, které tak vyjad¥it
neumime.
ProtoZe se integraci ziskané funkce velice €asto v praxi vyskytuji, mnohé
maji jména a pred nastupem pocitall byly pro potfeby inZenyrl vydavany
obsahlé tabulky hodnot takovych funkci. Uvedeme si nyni aspoii néjaké
priklady.
V metodach pro zpracovani signalu je velice dilezita funkce
_ sin(x)
sinc(x) = —
Docela pfimotate, byt pracng, Ize ové&Fit, Ze jde o hladkou funkci s
limitnimi hodnotami

F(0) =1, £(0) =0, £'(0) = —=

g.
Je tedy okamZité vidét, Ze tato suda funkce bude mit v bodé x =0
absolutni maximum a s narfstajici absolutni hodnotou x se bude vinit se

stdle se zmen3ujici amplitudou.
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Funkce Sinusintegrél je definovand vztahem
X
Si(x) :/ sinc(t) dt.
0

Dilezité jsou také Fresnelovy sinové a kosinové integrély

FresneIS(x):/ sin(37t?)dt
0

FresneIC(x):/ cos(%wt2)dt.
0

Na levém obrazku je prib&h funkce Si(x), na pravém vidime ob&
Fresnelovy funkce.

144 064
12 05

04
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P¥irastky v ZOO

Nové typy funkci dostavame také, kdyZ do integrovaného vyrazu povolime
volny parametr, na kterém pak vysledek zdvisi. P¥ikladem miZe byt jedna
z nejdilezit&jsich funkci v matematice vilbec — tzv. Gamma funkce. Je
definovand vztahem

r(z) :/ e tt7 Lt
0

Lze ukdzat, Ze tato funkce je analytickd ve viech bodech z ¢ Z a pro mala
z € N miZeme poditat:

M) = / ettt =[-e | =1
0

r(2):/ e_ttldt:[—e_tt]go—i—/ e tdt=0+1=1
0 0

o0 oo
r(3):/ e—ft2dt:o+2/ e ftdt=0+2="2
0 0
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P¥irastky v ZOO

omoci indukce snadno dovodime, Ze pro vSechna kladna celd ¢&isla n dava
tato funkce hodnotu faktoridlu:

M(n)=(n-1)!

Ndsledujici obrazek ukazuje v logaritmickém mé&¥itku zavislé proménné

v

prib&h funkce f(x) = In('(x)). Vidime z n&] tedy, jak rychle skute¢n&
roste faktorial.

3000
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Integralni kritérium konvergence

Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci
nékterych nekoneénych ¥ad:
Theorem (Integraini kriterium konvergence ¥ad)

Bud' Y%, f(n) Fada takovd, Ze funkce f : R — R je kladnd a nerostouci
na intervalu (1,00). Pak tato Fada konverguje pravé tehdy, kdyZ

konverguje intergral
oo
/ f(x)dx.
1
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Integralni kritérium konvergence

Diikaz.

Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod k¥ivkou, je kriterium
ndzorné vidét.

Pokud dand Yada diverguje, pak diverguje i Yada Y ", f(n). Pro libovolné
k € N mame pro k-ty &aste¢ny soulet s, (¥ady bez prvniho &lenu)

nerovnost P
k
si= f(n) < /1 f(x) dx,
n=2

nebot s, je dolnim souttem Riemannova integrélu flk f(x)dx. Pak ale je

e k
/ f(x)dx = lim / f(x)dx > lim s, = oo,
1 1

k—o0 k—o00

a uvazovany integral diverguje.
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Integralni kritérium konvergence

pokracovani.
Pt¥edpoklademe nyni, Ze dany integrdl konverguje a ozname k-ty &astecny
soulet dané Yady jako s,. Potom mame nerovnosti

0 k
/ f(x)dx = lim / f(x)dx < lim s < o0,
1 1 k— 00

k—o0

nebot si je hornim sou¢tem Riemannova integralu flk f(x)dx a
predpokddame, Ze dand ¥ada konverguje. O
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Integralni kritérium konvergence

Jako ptiklad pouZiti rozhodné€me, pro jaka k konverguje fada

Vsimnéme si nejprve, Ze neumime o konvergenci rozhodnout na zdklad&
podilového & odmocninového kriteria (ob& limity I|m |a"“| i I|m v/an
— 00

jsou rovny 1).
Pomoci integralniho kriteria pro konvergenci fad dostdvdame pro k # 1:

o é k—1 k>1
/ 1k dx = lim {(1 — k)xlfk} = ”
1 X d—00 1 o0 k<1

a dand fada tedy konverguje pro v8echna k > 1 a diverguje pro k < 1.
V pfipadé k =1 je primitivni funkci logaritmus a integral i Fada opé&t
diverguji.
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