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Integralni kriterium konvergence

Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci
nékterych nekoneénych ¥ad:
Theorem (Integraini kriterium konvergence ¥ad)

Bud' Y%, f(n) Fada takovd, Ze funkce f : R — R je kladnd a nerostouci
na intervalu (1,00). Pak tato Fada konverguje pravé tehdy, kdyZ

konverguje intergral
oo
/ f(x)dx.
1
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Integralni kriterium konvergence

Dikaz.

Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod k¥ivkou, je kriterium
ndzorné vidét.

Pokud dand Yada diverguje, pak diverguje i Yada Y ", f(n). Pro libovolné
k € N mame pro k-ty &aste¢ny soulet s, (¥ady bez prvniho &lenu)

nerovnost ;
k
S = Zf(n) < /1 f(x)dx,
n=2

nebot s, je dolnim souttem Riemannova integrélu flk f(x)dx. Pak ale je

e k
/ f(x)dx = lim / f(x)dx > lim s, = oo,
1 1

k—o0 k—o00

a uvaZovany integral diverguje.
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Integralni kriterium konvergence

pokracovani.
P¥edpoklademe nyni, Ze dany integrdl konverguje a ozname k-ty &astecny
soulet dané Yady jako s,. Potom mame nerovnosti

0 k
/ f(x)dx = lim / f(x)dx < lim s < o0,
1 1 k— 00

k—o0

nebot si je hornim sou¢tem Riemannova integralu flk f(x)dx a
predpokddame, Ze dand ¥ada konverguje. O
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Integralni kriterium konvergence

Jako ptiklad pouZiti rozhodné€me, pro jaka k konverguje fada

Vsimnéme si nejprve, Ze neumime o konvergenci rozhodnout na zdklad&
podilového & odmocninového kriteria (ob& limity I|m |a"“| i I|m v/an
— 00

jsou rovny 1).
Pomoci integralniho kriteria pro konvergenci fad dostdvdame pro k # 1:

* 1 g k—1 k>1
/ —pdx = lim [(1 — k)xlfk} = ”
1 X d—00 1 o0 k<1

a dand fada tedy konverguje pro v8echna k > 1 a diverguje pro k < 1. V
pfipadé k =1 je primitivni funkci logaritmus a integral i fada opét
diverguji.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

P¥i budovani naseho zvifetniku funkci jsme zavedli i mocninné ¥ady, které
pfirozenym zpiisobem roz&ifuji skupinu v3ech polynomi. S pomoci
integralniho pottu konetné pljde ukizat, Ze je umime diferencovat a
integrovat po jednotlivych séitancich.

UvaZujme konvergentni fadu funkci

S(x) = falx)
n=1

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy:
@ Jsou-li v8echny funkce f,(x) spojité v n&jakém bod& xg € [a, b], je
spojitd i funkce S(x) v bod& xq?
@ Jsou-li vdechny funkce f,(x) diferencovatelné v a € [a, b], je v ném
diferencovatelnd i funkce S(x) a plati vztah S'(x) =372 f,1(x)?
@ Jsou-li v8echny funkce f,(x) integrovatelné na intervalu [a, b], je
integrovatelna i funkce S(x) a plati vztah

S S()de = 3352, [ fulx)dx?
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Ptiklady osklivych posloupnosti

(1) Uvazme nejprve funkce
fa(x) = (sinx)"

na intervalu [0, 7]. Hodnoty téchto funkci budou ve v8ech bodech

0 < x < 7 nezdporné a mensi nez jedna, kromé x = % kde je hodnota 1.
Proto na celém intervalu [0, 7] budou bod po bodu tyto funkce
konvergovat k funkci

0 pro vdechna x # %

n—o0o

f(x) = lim fp(x) = {

1 prox=73.
Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f, nespojitou funkci, atkoliv jsou
viechny funkce f,(x) spojité. Problematicky je pfitom dokonce vnit¥ni bod

intervalu.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

TentyZ jev umime najit i pro ¥ady funkci, protoZe soudet je limitou
Castecnych souctld. Stadi tedy v predchozim ptikladé vyjadfit f, jako n-ty
gastetny soutet. Nap¥. fi(x) = sin x, f2(x) = (sin x)? — sin x, atd. Levy
obrézek vykresluje funkce f3(x) pro n=1,...,10.

o = o
» o 0 -
P S S e T A S M S B s A MR MY

o
)

o
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(2) Podivejme se nyni na druhou otdzku, tj. na 3patn& se chovajici
derivace. Celkem pFirozena je idea na podobném principu jako vy3e sestavit
posloupnost funkci, které budou mit v jednom bodé stéle stejnou nenlovou
derivaci, ale budou &m dal tim mensi, takZe bodové dokonverguji k funkci
identicky nulové.

P¥edchozi obrazek napravo vykresluje funkce

fo(x) = x(1 = x?)"

na intervalu [—1,1] pro hodnoty n=m? m=1,...,10.
Na prvni pohled je zjevné, ze

lim f,(x) =0

n—o0o

a vdechny funkce f,(x) jsou hladké. V bod& x = 0 je jejich derivace
£2(0) = ((1 = x*)" = 2nx*(1 — x*)" ) [x=0 = 1

nezdvisle na n. Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom ma samozfejmé
vSude derivaci nulovou!
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Posloupnosti a ¥ady funkei

(3) Protiptiklad k tfetimu tvrzeni jsme uz vidéli ddvno. Charakteristickou
funkci xq raciondlnich ¢isel miiZzeme vyjadFit jako soucet spocetn€ mnoha
funkci, které budou oé&islovany pravé racionalnimi &isly a budou vzdy viude
nulové, kromé& jediného bodu, podle které jsou pojmenovany, kde jsou
rovny 1. Riemannovy integraly vSech takovych funkci budou nulové, jejich
soucet ale neni Riemannovsky inegrovatelnou funkci.

Pravé tento pfiklad ukazuje na zasadni nedostatek Riemannova integralu,
ke kterému se jest& vratime.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Vidime tedy, e odpové&d na vdechny otazky je ,NE!".

Existuji v8ak jednoduché dodate¢né podminky na konvergenci ¥ady, které
naopak platnosti v8ech tFi tvrzeni zajisti. Je tfeba jen vyzadovat, aby se
rychlost bodové konvergence hodnot f,(x) — f(x) bod od bodu pfilis
nelisila.

Definition

Rikdme, 7e posloupnost funkci f,(x) konverguje stejnomé&rné na
intervalu [a, b] k limit& f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) &islo €
existuje (velké) pfirozené &islo N € N takové, Ze pro viechna n> N a

viechna x € [a, b] plati
|fa(x) — F(x)| < e.

O ¥adg funkci ¥ekneme, Ze konverguje stejnomé&rn& na intervalu, jestlize
stejnomérné& konverguje posloupnost jejich &aste¢nych soulti.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Graficky si definici miizeme p¥edstavit tak, Ze do pdsu vzniklého posunutim
limitni funkce f(x) na f(x) % € pro libovoln& malé, ale pevn& zvolené
kladné ¢, vZdy padnou vdechny funkce f,(x), az na kone¢n& mnoho z nich.
Ndasledujici tfi véty lze stru¢né shrnout tvrzenim, Ze v8echna t¥fi obecné
neplatnd tvrzeni plati pro stejnomé&rnou konvergenci (pozor ale na jemnosti
u derivovani).
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a, b], kterd na
tomto intervalu stejnomérné& konverguje k funkci f(x). Pak je také f(x)
spojita funkce na intervalu [a, b].

Dikaz

Chceme ukdzat, Ze pro libovolny pevny bod xg € [a, b] a jakékoliv pevné
zvolené malé € > 0 bude |f(x) — f(xp)| < € pro v8echna x dostateZn&
blizka k xp. Z definice stejnomérné spojitosti je pro nase € > 0

[fa(x) — f(x)| < e

pro viechna x € [a, b] a viechna dostatetn& velka n.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Dokon¢eni diikazu.

Zvolme si tedy né&jaké takové n a uvazme ¢ > 0 tak, aby
|fa(x) — fa(x0)| < € pro v8echna x z d-okoli xp (to je mozné, protoze
vdechny 7,(x) jsou spojité). Pak

[F(x) = F(x0)| < F(x) = Fa ()] + [fa(x) — fa(x0)| + [fa(x0) — F(x0)| < 3e

pro viechna x z ndmi zvoleného -okoli bodu xp. []

v

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci na
kone&ném intervalu [a, b|, které stejnomérné& konverguji k funkci f(x). Pak
také f(x) je integrovatelnd a plati

lim /ab fn(x)dx—/ab( lim f,,(x))dx—/abf(x) dx.

n—o0 n—o0
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Definition
Rekneme, ¥e posloupnost funkci f,(x) na intervalu [a, b] je stejnomérné

Cauchyovska, jestlize pro kazdé (malé) kladné &islo € existuje (velké)
prirozené Cislo N takové, Ze pro viechna x € [a, b] a v8echna n > N plati

|fa(x) — fn(X)| < €.

Z¥ejmé je kaZd3 stejnomérné konvergentni posloupnost funkci na intervalu
[a, b] také stejnomé&rn& Cauchyovska na témze intervalu. Toto pozorovani
nam uz stadi k dikazu nasi véty, zastavime se ale napfed u uZite¢ného
obraceného tvrzeni.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Lemma

KaZdd stejnomé&rné& Cauchyovska posloupnost funkci fy(x) na intervalu
[a, b] stejnomé&rné& konverguje k né&jaké funkci f na tomto intervalu.

Dikaz.

Z podminky na funkce plyne, Ze pro kazdé x € [a, b] je f,(x)
Cauchyovskou posloupnosti redlnych (p¥ipadné komplexnich) &isel. Bodové
tedy konverguje posloupnost funkci f,(x) k n&jaké f(x).

Ve skutetnosti f,(x) — f(x) stejnomé&rné&: Zvolme N tak, aby

|fa(x) — fm(x)| < € pro n&jaké predem zvolené malé kladné € a v8echna
n> N, x € [a, b]. Nyni zvolime pevné jedno takové n a odhadneme

1100 — FG)| = Tim_[£(x) — Fm()] < €

pro viechna x € [a, b]. O
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Dikaz véty o zaméné limity a integralu

Vime: (1) kazda stejnomé&rn& konvergentni posloupnost funkci je také
stejnomé&rn& Cauchyovska, (2) Riemannovy soutty pro jednotlivé ¢leny nasi
posloupnosti konverguji k fab fa(x) dx nezdvisle na vyb&ru déleni a
reprezentantd.

Proto jestlize plati |f,(x) — fm(x)| < € pro v8echna x € [a, b], pak také

/a ’ fo(x) dx — / ’ Fin(x) dx

Je tedy posloupnost &isel fab fa(x) dx Cauchyovska a proto konvergentni.
Soutasng diky stejnomé&rné konvergenci posloupnosti f,(x) plati pro f(x)
ze stejného divodu, Ze jeji Riemannovy soucty jsou libovolné blizké
Riemannovych sou&tiim pro funkce f, s dostate¢né velkym n a limitni
funkce f(x) bude tedy opét integrovatelna. Zarove

<elb—al.

fab fo(x) dx — fab f(x) dx‘ < €|b — a|, musi proto jit o sprdvnou limitn{

hodnotu.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelnych na intervalu [a, b],
JejichZ hodnoty f,(xo) v néjakém bodu xo tohoto intervalu konverguji k
hodnoté f(xg). Déle necht jsou vechny derivace g,(x) = f)(x) spojité a
necht konverguji na témze intervalu stejnomérné& k funkci g(x). Pak je
také funkce f(x) = f(xo) + f;; g(t)dt diferencovatelnd na intervalu [a, b],
funkce f(x) konverguji k f(x) a plati zde f'(x) = g(x).

Diikaz

Bez djmy na obecnosti mizeme ptredpokladat, Ze vSechny nase funkce
spliiuji fh(x0) = 0 (v opa&ném p¥ipadé je pozm&nime o konstanty a na
vysledku dvah se nic nezméni). Pak oviem miizeme psat pro viechny

x € [a, b]

£(x) = / " () dt.

0
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Pokra¢ovani dukazu

ProtoZe ale funkce g, stejnom&rné& konverguji k funkci g na celém [a, b],
tedy tim spi¥e na intervalech [a, x|, kde a < x < b, plati také

X
f(x) = / g(t)dt.
X0
ProtoZe je funkce g coby stejnomérna limita spojitych funkci opét spojitou
funkci, dokazali jsme vSe potfebné, viz V&ta o Riemannové integrilu a
antiderivaci. |
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Pro nekoneéné Yady miZeme ptedchozi vysledky shrnout takto:
Theorem

UvaZme funkce f,(x) na intervalu | = [a, b].

(1) Jsou-li viechny funkce fn(x) spojité na | a Fada S(x) = Y 724 fa(x)

)
konverguje stejnomérné& k funkci S(x), je i funkce S(x) spojita na I.

(2) Jsou-li véechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na I, a obé& Fady
[e.9]

S =Y falx) T(x) =) fa(x)
n=1 n=1

konverguji stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojit&
diferencovatelnd a plati S'(x) = T(x), tj.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Theorem

(3) Jsou-li vSechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné na | a Fada
S(x) = >_024 fa(x) konverguje stejnomérné k funkci S(x) na I, je
tamtéZ integrovatelna i funkce S(x) a plati vztah

b s > .p
/a (;fn(x)) dx:; / fi(x) dx.
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Test pro stejnomérnou konvergenci

Nejjednodussim zpilisobem pro zjisténi stejnomérné konvergence funkci je
porovnani s absolutni konvergenci vhodné posloupnosti. Rikdva se tomu
Casto Weierstrassiv test.
P¥edpoklddejme tedy, Ze mame ¥adu funkci f,(x) na intervalu | = [a, b] a
Ze navic zndme odhad

Ifa(x)] < ap,eR

pro vhodné redIné konstanty a, a v8echna x € [a, b].
Odhadneme rozdily ¢aste¢nych soutti si(x) = Zﬁ:l fa(x) pro rizné
indexy k. Pro k > m:

k k k
[sk(x) = sm(x)| < ‘an-‘,—l Fa()| < 2o min [T () < D0 pe i 3k
Pokud je ¥ada (kladnych) konstant > >° ; a, konvergentni, pak bude
posloupnost jejich ¢asteénych souctli Caychyovska. Pravé jsme proto
zjistili, Ze posloupnost &aste€nych souttil s,(x) je stejnomérné
Caychyovska.
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Posloupnosti a ¥ady funkei

Dokazali jsme tedy:

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost funkci definovanych na intervalu | = [a, b] a
plati |fo(x)| < ap € R. Je-li Fada &isel Y 77 an konvergentni, pak Fada
S(x) =024 fa(x) konverguje stejnomérné.

. PRI YD



Znovu mocninné fady

Disledky pro mocninné fady

Weierstrassiiv test je velice uZite¢ny pro diskusi mocninnych ¥ad

S(x) =302 an(x — x0)" se stfedem v bod& xo.

Kdysi jsme ukdzali, Ze kazda takova ¥ada konverguje na (xg — 0, xp + 9),
kde tzv. polomér konvergence § > 0 miZe byt také nula nebo co. Zejména
jsme v dikazu konvergence fady S(x) pouZivali srovnani s vhodnou
geometrickou posloupnosti. Podle Weistrassova testu je proto fada S(x)
stejnomé&rn& konvergentni na kazdém kompaktnim (tj. kone¢ném) intervalu
[a,b] uvnit¥ intervalu (xo — 0, xp + J). Dokazali jsme tedy:

Theorem

KaZdd mocninnd Fada S(x) je ve v8ech bodech uvnit¥ svého intervalu
konvergence spojitd a spojité diferencovatelnd. Funkce S(x) je také
integrovatelnd a derivovani i integrovani Ize provadét &len po ¢&lenu.
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Znovu mocninné fady

Ve skuteénosti plati také tzv. Abelova véta, kterd ¥ikd, Ze mocninné ¥ady
jsou spojité i v hrani¢nich bodech svého defini¢niho oboru (vZetn&
pripadnych nekone¢nych limit). Tu zde nedokazujeme.

Pravé dokdzané pfijemné vlastnosti mocninnych ¥ad zaroven poukazuji na
hranice jejich pouZitelnosti pfi modelovani zavislosti n&jakych praktickych
jevl nebo procesli. Zejména neni moZné pomoci mocninnych ¥ad dobfe
modelovat po ¢astech spojité funkce. Jak uvidime v zapéti, je moZné pro
konkrétng&ji vymezené potfeby nachazet lepsi sady funkci f,(x) neZ jsou
hodnoty f,(x) = x". Nejznamé&j$imi p¥iklady jsou Fourierovy ¥ady a tzv.
wawelety, které pfibolizime v dalsi kapitole.
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