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MB202/09 1 / 51



Obsah p̌rednášky
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4 Wavelety

5 Metrické prostory
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Vzdálenost funkćı

Pro pevný interval I = [a, b], konečný nebo nekonečný, definujeme kvadrát
vzdálenosti funkćı na I takto:

‖f − g‖2 =

∫ b

a
|f (x)− g(x)|2 dx .

Samožrejmě je ťreba p̌redpokládat, že tento Riemannův integrál existuje.
Velikost ‖f ‖ funkce f je pak jej́ı vzdálenost od funkce nulové, tj.

‖f ‖2 =

∫ b

a
|f (x)|2 dx .

Funguje dob̌re pro množinu S = S[a, b] omezených a po částech spojitých
reálných funkćı na I .
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Vzdálenost funkćı

Viděli jsme, že S je vektorový prostor a snadno se ově̌ŕı, že námi právě
uvažovaná velikost je odvozena z dob̌re definovaného skalárńıho součinu,
tj. symetrického bilineárńıho zobrazeńı

〈f , g〉 =

∫ b

a
f (x)g(x) dx ,

s p̌ŕıslušnými vlastnostmi. V p̌ŕıpadě komplexńıch hodnot funkćı, půjde o
skalárńı součet z unitárńıch prostor̊u, tj. g(x) bude ve výrazu vystupovat s
pruhem (komplexně konjugovaná hodnota).

V konečněrozměrném p̌ŕıpadě jsme takto definovali velikost vektor̊u. Nyńı
je to naprosto stejné a pokud zúž́ıme naši definici na vektorový prostor
generovaný nad reálnými č́ısly jen konečně mnoha funkcemi f1, . . . , fk ,
dostaneme opět dob̌re definovaný skalárńı součin na tomto
konečněrozměrném vektorovém podprostoru.
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Vzdálenost funkćı

Máme-li generátory gi s vlastnost́ı

〈gi , gj〉 =

{
0 pro i 6= j

1 pro i = j

hovǒŕıme o tzv. ortonormálńı bázi (pracujeme také s ortogonálńımi).
Grammova–Schmidtova ortogonalizace vytvǒŕı z libovolného spočetného
systému generátor̊u fi nové ortogonálńı generátory gi téhož prostoru, tj.
〈gi , gj〉 = 0 pro všechny i 6= j . Spočteme je postupně: g1 = f1 a formulemi

g`+1 = f`+1 + a1g1 + · · ·+ a`g`, ai = −〈f`+1, gi 〉
‖gi‖2

pro ` > 1.
Př́ıkladem jsou nap̌r. ortogonálńı polynomy.
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Vzdálenost funkćı

Aplikujme tuto proceduru na prvńı ťri polynomy 1, x , x2 na intervalu
[−1, 1]. Dostaneme g1 = 1,

g2 = x − 1

‖g1‖2

∫ 1

−1
x · 1 dx · 1 = x − 0 = x

g3 = x2 − 1

‖g1‖2

∫ 1

−1
x2 · 1 dx · 1− 1

‖g2‖2

∫ 1

−1
x2 · x dx · x

= x2 − 1

3
.

Př́ıslušná ortogonálńı báze prostoru R2[x ] na intervalu [−1, 1] je tedy
1, x , x2 − 3. Normalizaćı, tj. vhodným násobeńım skalárem tak, aby prvky
v bázi měly velikost jedna dostaneme ortonormálńı bázi

h1 =

√
1

2
, h2 =

√
3

2
x , h3 =

1

2

√
5

2
(3x2 − 1).

Takovým ortonormálńım generátor̊um Rk [x ] se ř́ıká Legendreovy
polynomy.
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Ortogonálńı systémy

Připomeňme si výhody, které ortonormálńı báze podprostor̊u měly pro
konečněrozměrné vektorové prostory. Můžeme pokračovat v p̌ŕıkladu
Legendreových polynomů h1, h2 a h3, které generuj́ı R2[x ] a uvažovat
ťreba V = R∞[x ] jakožto funkce na intervalu [0, 1]. Pro libovolný polynom
h ∈ V bude funkce

H = 〈h, h1〉h1 + 〈h, h2〉h2 + 〈h, h3〉h3

jednoznačně určenou funkćı, která minimalizuje vzdálenost ‖h − H‖ mezi
všemi funkcemi v R2[x ].
Koeficienty pro nejlepš́ı aproximaci zadané funkce pomoćı funkce z
vybraného podprostoru je možné tedy źıskat prostě integraćı. Stejně tak
ale tato formule zadá nejlepš́ı aproximaci polynomem nejvýše druhého
stupně pro libovolnou funkci h ∈ S[a, b] ve smyslu naš́ı vzdálenosti funkćı
na tomto prostoru.
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Ortogonálńı systémy

Posledńı p̌ŕıklad podb́ıźı zobecněńı – co se stane, když zvoĺıme úplně
libovolný spočetný systém lineárně nezávislých funkćı v S takový, že každé
dvě r̊uzné z nich maj́ı nulový skalárńı součin? Takovému systému funkćı na
intervalu I ř́ıkáme ortogonálńı systém funkćı. Jestliže jsou všechny
funkce fn v posloupnosti po dvou ortogonálńı a zároveň je pro všechna n
velikost ‖fn‖ = 1 normovaná, hovǒŕıme o ortonormálńım systému funkćı.
Necht’ tedy tvǒŕı posloupnost funćı fn ortogonálńı systém po částech
spojitých funkćı na intervalu I = [a, b] a p̌redpokládejme, že pro konstanty
cn konverguje řada

F (x) =
∞∑
n=1

cnfn

stejnoměrně na I . Pak snadno vyjáďŕıme skalárńı součin 〈F , fn〉 po
jednotlivých sč́ıtanćıch:

〈F , fn〉 =
∞∑

m=1

cm

∫ b

a
fm(x)fn(x) dx = cn‖fn‖2.
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Ortogonálńı systémy

Máme tedy tušeńı, v jakou p̌ribližně odpověd’ je možné doufat, a docela
p̌rehledně nám ji skutečně dává následuj́ıćı věta:

Theorem

Necht’ fn, n = 1, 2, . . . , je ortogonálńı posloupnost funkćı Riemannovsky
integrovatelných na I = [a, b] a necht’ g je libovolná funkce Riemannovsky
integrovatelná v kvadrátu na I . Označme

cn = ‖fn‖−2

∫ b

a
fn(x)g(x) dx .

(1) Pro libovolné pevné n ∈ N má ze všech lineárńıch kombinaćı funkćı
f1, . . . , fn nejmenš́ı vzdálenost od g výraz

hn =
n∑

i=1

ci fi (x).
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Ortogonálńı systémy

Theorem (pokračováńı)

(2) Řada č́ısel
∑∞

n=1 c
2
n‖fn‖2 vždy konverguje a plat́ı

∞∑
n=1

c2
n‖fn‖2 ≤ ‖g‖2.

(3) Vzdálenost g od částečných součt̊u sk =
∑k

n=1 cnfn jde v limitě k nule,
tj.

lim
k→∞

‖g − sk‖2 = 0,

tehdy a jen tehdy, když

∞∑
n=1

c2
n‖fn‖2 = ‖g‖2.
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Ortogonálńı systémy

Ještě než se pust́ıme do důkazu, zkuśıme lépe porozumět významu
jednotlivých tvrzeńı této věty.
Náš ortogonálńı systém funćı je libovolný, nemůžeme očekávat, že lze
dob̌re aproximovat jakoukoliv funkci pomoćı lineárńıch kombinaćı funkćı fi .
Nap̌r. když se omeźıme u ortogonálńıch polynomů pouze na sudé stupně,
určitě budeme dob̌re aproximovat pouze sudé funkce.
Nicméně hned prvńı tvrzeńı nám ř́ıká, že vždycky budeme dosahovat
nejlepš́ı možné aproximace částečnými součty.
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Ortogonálńı systémy

Druhé a ťret́ı tvrzeńı pak můžeme vńımat jako analogii ke kolmým
pr̊umět̊um do podprostor̊u vyjáďrených pomoćı soǔradnic.
Skutečně vid́ıme, že pokud pro naši funkci g bodově konverguje řada
F (x) =

∑∞
n=1 cnfn(x), pak je funkce F (x) kolmým pr̊umětem g do

vektorového podprostoru všech takovýchto řad.
Zároveň ale naše věta něŕıká, že by částečné součty uvažované řady musely
bodově konvergovat k nějaké funkci. Tj. řada F (x) nemuśı být obecně
konvergentńı ani v p̌ŕıpadě, kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale nap̌r.
existuje konečná hodnota

∑∞
n=1 |ci | a všechny funkce fn jsou stejnoměrně

omezené na I , pak žrejmě řada F (x) konverguje v každém x .
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Ortogonálńı systémy

Důkaz věty (v p̌ŕıpadě reálných hodnot funkćı):
Zvolme libovolnou lineárńı kombinaci f =

∑k
n=1 anfn a spočtěme jej́ı

vzdálenost od g . Dostáváme

‖g −
k∑

n=1

anfn‖2 = ‖g‖2 +
k∑

n=1

‖fn‖2((cn − an)2 − c2
n).

Evidentně lze posledńı výraz minimalizovat právě volbou an = cn a t́ım je
prvńı tvrzeńı dokázáno.
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Ortogonálńı systémy

Dosazeńım minimalizuj́ıćı volby dostáváme tzv. Besselovu identitu

‖g −
k∑

n=1

cnfn‖2 = ‖g‖2 −
k∑

n=1

c2
n‖fn‖2,

ze které okamžitě d́ıky nezápornosti levé strany vyplývá tzv. Besselova
nerovnost

k∑
n=1

c2
n‖fn‖2 ≤ ‖g‖2.

T́ım je dokázáno druhé tvrzeńı, protože každá neklesaj́ıćı a shora omezená
posloupnost reálných č́ısel má limitu (a je j́ı supremum celé množiny
hodnot prvk̊u posloupnosti).
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Ortogonálńı systémy

Jestliže v Besselově nerovnosti nastane rovnost, hovǒŕıme o tzv.
Parsevalově rovnosti. Př́ımo z definic vyplývá nyńı tvrzeńı (3):

(3) Vzdálenost g od částečných součt̊u sk =
∑k

n=1 cnfn jde v limitě k nule,
tj.

lim
k→∞

‖g − sk‖2 = 0,

tehdy a jen tehdy, když

∞∑
n=1

c2
n‖fn‖2 = ‖g‖2.

Ortonogonálńı systém funkćı nazveme úplný ortogonálńı systém na
intervalu I = [a, b], jetliže plat́ı Parsevalova rovnost pro každou funkci g s
konečnou velikost́ı ‖g‖ na tomto intervalu.
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Fourierovy řady

Předchoźı věta naznačuje, že uḿıme se spočetnými ortogonálńımi systémy
fn funkćı pracovat velice podobně jako s konečnými ortogonálńımi bazemi
vektorových prostor̊u, jsou tu ale zásadńı rozd́ıly:

Neńı snadné ř́ıci, jak vypadá celý prostor konvergentńıch nebo
stejnoměrně konvergentńıch řad F (x) =

∑∞
n=1 cnfn.

Pro danou integrovatelnou funkci uḿıme naj́ıt jen nejlepš́ı možné
p̌ribĺıžeńı takovou řadou F (x).

V p̌ŕıpadě, že ḿısto ortonogonálńıho systému fn máme systém
ortonormálńı, jsou formulky ve větě o něco jednoduš̌śı, žádné daľśı zlepšeńı
ale nenastane.
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Fourierovy řady

Jako pěkný p̌ŕıklad na integrováńı lze elementárńımi metodami ově̌rit, že
systém funkćı

1, sin x , cos x , sin 2x , cos 2x , . . . , sin nx , cos nx , . . .

je ortogonálńı systém na intervalu [−π, π] (a také na kterémkoliv jiném
intervalu o délce 2π).
Řady z p̌redchoźı věty odpov́ıdaj́ıćı tomuto systému nazýváme Fourierovy
řady. I v obecném p̌ŕıpadě diskutovaném výše se někdy hovǒŕı o obecných
Fourierových řadách vzhledem k ortogonálńımu systému funkćı fn.
Koeficienty cn se pak nazývaj́ı Fourierovy koeficienty funkce f .
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Fourierovy řady

Na intervalu [−π, π] jsou velikosti všech funkćı kromě prvńı vždy
√
π, prvńı

má velikost
√

2π. Lze dokázat, že náš systém funkćı je úplným
ortogonálńım systémem, nebudeme to zde ale dokazovat.
Ve smyslu vzdálenosti funkćı definované pomoćı našeho skalárńıho součinu
proto budou částečné součty Fourierovy řady F (x) pro libovolnou funkci

g(x) s konečným integrálem
∫ b
a g(x)2 dx , tj.

F (x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

s koeficienty

an =
1

π

∫ π

−π
g(x) cos(nx) dx , bn =

1

π

∫ π

−π
g(x) sin(nx) dx ,

vždy konvergovat k funkci g(x).
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Fourierovy řady

Z obecněǰśıch úvah lze dovodit, že z konvergence v tomto smyslu vždy
vyplývá bodová konvergence částečných součt̊u ve skoro všech bodech
x ∈ I . Nebudeme zde ale ani vysvětlovat, co znamená

”
skoro všechny“, ani

nebudeme takový výsledek dokazovat.
Jako p̌ŕıklad uved’me Fourierovu řadu pro periodickou funkci vzniklou
zúžeńım Heavisideovy funkce na jednu periodu. Tj. naše funkce g bude na
intervalu [−π, 0] rovna −1 a na intervalu [0, π] bude rovna 1. Protože jde
o funkci lichou, jistě budou všechny koeficienty u funkćı cos(nx) nulové, a
pro koeficienty u funkćı sin(nx) spočteme

bn =
1

π

∫ π

−π
g(x) sin(nx) dx =

2

π

∫ π

0
sin(nx) dx =

2

nπ
(1− (−1)n).

Výsledná Fourierova řada je tedy tvaru

g(x) =
4

π

(
sin(x) +

1

3
sin(3x) +

1

5
sin(5x) + . . .

)
a součet jej́ıch prvńıch pěti a prvńıch padesáti členů je na následuj́ıćıch
dvou obrázćıch.
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Fourierovy řady

Všimněme si, že se zvyšuj́ıćım se počtem členů řady se výrazně sp̌resňuje
aproximace s výjimkou stále se zmenšuj́ıćıho okoĺı bodu nespojitosti, na
němž je ale maximum odchylky stále zhruba stejné. Je to obecná vlastnost
Fourierových řad, které se ř́ıká Gibbs̊uv jev.

Vzdálenost funkcí Ortogonální systémy Fourierovy řady Wavelety Metrické prostory

Všimněme si, že se zvyšujícím se počtem členů řady se výrazně
spřesňuje aproximace s výjimkou stále se zmenšujícího okolí bodu
nespojitosti, na němž je ale maximum odchylky stále zhruba stejné.
Je to obecná vlastnost Fourierových řad, které se říká Gibbsův jev.
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Povšimněme si také, že v samotném bodě nespojitosti je hodnota
aproximující funkce právě v polovině mezi limitami zprava a zleva
pro Heavisideovu funkci. Nelze očekávat, že by konvergence pro
funkce s body nespojitosti mohla být stejnoměrná (to by totiž g
musela být coby stejnoměrná limita spojitých funkcí sama spojitá!).

Povšimněme si také, že v samotném bodě nespojitosti je hodnota
aproximuj́ıćı funkce právě v polovině mezi limitami zprava a zleva pro
Heavisideovu funkci. Nelze očekávat, že by konvergence pro funkce s body
nespojitosti mohla být stejnoměrná (to by totiž g musela být coby
stejnoměrná limita spojitých funkćı sama spojitá!).
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Fourierovy řady

Bez podrobného důkazu si uvedeme následuj́ıćı větu podávaj́ıćı ucelený
obrázek o bodové konvergenci Fourierových řad. Nejde o nutné podḿınky
konvergence a v literatǔre lze naj́ıt řadu jiných formulaćı. Tato je ale
jednoduchá a postihuje velké množstv́ı užitečných p̌ŕıpadů.
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Fourierovy řady

Theorem

Necht’ g je po částech spojitá a monotonńı na intervalu [−π, π]. Pak jej́ı
Fourierova řada F (x) konverguje na [−π, π] a součet je

roven hodnotě g(x0) v každém bodě x0 ∈ [−π, π], ve kterém je
funkce g(x) spojitá,

v každém bodě nespojitosti x0 funkce g(x) roven

1

2

(
lim

x→x+
0

g(x) + lim
x→x−0

g(x)

)
,

v krajńıch bodech intervalu [−π, π] je roven

1

2

(
lim

x→−π+
g(x) + lim

x→π−
g(x)

)
.

Pokud nav́ıc je g(x) spojitá, periodická s periodou 2π a všude existuje jej́ı
po částech spojitá derivace, pak konverguje jej́ı Fourierova řada F (x)
stejnoměrně.
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Wavelety

Fourierovy řady a daľśı z nich vycházej́ıćı nástroje jsou využ́ıvány ke
zpracováńı r̊uzných signál̊u, obrázk̊u apod. Povaha použitých periodických
goniometrických funkćı a jejich prosté škálováńı pomoćı zvěťsuj́ıćı se
frekvence zároveň omezuj́ı jejich použitelnost. V mnoha oborech proto
vyvstala p̌rirozená poťreba nalézt šikovněǰśı úplné ortogonálńı systémy
funkćı, které budou vycházet z p̌redpokládané povahy dat a které bude
možné efektivněji zpracovávat.
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Wavelety

Takový systém se lze nap̌ŕıklad vytvǒrit volbou vhodné spojité funkce ψ s
kompaktńım nosičem, ze které sestroj́ıme spočetně mnoho funkćı ψij ,
j , k ∈ Z, pomoćı dyadických translaćı a dilataćı:

ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx − k).

Pokud tvar matěrské funkce ψ dob̌re vystihuje možné chováńı dat, a
zároveň jej́ı potomci ψjk tvǒŕı úplný ortogonálńı systém, pak se zpravidla
dob̌re dǎŕı konkrétńı zpracovávaný signál aproximovat pomoćı jen několika
málo funkćı.
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Wavelety

Nebudeme zde zacházet do podrobnost́ı, jde o mimǒrádně živý směr
výzkumu i základ komerčńıch aplikaćı. Zájemce snadno najde spoustu
literatury. Na obrázku je ilustrována tzv. Daubechies matěrská wavelet
D4(x) a jej́ı dcera D4(2−3x − 1).

Vzdálenost funkcí Ortogonální systémy Fourierovy řady Wavelety Metrické prostory

Nebudeme zde zacházet do podrobností, jde o mimořádně živý
směr výzkumu i základ komerčních aplikací. Zájemce snadno najde
spoustu literatury. Na obrázku je ilustrována tzv. Daubechies
mateřská wavelet D4(x) a její dcera D4(2−3x − 1).
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Wavelety

Wavelety nav́ıc nejsou v̊ubec definovány jako funkce analyticky. Mı́sto toho
jsou pouze tabelovány jejich hodnoty v dostatečném rozlǐseńı.
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Metrické prostory

Definition (Metriky a normy)

Množina X spolu se zobrazeńım d : X × X → R splňuj́ıćı

d(x , y) ≥ 0 a d(x , y) = 0, právě když x = y , (1)

d(x , y) = d(y , x), (2)

d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z), (3)

se nazývá metrický prostor. Zobrazeńı d je metrika na X .
Je-li X vektorový prostor nad R a ‖ ‖ : X → R je funkce splňuj́ıćı

‖x‖ ≥ 0, p̌ričemž ‖x‖ = 0, právě když x = 0, (4)

‖λx‖ = |λ| ‖x‖, pro všechny skaláry λ, (5)

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (6)

pak funkci ‖ ‖ nazýváme norma na X a prostor X je normovaný
vektorový prostor.
Norma vždy zadává metriku d(x , y) = ‖x − y‖.
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Definition (Cauchyovské posloupnosti)

Uvažme libovolnou posloupnost prvk̊u x0, x1, . . . v metrickém prostoru X
takovou, že pro libolné pevně zvolené kladné reálné č́ıslo ε plat́ı pro
všechny dvojice prvk̊u xi , xj posloupnosti, až na konečně mnoho výjimek
(které záviśı na volbě ε),

d(xi , xj) < ε.

Jinak řečeno, pro každé pevné ε > 0 existuje index N takový, že
p̌redcházej́ıćı nerovnost plat́ı pro všechna i , j > N. Takové posloupnosti
prvk̊u se ř́ıká cauchyovská posloupnost.
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Metrické prostory

Stejně jako u reálných či komplexńıch č́ısel bychom rádi, aby každá
cauchyovská posloupnost prvk̊u xi ∈ X konvergovala k nějaké hodnotě x v
následuj́ıćım smyslu:

Definition

Jestliže pro posloupnost prvk̊u x0, x1, . . . ∈ X , pevně zvolený prvek x ∈ X
a pro libovolné kladné reálné č́ıslo ε plat́ı pro všechna i , až na konečně
mnoho výjimek (závisej́ıćıch na volbě ε),

d(xi , x) < ε,

ř́ıkáme, že posloupnost xi , i = 0, 1, . . . , konverguje k prvku x , kterému
ř́ıkáme limita posloupnosti xi , i = 0, 1, . . . v metrickém prostoru X .
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D́ıky trojúhelńıkové nerovnosti dostáváme pro každou dvojici prvk̊u xi , xj z
konvergentńı posloupnosti, s dostatečně velikými indexy (značeńı jako v
definici výše),

d(xi , xj) ≤ d(xi , x) + d(x , xj) < 2ε,

a proto je každá konvergentńı posloupnost také cauchyovská.

Definition (Úplné metrické prostory)

Metrické prostory, kde plat́ı i obrácené tvrzeńı, tj. že každá cauchyovská
posloupnost je konvergentńı nazýváme úplné metrické prostory.
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Stejně jako v p̌ŕıpadě reálných č́ısel můžeme zformulovat konvergenci
pomoćı

”
otev̌rených okoĺı“.

Definition (Otev̌rené a uzav̌rené množiny)

Otev̌rené ε–okoĺı prvku x v metrickém prostoru X (stručně ε–okoĺı) je
množina

Oε(x) = {y ∈ X ; d(x , y) < ε}.
Podmnožina U ⊂ X je otev̌rená, jestliže obsahuje s každým svým bodem i
nějaké jeho ε–okoĺı. Pomnožina W ⊂ X je uzav̌rená, jestliže je jej́ı
doplněk X \W otev̌renou množinou.

Naḿısto ε–okoĺı hovǒŕıme také o (otev̌rené) ε–kouli se sťredem v x . V
p̌ŕıpadě normovaného prostoru si vystač́ıme s ε–koulemi se sťredem v nule,
jejichž p̌ričteńım k danému prvku x dostaneme právě jeho ε–okoĺı.
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Hromadné body podmnožiny A ⊂ X jsou takové x ∈ X , ke kterým
konverguje posloupnost bodů z A neobsahuj́ıćı bod x .

Theorem

Množina je uzav̌rená, právě když obsahuje všechny své hromadné body

Důkaz.

Skutečně, A je uzav̌rená, právě když pro každý bod x /∈ A existuje nějaké
ε > 0 takové, že celé ε–okoĺı Oε(x) má s A prázdný pr̊unik. Pokud by tedy
A byla uzav̌rená a x byl hromadný bod množiny A, který do A nepaťŕı, pak
v libovolném takovém ε–okoĺı takového x lež́ı nekonečně mnoho bodů
množiny A, což je spor.
Naopak p̌redpokládejme, že A obsahuje všechny své hromadné body a
uvažme x ∈ X \ A. Pokud by v každém ε–okoĺı bodu x existoval bod
xε ∈ A, pak postupně volbami ε = 1/n dostaneme posloupnost bodů
xn ∈ A konverguj́ıćı k x . Pak by ovšem x musel být hromadným bodem, a
tedy v A, takže opět máme spor.
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Pro každou podmnožinu A v metrickém prostoru X definujeme jej́ı vniťrek
jako množinu těch bodů v A, které do A paťŕı i s celým svým nějakým
okoĺım. Dále definujeme uzávěr Ā množiny A jako sjednoceńı původńı
množiny A s množinou všech jej́ıch hromadných bodů.
Libovolný pr̊unik a libovolné konečné sjednoceńı uzav̌rených množin v
metrickém prostoru je opět uzav̌rená množina.
Libovolné sjednoceńı otěrených množin je opět otev̌rená množina, ale jen
konečný pr̊unik otev̌rených množin je obecně opět otev̌rená množina.
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Vniťrek množiny A je právě sjednoceńım všech otev̌rených množin v A
obsažených, zat́ımco uzávěr A je pr̊unikem všech uzav̌rených množin
obsahuj́ıćıch A.
Uzav̌rené a otev̌rené množiny p̌redstavuj́ı základńı pojmy tzv. topologie.

Pojem konvergence můžeme nyńı zformulovat tak, že posloupnost prvk̊u xi
v metrickém prostoru X , i = 0, 1, . . . , konverguje k x ∈ X , právě když pro
každou otev̌renou množinu U obsahuj́ıćı x jsou všechny body naš́ı
posloupnosti, až na konečně mnoho výjimek, obsaženy v U.
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Definition

Zobrazeńı f : W → Z mezi metrickými prostory je spojité jestliže vzor
f −1(V ) každé otev̌rené množiny V ⊂ Z je otev̌rená množina ve W .
Samǒrejmě to neznamená nic jiného než tvrzeńı, že pro každý prvek
z = f (x) ∈ Z a kladné č́ıslo ε existuje kladné č́ıslo δ tak, že pro všechny
prvky y ∈W se vzdálenost́ı dW (x , y) < δ je také dZ (z , f (y)) < ε.

Zcela stejně jako u reálných funkćı je zobrazeńı f mezi metrickými prostory
spojité právě tehdy, když respektuje konvergence posloupnost́ı.
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Lp–normy

Začneme na reálných nebo komplexńıch konečněrozměrných vektorových
prostorech Rn a Cn a definujeme pro pevné reálné č́ıslo p ≥ 1 a libovolný
vektor z = (z1, . . . , zn)

‖z‖p =

( n∑
i=1

|zi |p
)1/p

.

Dokážeme, že takto je definována norma. Prvńı dvě vlastnosti z definice
jsou žrejmé. Zbývá dokázat trojúhelńıkovou nerovnost. Vyjdeme p̌ritom z
tzv. Hölderovy nerovnosti.
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Lemma (Hölderova nerovnost)

Pro pevné reálné č́ıslo p > 1 a každé dvě n–tice nezáporných reálných č́ısel
xi a yi plat́ı

n∑
i=1

xiyi ≤
( n∑

i=1

xpi

)1/p

·
( n∑

i=1

yqi

)1/q

,

kde 1/q = 1− 1/p.
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Ted’ už budeme umět dokázat, že ‖ ‖p je skutečně norma:

Lemma (Minkowského nerovnost)

Pro každé p > 1 a všechny n–tice nezáporných reálných č́ısel (x1, . . . , xn) a
(y1, . . . , yn) plat́ı( n∑

i=1

(xi + yi )
p

)1/p

≤
( n∑

i=1

xpi

)1/p

+

( n∑
i=1

ypi

)1/p

.
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K ově̌reńı této praktické nerovnosti vede následuj́ıćı trik využ́ıvaj́ıćı
Hölderovu nerovnost. Jistě plat́ı (všimněme si, že p > 1)

n∑
i=1

xi (xi + yi )
p−1 ≤

( n∑
i=1

xpi

)1/p

·
( n∑

i=1

(xi + yi )
(p−1)q

)1/q

a stejně tak

n∑
i=1

yi (xi + yi )
p−1 ≤

( n∑
i=1

ypi

)1/p

·
( n∑

i=1

(xi + yi )
(p−1)q

)1/q

.

Nyńı sečteńım posledńıch dvou nerovnost́ı, s využit́ım skutečnosti, že
p + q = pq a tedy (p − 1)q = pq − q = p, dostaneme∑n

i=1(xi + yi )
p(∑n

i=1(xi + yi )p
)1/q

≤
( n∑

i=1

xpi

)1/p

+

( n∑
i=1

ypi

)1/p

,

ale 1− 1/q = 1/p, takže jde právě o dokazovanou Minkowského
nerovnost.
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Ově̌rili jsme si tedy, že na každém konečněrozměrném reálném nebo
komplexńım vektorovém prostoru máme ťŕıdu norem ‖ ‖p pro všechna
p ≥ 1. Kromě toho ještě klademe

‖z‖∞ = max{|zi |, i = 1, . . . , n},

což je zjevně také norma.
Všimněme si, že Hölderovu nerovnost můžeme v kontextu těchto norem
zapsat pro všechna x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) jako

n∑
i=1

|xi | · |yi | ≤ ‖x‖p · ‖y‖q

pro všechna p ≥ 1 a q splňuj́ıćı 1/p + 1/q = 1, p̌ričemž pro p = 1 klademe
q =∞.
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Lp–normy pro posloupnosti a funkce

Nyńı docela snadno zavedeme normy i na vhodných nekonečněrozměrných
vektorových prostorech. Vektorový prostor `p, p ≥ 1, je množina všech
posloupnost́ı reálných nebo komplexńıch posloupnost́ı x0, x1, . . . takových,
že ∞∑

i=0

|xi |p <∞.

Všechny posloupnosti s omezenými absolutńımi hodnotami členů tvǒŕı
prostor `∞. Limitńım p̌rechodem pro n→∞ okamžitě z Minkowského
nerovnosti vid́ıme, že výraz

‖x‖p =

( ∞∑
i=0

|xi |p
)1/p

je norma na `p. Obdobně klademe na `∞

‖x‖∞ = sup{|xi |, i = 0, 1, . . . }
a opět dostáváme normu.
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Metrické prostory

Konečně, vrat’me se k prostor̊um funkćı S0[a, b] na konečném intervalu
[a, b] nebo S0

c [a, b] na neohraničeném intervalu. S normou ‖ ‖1 jsme se již
setkali. Zjevně ale pro každé p > 1 a pro všechny funkce v takovém
prostoru funkćı existuj́ı Riemannovy integrály∫ b

a
|f (x)|pdx

a můžeme tedy definovat

‖f ‖p =

(∫ b

a
|f (x)|pdx

)1/p

.

Riemannův integrál jsme definovali pomoćı limitńıho p̌rechodu
vycházej́ıćıho z tzv. Riemannových součt̊u, které odpov́ıdaj́ı děleńım Ξ s
reprezentanty ξi . V našem p̌ŕıpadě tedy jde o konečné součty

SΞ,ξ =
n∑

i=1

|f (ξi )|p(xi − xi−1).
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Hölderova nerovnost použitá na Riemannovy součty součinu dvou funkćı
f (x) a g(x) dá

n∑
i=1

|f (ξi )||g(ξi )|(xi − xi−1) =

=
n∑

i=1

|f (ξi )|(xi − xi−1)1/p|g(ξi )|(xi − xi−1)1/q

≤
( n∑

i=1

|f (ξi )|p(xi − xi−1)

)1/p

·
( n∑

i=1

|g(ξi )|q(xi − xi−1)

)1/q

,

p̌ričemž napravo máme zjevně právě součin Riemannových součt̊u pro
integrály ‖f ‖p a ‖g‖q.
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Limitńım p̌rechodem tak ově̌rujeme tzv. Hölderovu nerovnost pro
integrály: ∫ b

a
f (x)g(x) dx ≤

(∫ b

a
f (x)p dx

)1/p(∫ b

a
g(x)q dx

)1/q

platnou pro všechny nezáporné reálné funkce f a g v našem prostoru po
částech spojitých funkćı s kompaktńım nosičem
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Přesně stejným postupem jako v p̌redchoźım odstavci odvod́ıme z
Hölderovy nerovnosti nerovnost Minkowského v jej́ı integrálńı formě:

‖f + g‖p ≤ ‖f ‖p + ‖g‖p.

Je tedy ‖ ‖p je skutečně norma na vektorovém prostoru všech spojitých
funkćı s kompaktńımi nosiči pro všechna p > 1 (a pro p = 1 jsme tuto
skutečnost ově̌rili už dávno). Pro celý prostor S0[a, b] po částech spojitých
funkćı budeme sice také slovo norma v tomto kontextu použ́ıvat, měli
bychom ale p̌ritom vědět, že muśıme ztotožňovat funkce, které se od sebe
lǐśı jen hodnotami v bodech nespojitosti.
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Mezi těmito normami je výjimečný p̌ŕıpad p = 2, který jsme již ďŕıve
realizovali pomoćı skalárńıho součinu. V tomto p̌ŕıpadě jsme mohli odvodit
trojúhelńıkovou nerovnost daleko jednodušeji pomoćı Schwarzovy
nerovnosti.
Pro funkce z S0[a, b] můžeme definovat i obdobu L∞–normy na
n–rozměrných vektorech. Protože jsou naše funkce po částech spojité,
budou pro ně na konečném uzav̌reném intervalu vždy existovat suprema
absolutńıch hodnot a klademe tedy pro takovou funkci f

‖f ‖∞ = sup{f (x), x ∈ [a, b]}.

Všimněme si, že kdybychom za hodnoty f (x) v bodech nespojitosti
považovali jak jednostranné limity (které podle naš́ı definice vždy existuj́ı),
tak samotnou hodnotu funkce, pak můžeme pracovat s maximy ḿısto
suprem. Opět je žrejmé, že jde o normu (až na problémy s hodnotami v
bodech nespojitosti).
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