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Vzdalenost funkci

Pro pevny interval | = [a, b], kone¢ny nebo nekoneny, definujeme kvadrat
vzdalenosti funkci na / takto:

b
If — gl = / 1£(x) — g(x) dx.

Samoz¥ejmé je tfeba predpokladat, Ze tento Riemanndiv integrdl existuje.
Velikost ||f|| funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce nulové, tj.

b
117 = / ()P dx.

Funguje dob¥e pro mnozinu & = S|a, b] omezenych a po &astech spojitych
redlnych funkci na /.
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Vzdalenost funkci

Vidéli jsme, Ze S je vektorovy prostor a snadno se ov&Fi, Zze nami pravé
uvazovana velikost je odvozena z dob¥e definovaného skalarniho soucinu,
tj. symetrického bilinedrniho zobrazenf

b
(F.g) = / F(x)e(x) dx,

s pfislusnymi vlastnostmi. V p¥ipadé komplexnich hodnot funkci, pljde o
skalarni soutet z unitdrnich prostord, tj. g(x) bude ve vyrazu vystupovat s
pruhem (komplexn& konjugovana hodnota).

V koneénérozmérném ptipadé jsme takto definovali velikost vektord. Nyni
je to naprosto stejné a pokud ziZime nasi definici na vektorovy prostor
generovany nad redlnymi Cisly jen kone¢n& mnoha funkcemi fi,. .., fy,
dostaneme opét dob¥e definovany skalarni soucin na tomto
kone&nérozmérném vektorovém podprostoru.
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Vzdalenost funkci

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
<gi7g:i> = . .
1 proi=j
hovo¥ime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s ortogonalnimi).
Grammova—Schmidtova ortogonalizace vytvo¥i z libovolného spo&etného
systému generator( f; nové ortogonalni generatory g; téhoZ prostoru, tj.
(gi,gj) = 0 pro v8echny i # j. Spoteme je postupné: gy = f; a formulemi

<f€+17gf>

go+1=foy1 +a181 + - +age, ai=-— e

pro ¢ > 1.
P¥ikladem jsou nap¥. ortogonalni polynomy.
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Vzdalenost funkci

Aplikujme tuto proceduru na prvni t¥i polynomy 1,x, x? na intervalu
[-1,1]. Dostaneme g3 = 1,

1 1
g e [ x 1= 0=x
2 1/121d1 1/12 d
g3 = X" — x“-ldx-1——= X< xdx-x
Tl )y A
1
_ 2 =
= X 3

P¥islusna ortogonalni baze prostoru Ry[x] na intervalu [—1,1] je tedy
1, x,x? — 3. Normalizaci, tj. vhodnym néasobenim skalarem tak, aby prvky
v bazi mély velikost jedna dostaneme ortonormalni bazi

ST -

Takovym ortonormdalnim generatortim Ry[x] se ¥ikd Legendreovy

polynomy.
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Ortogonalni systémy

P¥ipomeiime si vyhody, které ortonormalni baze podprostorii mély pro
kone&nérozmérné vektorové prostory. Mlzeme pokracovat v ptikladu
Legendreovych polynomil hy, hy a hs, které generuji Ra[x] a uvaZovat
tfeba V = R [x] jakoZto funkce na intervalu [0, 1]. Pro libovolny polynom
h € V bude funkce

H = (h, hi)hy + (h, h2) ho + (h, h3) hs

jednozna&né uréenou funkci, kterd minimalizuje vzdalenost ||h — H|| mezi
viemi funkcemi v Ry[x].

Koeficienty pro nejlepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce z
vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci. Stejné tak
ale tato formule zada nejlepsi aproximaci polynomem nejvyse druhého
stupn& pro libovolnou funkci h € S[a, b] ve smyslu nadi vzdélenosti funkci
na tomto prostoru.
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Ortogonalni systémy

Posledni ptiklad podbizi zobecnéni — co se stane, kdyZ zvolime lplné
libovolny spoletny systém linedrn& nezavislych funkci v S takovy, Ze kazdé
dvé& riizné z nich maji nulovy skalarni souin? Takovému systému funkci na
intervalu / ¥fikime ortogonalni systém funkci. JestliZze jsou v3echny
funkce f, v posloupnosti po dvou ortogondlni a zaroveii je pro vsechna n
velikost ||f,|| = 1 normovana, hovo¥ime o ortonormalnim systému funkci.
Necht tedy tvo¥i posloupnost funci f, ortogonalni systém po &astech
spojitych funkci na intervalu | = [a, b] a predpokladejme, Ze pro konstanty

¢n konverguje fada
o
F(x) = cafa
n=1

stejnomé&rn& na /. Pak snadno vyjadfime skaldrni soutin (F, f,) po
jednotlivych séitancich:

(F.£) Zcm/ X) dx = el ol
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Ortogonalni systémy

M3ame tedy tudeni, v jakou p¥iblizn& odpovéd je mozné doufat, a docela
ptehledn& ndm ji skute¢n& dava ndsledujici véta:

Theorem

Necht f,, n=1,2,..., je ortogonadlni posloupnost funkci Riemannovsky
integrovatelnych na | = [a, b] a necht g je libovolnd funkce Riemannovsky
integrovatelnd v kvadratu na I. Oznaéme

b
e = ]2 / £, ()8 () d.

(1) Pro libovolné pevné n € N md ze viech linedrnich kombinaci funkci
fi,...,fn nejmensi vzdalenost od g vyraz

h, = z”: cifi(x).
i=1
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Ortogonalni systémy

Theorem (pokra&ovani)

(2) Rada &isel S°°° , c2||f,||? vZdy konverguje a plati
oo
> calfall® < llgl®.
n=1

(3) Vzdélenost g od &aste¢nych soulti sy = 25:1 cnfyn jde v limité k nule,
t.

lim g — s[> =0,

k—o0

tehdy a jen tehdy, kdyZ

)
> allfall® = llell®.
n=1
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Ortogonalni systémy

Jesté neZ se pustime do diikazu, zkusime |épe porozumét vyznamu
jednotlivych tvrzeni této véty.

N&$ ortogonalni systém funci je libovolny, nemiZeme olekavat, Ze Ize
dob¥e aproximovat jakoukoliv funkci pomoci linedrnich kombinaci funkci f;.
Nap¥. kdyz se omezime u ortogonalnich polynomi pouze na sudé stupné,
urcité budeme dob¥e aproximovat pouze sudé funkce.

Nicméné hned prvni tvrzeni ndm ¥ika, Ze vZdycky budeme dosahovat
nejlepsi mozné aproximace &astenymi soucty.
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Ortogonalni systémy

Druhé a tfeti tvrzeni pak miizeme vnimat jako analogii ke kolmym
primétiim do podprostord vyjadfenych pomoci soufadnic.

Skutetné& vidime, Ze pokud pro nasi funkci g bodové konverguje ¥ada

F(x) =302 cnfa(x), pak je funkce F(x) kolmym prim&tem g do
vektorového podprostoru viech takovychto ¥ad.

Zaroveii ale nase véta nefika, Ze by Caste¢né soulty uvaZzované fady musely
bodové konvergovat k n&jaké funkci. Tj. ¥ada F(x) nemusi byt obecn&
konvergentni ani v p¥ipadg, kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale nap¥.
existuje kone&nd hodnota > 2, |ci| a viechny funkce f, jsou stejnom&rn&
omezené na /, pak zfejmé& ¥ada F(x) konverguje v kazdém x.
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Ortogonalni systémy

Dikaz véty (v pfipadé redlnych hodnot funkci):
Zvolme libovolnou linearni kombinaci f = Zﬁzl anf, a spottéme jeji
vzdalenost od g. Dostdvame

k k
lg = anfall® = llgl* + D IfalI*((cn — an)* — 7).
n=1 n=1

Evidentné Ize posledni vyraz minimalizovat pravé volbou a, = ¢, a tim je
prvni tvrzeni dokazéano.
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Ortogonalni systémy

Dosazenim minimalizujici volby dostdvdme tzv. Besselovu identitu

k k
le = el = gl — 3. Il
n=1 n=1

ze které okamzit&€ diky nezdpornosti levé strany vyplyva tzv. Besselova
nerovnost

k

2 2 2
> alfall® < lell®.
n=1

Tim je dokdzdno druhé tvrzeni, protoze kaZzdd neklesajici a shora omezend
posloupnost redlnych &isel ma limitu (a je ji supremum celé mnoZiny
hodnot prvki posloupnosti).
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Ortogonalni systémy

Jestlize v Besselov& nerovnosti nastane rovnost, hovofime o tzv.
Parsevalové rovnosti. P¥imo z definic vyplyva nyni tvrzeni (3):

(3) Vzdalenost g od &astednych soultl s, = 25:1 cnfy jde v limité k nule,
tj.
: 2
lim [lg —si[|” =0,
k—o0

tehdy a jen tehdy, kdyZ

)
> allfall® = llell®.
n=1

Ortonogonalni systém funkci nazveme tplny ortogonalni systém na
intervalu | = [a, b], jetliZze plati Parsevalova rovnost pro kazdou funkci g s
kone&nou velikosti ||g|| na tomto intervalu.
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Fourierovy fady

P¥edchozi véta naznaluje, Ze umime se spoéetnymi ortogonalnimi systémy
f, funkci pracovat velice podobné jako s kone¢nymi ortogonalnimi bazemi
vektorovych prostort, jsou tu ale zdsadni rozdily:

@ Neni snadné ¥ici, jak vypada cely prostor konvergentnich nebo
stejnom&rn& konvergentnich fad F(x) = > 12 cafp.
@ Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi mozné

pribliZzeni takovou ¥adou F(x).

V pfipadg, Ze misto ortonogondlniho systému f, mame systém
ortonormalni, jsou formulky ve vé&t& o néco jednodussi, Zadné dalsi zlepeni
ale nenastane.
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Fourierovy fady

Jako p&kny ptiklad na integrovéni Ize elementdrnimi metodami ovéfit, Ze
systém funkci

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cos nx,

je ortogondlini systém na intervalu [—7, 7] (a také na kterémkoliv jiném
intervalu o délce 27r).

Rady z predchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvame Fourierovy
fady. | v obecném pfipadé diskutovaném vyse se nékdy hovofi o obecnych
Fourierovych ¥adach vzhledem k ortogonalnimu systému funkci f,.
Koeficienty ¢, se pak nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
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Fourierovy fady

Na intervalu [—7, 7] jsou velikosti vech funkci krom& prvni vidy +/m, prvni
ma velikost v/27. Lze dokazat, 7e nas systém funkci je tplnym
ortogonalnim systémem, nebudeme to zde ale dokazovat.

Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci naseho skaldrniho souéinu
proto budou &aste¢né soutty Fourierovy ¥ady F(x) pro libovolnou funkci

g(x) s kone¢nym integralem fab g(x)? dx, tj.

F(x) = % + Z(an cos(nx) + bpsin(nx))

n=1

s koeficienty

ap = 1 /Tr g(x)cos(nx)dx, b,= 1 /7r g(x)sin(nx) dx,

™ J)_x -7

vzdy konvergovat k funkci g(x).
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Fourierovy fady

Z obecnéjsich Uvah Ize dovodit, Ze z konvergence v tomto smyslu vZdy
vyplyva bodova konvergence &asteénych souttil ve skoro viech bodech

x € I. Nebudeme zde ale ani vysvétlovat, co znamend ,,skoro vSechny", ani
nebudeme takovy vysledek dokazovat.

Jako ptiklad uved me Fourierovu ¥adu pro periodickou funkci vzniklou
zlZzenim Heavisideovy funkce na jednu periodu. Tj. nase funkce g bude na
intervalu [—m, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7] bude rovna 1. ProtoZze jde
o funkei lichou, jist& budou viechny koeficienty u funkci cos(nx) nulové, a
pro koeficienty u funkci sin(nx) spotteme

by — 1/7r g(x) sin(nx) dx = 2 /07r sin(nx) dx = —(1— (—~1)".

L - us nm
Vysledna Fourierova ¥ada je tedy tvaru

4 1 1
g(x) = — [ sin(x) + = sin(3x) + = sin(5x) + . ..
s 3 5
a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢lenti je na nasledujicich
dvou obrazcich.
] MB202/09 22 / 51



Fourierovy fady

Vsimnéme si, Ze se zvySujicim se poétem ¢&lenl ¥ady se vyrazné spfesfiuje
aproximace s vyjimkou stale se zmen3ujiciho okoli bodu nespojitosti, na

némz je ale maximum odchylky stdle zhruba stejné. Je to obecnd vlastnost
Fourierovych Yad, které se ¥ikd Gibbsiv jev.

AVIRR VoV

| 0,57

g P
x
&
~
IS

“ -0,

rnd ——

Povsimnéme si také, Ze v samotném bodé& nespojitosti je hodnota
aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva pro
Heavisideovu funkci. Nelze otekdvat, Ze by konvergence pro funkce s body
nespojitosti mohla byt stejnom&rnd (to by totiz g musela byt coby
stejnomé&rna limita spojitych funkci sama spojita!).

MB202/09 23 / 51



Fourierovy fady

Bez podrobného dikazu si uvedeme nasledujici vétu podavajici uceleny
obrazek o bodové konvergenci Fourierovych ¥ad. Nejde o nutné podminky
konvergence a v literatufe Ize najit ¥adu jinych formulaci. Tato je ale
jednoducha a postihuje velké mnoZstvi uZite¢nych p¥ipadd.

24 / 51
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_ Foukon g
Theorem
Necht g je po &dstech spojitd a monotonni na intervalu [—m, ). Pak jeji
Fourierova Fada F(x) konverguje na [—m, 7| a soucet je
@ roven hodnoté& g(xg) v kaZdém bodé& xg € [—m, 7|, ve kterém je
funkce g(x) spojita,

@ v kaZdém bodé& nespojitosti xy funkce g(x) roven

(im g0+ im g().

X=X X=Xy
@ v krajnich bodech intervalu [—m, | je roven

1( lim g(x)+ lim g(x)>.

2 \ x——mt X—7T
Pokud navic je g(x) spojitd, periodicka s periodou 27 a viude existuje jeji
po &dstech spojita derivace, pak konverguje jeji Fourierova Fada F(x)
stejnomérné.
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Wavelety

Fourierovy ¥ady a dalsi z nich vychazejici nastroje jsou vyuZivany ke
zpracovani riiznych signald, obrazkl apod. Povaha pouZitych periodickych
goniometrickych funkci a jejich prosté skdlovani pomoci zvétsujici se
frekvence zaroveii omezuji jejich pouZitelnost. V mnoha oborech proto
vyvstala pfirozend potfeba nalézt Sikovnégjsi Gplné ortogonalni systémy
funkci, které budou vychdazet z predpoklddané povahy dat a které bude
mozZné efektivnéji zpracovavat.
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Wavelety

Takovy systém se Ize nap¥iklad vytvofit volbou vhodné spojité funkce 1 s
kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime spocetné mnoho funkci 1j;,
Jj, k € Z, pomoci dyadickych translaci a dilataci:

WYin(x) = 2292 x — k).

Pokud tvar matefské funkce ¢ dob¥e vystihuje mozné chovani dat, a
zdrovefi jeji potomci v tvori lplny ortogondlni systém, pak se zpravidla
dob¥e da¥i konkrétni zpracovavany signdl aproximovat pomoci jen nékolika

malo funkci.

28 / 51
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Wavelety

Nebudeme zde zachdzet do podrobnosti, jde o0 mimo¥adné Zivy smér
vyzkumu i zdklad komerénich aplikaci. Zajemce snadno najde spoustu
literatury. Na obrazku je ilustrovdna tzv. Daubechies matefskd wavelet
D4(x) a jeji dcera D4(273x — 1).

MB202/09 29 / 51



Wavelety

Wavelety navic nejsou viibec definovany jako funkce analyticky. Misto toho
jsou pouze tabelovany jejich hodnoty v dostate¢ném rozliSeni.
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Metrické prostory

Definition (Metriky a normy)

Mnozina X spolu se zobrazenim d : X x X — R spliiujici

d(X’y) >0a d(X,)/) =0, prévé kdyf X=y,

d(x,y) = d(y,x),
d(x,z) < d(x,y)+d(y, z),

se nazyva metricky prostor. Zobrazeni d je metrika na X.
Je-li X vektorovy prostor nad R a || || : X — R je funkce spliiujici

||x]| > 0, pfitemZ ||x|| = 0, prav& kdyz x = 0,
IAx|| = |A| |x]|, pro v8echny skaldry A,
[ + vl < {IxIl + Iyl
pak funkci || || nazyvdme norma na X a prostor X je normovany

vektorovy prostor.
Norma vzdy zaddva metriku d(x, y) = ||x — y||.

T BT
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Metrické prostory

Definition (Cauchyovské posloupnosti)
UvaZme libovolnou posloupnost prvkil xp, x1,... v metrickém prostoru X
takovou, Ze pro libolné pevné zvolené kladné redlné &islo € plati pro
viechny dvojice prvkil x;, x; posloupnosti, aZ na kone¢né€ mnoho vyjimek
(které zavisi na volbg ¢),

d(xi,xj) < e.

Jinak ¥eteno, pro kazdé pevné € > 0 existuje index N takovy, Ze
pfedchazejici nerovnost plati pro viechna i, j > N. Takové posloupnosti
prvki se ¥ika cauchyovska posloupnost.
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Metrické prostory

Stejn& jako u redlnych &i komplexnich &isel bychom radi, aby kazda
cauchyovska posloupnost prvkll x; € X konvergovala k néjaké hodnoté x v
nasledujicim smyslu:

Definition
Jestlize pro posloupnost prvkil xg, x1,... € X, pevné zvoleny prvek x € X

a pro libovolné kladné redlné &islo € plati pro vSechna i, aZ na kone&né
mnoho vyjimek (zdvisejicich na volbg ¢),

d(xi, x) <,
tikdme, Ze posloupnost x;, i =0,1,..., konverguje k prvku x, kterému
fikdme limita posloupnosti x;, i = 0,1,... v metrickém prostoru X.
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Metrické prostory

Diky trojdhelnikové nerovnosti dostavame pro kazdou dvojici prvki x;, x; z
konvergentni posloupnosti, s dostatedn& velikymi indexy (zna&eni jako v
definici vyse),

d(xi, x;) < d(xi, x) + d(x, %) < 2,
a proto je kazda konvergentni posloupnost také cauchyovska.

Definition (Uplné metrické prostory)

Metrické prostory, kde plati i obracené tvrzeni, tj. Ze kaZda cauchyovska
posloupnost je konvergentni nazyvame Gplné metrické prostory.
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Metrické prostory

Stejn& jako v pt¥ipadé redlnych &isel mizeme zformulovat konvergenci
pomoci ,,otevienych okoli*.

Definition (Otevfené a uzaviené mnoZiny)

Oteviené c—okoli prvku x v metrickém prostoru X (stru¢n& e—okoli) je
mnoZina

Oc(x) ={y € X; d(x,y) < €}.
PodmnoZina U C X je oteviena, jestlize obsahuje s kazdym svym bodem i
néjaké jeho e—okoli. PomnoZina W C X je uzaviena, jestlize je jeji
dopln&k X \ W otevfenou mnoZinou.

Namisto e—okoli hovo¥ime také o (oteviené) e—kouli se stfedem v x. V
ptipadé normovaného prostoru si vystatime s e—koulemi se stfedem v nule,
jejichz pfi¢tenim k danému prvku x dostaneme pravé jeho e—okoli.
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Metrické prostory

Hromadné body podmnoziny A C X jsou takové x € X, ke kterym
konverguje posloupnost bodli z A neobsahujici bod x.

Theorem
MnoZina je uzaviena, pravé kdyZ obsahuje vsechny své hromadné body

Dikaz.

Skuteng&, A je uzaviend, pravé kdyz pro kazdy bod x ¢ A existuje n&jaké
e > 0 takové, Ze celé e—okoli O.(x) md s A prazdny priinik. Pokud by tedy
A byla uzaviend a x byl hromadny bod mnoZiny A, ktery do A nepatFi, pak
v libovolném takovém e—okoli takového x lezi nekone&né mnoho bodi
mnoZiny A, coZ je spor.

Naopak predpoklddejme, Ze A obsahuje viechny své hromadné body a
uvaZme x € X \ A. Pokud by v kaZdém e—okoli bodu x existoval bod

x. € A, pak postupné volbami € = 1/n dostaneme posloupnost bodi

Xxp € A konvergujici k x. Pak by ovSem x musel byt hromadnym bodem, a
tedy v A, takZe opét mame spor. O

v
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Metrické prostory

Pro kaZzdou podmnoZinu A v metrickém prostoru X definujeme jeji vnitfek
jako mnoZinu téch bodl v A, které do A patfi i s celym svym n&jakym
okolim. Déle definujeme uzavér A mno¥iny A jako sjednoceni pivodni
mnoZiny A s mnoZinou v8ech jejich hromadnych bodd.

Libovolny prinik a libovolné kone¢né sjednoceni uzavienych mnozin v
metrickém prostoru je opét uzavfend mnoZina.

Libovolné sjednoceni otefenych mnoZin je opét otevfend mnozZina, ale jen
kone&ny priinik otevienych mnoZin je obecn& opét oteviend mnoZina.
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Metrické prostory

Vnitfek mnoZiny A je pravé sjednocenim vSech otevienych mnozin v A
obsaZenych, zatimco uzavér A je prlinikem v8ech uzavfenych mnoZin
obsahujicich A.

Uzavfené a oteviené mnoZiny ptedstavuji zakladni pojmy tzv. topologie.

Pojem konvergence miZeme nyni zformulovat tak, Ze posloupnost prvki x;
v metrickém prostoru X, i =0,1,..., konverguje k x € X, pravé kdyz pro
kaZdou otevfenou mnoZinu U obsahujici x jsou v8echny body nasi
posloupnosti, az na kone¢né mnoho vyjimek, obsaZeny v U.
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Metrické prostory

Definition

Zobrazeni f : W — Z mezi metrickymi prostory je spojité jestlize vzor
f~1(V) kaZdé otevfené mnoZiny V C Z je oteviend mnoZina ve W.
Samotejmé to neznamend nic jiného neZ tvrzeni, Ze pro kazdy prvek

z = f(x) € Z a kladné &islo € existuje kladné &islo ¢ tak, Ze pro viechny
prvky y € W se vzdalenosti dyw(x,y) < J je také dz(z,f(y)) < e.

v

Zcela stejn& jako u redlnych funkci je zobrazeni f mezi metrickymi prostory
spojité pravé tehdy, kdyz respektuje konvergence posloupnosti.
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Metrické prostory

L,—normy

Za&neme na redlnych nebo komplexnich kone&nérozmérnych vektorovych
y y y
prostorech R" a C" a definujeme pro pevné redlné &islo p > 1 a libovolny

vektor z = (z,...,2p)
n 1/p
el = (Y 1ai)

i=1

DokaZeme, Ze takto je definovana norma. Prvni dvé vlastnosti z definice

jsou ztejmé. Zbyvda dokdzat trojuhelnikovou nerovnost. Vyjdeme p¥itom z
tzv. Holderovy nerovnosti.
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Metrické prostory

Lemma (Holderova nerovnost)

Pro pevné rediné &islo p > 1 a kaZdé dvé n—tice nezapornych redlnych Cisel

xj a y; plati
n n 1/p n 1/q
s (X)) - (X0)
i=1 i=1

i=1

kdel/q=1-1/p.
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Metrické prostory

Ted u? budeme umét dokazat, Ze || ||, je skute¢n& norma:

Lemma (Minkowského nerovnost)

Pro kaZdé p > 1 a v3echny n—tice nezapornych redlnych &isel (xi,...,xn) a
(y17"'7yn) platll

<Zn:(x,- +y,-)")1/p < (Z xf’) T (Z_; y!’) "

i=1 i=1 i=

. BT
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Metrické prostory

K ovéfeni této praktické nerovnosti vede nasledujici trik vyuzivajici
Holderovu nerovnost. Jist& plati (vdimn&me si, ze p > 1)

n n 1/p n 1/q
ZX/(XI +y)P Tt < <Z X,P) : <Z(x,~ + y,-)(P_l)q>
i=1

i=1 i=1

a stejné tak

Zy, x; + yi)P (Z y! >1/p' <zn:(x,- +y/)(”‘1)")1/q.

i=1
Nyni se¢tenim poslednich dvou nerovnosti, s vyuZitim skutenosti, Ze
p+q=pqgatedy (p—1)g = pqg — g = p, dostaneme

7_ xi + yi)P n 1/p n 1/p
iz (4 + i) /g < <Zx,-”> + <Zy/’) :
(Smabs+wp) B

ale1 —1/qg = 1/p, takZe jde pravé o dokazovanou Minkowského
nerovnost.

B BT
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Metrické prostory

OvéFili jsme si tedy, Ze na kaZzdém konecn&rozmé&rném redlném nebo
komplexnim vektorovém prostoru mame tfidu norem || ||, pro v8echna
p > 1. Kromé toho jesté klademe

2]l = max{|zi], i =1,...,n},

coZ je zjevné také norma.
V&imnéme si, Ze Holderovu nerovnost miiZzeme v kontextu téchto norem
zapsat pro vdechna x = (x1,...,Xn), ¥ = (y1,...,¥n) jako

n
> il -yl < Ixllo - llyllg
i=1

pro v8echna p > 1 a g spliiujici 1/p+1/q = 1, p¥itemz pro p = 1 klademe
g = 0.
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L,—normy pro posloupnosti a funkce

Nyni docela snadno zavedeme normy i na vhodnych nekoneéné&rozmérnych
vektorovych prostorech. Vektorovy prostor £,, p > 1, je mnoZina v8ech
posloupnosti redlnych nebo komplexnich posloupnosti xg, x1, ... takovych,
Ze

o0

Z |xi|P < o0.

i=0
Vechny posloupnosti s omezenymi absolutnimi hodnotami &lend tvofi

prostor £,. Limitnim pfechodem pro n — oo okamZité z Minkowského
nerovnosti vidime, Ze vyraz

0 1/p
Ixllp = (Z |x,-v’)
=0

je norma na £,. Obdobné klademe na /,

IIx|loc = sup{|xi|,i =0,1,...}
a opét dostavame normu.
] MB202/09
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Metrické prostory

Konetng, vratme se k prostoriim funkci S°[a, b] na kone¢ném intervalu

[a, b] nebo S?[a, b] na neohraniteném intervalu. S normou || |1 jsme se jiz
setkali. Zjevné ale pro kazdé p > 1 a pro v3echny funkce v takovém
prostoru funkci existuji Riemannovy integraly

/ "I (lPd

a miZeme tedy definovat

i, = ( [ b () "

Riemanniv integral jsme definovali pomoci limitniho pfechodu
vychdzejiciho z tzv. Riemannovych soudti, které odpovidaji délenim = s
reprezentanty &;. V naSem ptipadé€ tedy jde o kone¢né soulty
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Metrické prostory

Holderova nerovnost pouZitd na Riemannovy sou&ty soucinu dvou funkci
f(x) a g(x) da

D IF(ENg(E)I(xi — xi-1) =
i=1
=Y IF(€)I06 — xi-1) Pl (E)l(xi — xi-1)"/9
i=1

1/p

< (2_3 (&P —x-1) (2_; (€)1 — 5-) "

pficemZ napravo mame zjevné pravé soulin Riemannovych souétd pro
integraly [|f], a [lgl|-
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Metrické prostory

Limitnim p¥echodem tak ové&fujeme tzv. Holderovu nerovnost pro

integraly:
/a l}(x)g(x) dx < < / ?(X)P dx> 1/p< / ;(X)q dx) a

platnou pro v8echny nezaporné redlné funkce f a g v naem prostoru po
&astech spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em
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Metrické prostory

P¥esné stejnym postupem jako v predchozim odstavci odvodime z
Holderovy nerovnosti nerovnost Minkowského v jeji integralni formé:

If +gll, < WIfll, + gl

Je tedy || ||, je skuten& norma na vektorovém prostoru viech spojitych
funkci s kompaktnimi nosi¢i pro vechna p > 1 (a pro p = 1 jsme tuto
skutetnost ov&Fili uz ddvno). Pro cely prostor S9[a, b] po ¢astech spojitych
funkci budeme sice také slovo norma v tomto kontextu pouZivat, méli
bychom ale p¥itom vé&dét, Ze musime ztotoZiiovat funkce, které se od sebe
[iSi jen hodnotami v bodech nespojitosti.
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Metrické prostory

Mezi témito normami je vyjimecny p¥ipad p = 2, ktery jsme jiZ dfive
realizovali pomoci skaldrniho soudinu. V tomto p¥ipad€ jsme mohli odvodit
trojihelnikovou nerovnost daleko jednoduseji pomoci Schwarzovy
nerovnosti.

Pro funkce z S°[a, b] miizeme definovat i obdobu L,,—normy na
n—-rozmérnych vektorech. ProtoZe jsou nase funkce po &astech spojité,
budou pro né na konetném uzavfeném intervalu vZdy existovat suprema
absolutnich hodnot a klademe tedy pro takovou funkci

Ifllee = sup{f(x), x € [a, b]}.

Vsimn&me si, Ze kdybychom za hodnoty f(x) v bodech nespojitosti
povazovali jak jednostranné limity (které podle na¥i definice vzdy existuji),
tak samotnou hodnotu funkce, pak miiZzeme pracovat s maximy misto
suprem. Opét je zfejmé, Ze jde o normu (aZ na problémy s hodnotami v
bodech nespojitosti).
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