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ReSeny problém Programor
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Fi X1;:::: XN 0 proi 1;:::N
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ReSeny problém

@ formulace problému

@ neni to jednoduché, neexistuje univerzalni feseni

0 pro i

1;:::N

@ pro dvé dimenze, funkce f X;y ;9 X;y

7
no root here! 1
C—’, A

gpos

T

I
/« two roots here

gpos

gpos
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PAO81:

Ne\feéitelny prOblém Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

8

funkce nemaji obecng nic spole€ného

8

TeSeni celého systému se objevuji v podstaté nahodngé
= v obecném pripadé hledame spolecné body hyperpovrchti
dimenze N 1
= oblasti, kde je konkrétni F; nulova
konkrétni F; jich mtize vygenerovat nékolik
= ani nevime kolik jich je

8

bez podrobngjsi znalosti konkrétniho problému se
neobejdeme

B
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PAO81:

Metoda prosté iterace omeriokgen
Vypoctd
A. Kfenek

@ zobecnéni metody pro jednu proménnou WEELR ToRE

iterace

@ problém preformulujeme do podoby

X1 G]_ X
X2 G2 X
XN Gn X

= potFebujeme n&jakou metriku na RN

@ je-li G x kontrakce na ngjaké uzavrené omezené
podmnozing RN, pak v ni existuje pevny bod G

@ posloupnost X;j 1 G X;j konverguje k
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PAO81:

Metoda prosteé iterace e s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metoda prosté

@ praktické kritérium konvergence iterace
@Gi X q o .
= = ro vSechna i; 1;:::;Nao <1
0 N pro v 5] q
@ resp. slabsi
X ac;
GCh 5X g<1 proviechnai 1;:::;N
i 8%
@ dikaz uvazuje metriku XxX;y  maxi i njiXi Vil

B

zékladem je Taylorliv rozvoj G x X
= ve vice dimenzich vede pravé na sumu parcialnich derivaci
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- ~- PAOBL:
MetOda proste Ite race — prl klad Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metoda prosté
iterace

@ TeSte systém rovnic

1
x 172 ~ 0
Y 3
1
=x?2 y? 1 0
@ v grafu
= parabola s vrcholem 1; 3

= elipsa se stredem v 0 a poloosami 2a 1
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PAO81:

Metoda prosté iterace - priklad Programoveni

numerickych
Vypoctd

- -z - - A. Kfenek

@ rovnice vyjadrime jako

Metoda prosté
iterace

1 1
G X' L .2 =
X 1 X,y 2 X 0% 2
1
y Gxy g x* 4y? 8y 4
@ parcialni derivace
0Gy « G, 1
@x ey 2
0G2 1 0G2
@x 4 oy Y

@ v okoli 0;1 jsou podminky konvergence splnény
@ metoda najde kofen cca. 0:222;0:994
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PA081:

Metoda prosté iterace - priklad Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metoda prosté
iterace

@ druhy koren je pobliz 2;0
@ metoda diverguje
= @G1=0%x a @G2=0y porusuji podminky konvergence

8/22



PAO81:

Metoda prosté iterace - priklad Programoveni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metoda prosté
iterace

8

druhy koren je pobliz 2;0
metoda diverguje
= @G1=0%x a @G2=0y porusuji podminky konvergence

B

@ staCi pouzit

1 1
G1 X}y sz 6x y

8

metoda uz konverguje, i kdyz kritérium neni zcela
splnéno

= podminka byla postaCujici, nikoli nutna

= pri jinak definované metrice uz je G kontrakce
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Odvozeni

@ Taylorliv rozvoj systému

X gF,

Xi
R
1 0X;j

Fi X X Fi x

i

@ v maticovém vyjadreni s Jakobianem J OF;i=0x;
Fx x Fx Jx O x?

@ polozime F x X 0 azanedbanim dostavame

J X F x

@ X pouzijeme jako iteracni krok
= ziskame FeSenim systému linearnich rovnic
= metody probereme v nékteré z dalSich prednasek
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Newtonova
metoda
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Odhady presnosti — oznaceni

@ vypocet F Xj
ej UkF x; k F; Xj;u
@ vypocet Jakobianu a feSeni linedrniho systému
Ei u F;Xi;n;u
@ vypocet X;j X

i ukxijk k xk
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Newtonova
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PA081:

NeWtonOVa metoda pro Systémy rOVﬂiC Programovani

numerickych

o= . . 5= Vypotth

Odhady presnosti — Tisseurova véta P
A. KFenek

® J X je dobre podmingéna

Newtonova
metoda

u Jx 1=8
@ chyba vypocCtu Jakobianu a linearnich rovnic je mala
ukd x; 'k Fxi;n;uk 1=8
@ J je lipschitzovsky spojita funkce
klv Jwk kv  wk
@ pocatecni odhad je dostatetng blizko

k] x 'kkxg x k 1=8
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Odhady presnosti — Tisseurova véta

@ pak relativni chyba FeSeni Newtonovou metodou klesa az
dosahne
klx 1k

F:x ;u u
kx k
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Odhady presnosti — Tisseurova véta

@ pak relativni chyba FeSeni Newtonovou metodou klesa az
dosahne
klx 1k
kx k

@ presnost zavisi na podminénosti J

F;x ;u u
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PA081:

NeWtonOVa metoda pro Systémy rOVﬂiC Programovani

numerickych

o= . . 5= Vypotth

Odhady presnosti — Tisseurova véta P
A. Kfenek

@ pak relativni chyba FeSeni Newtonovou metodou klesa az Newtonova
dosahne
klx 1k
kx k

@ presnost zavisi na podminénosti J

F;x ;u u

@ nezavisi na , tj. nepresnosti vypoctu J a feSeni linearnich
rovnic
= pouze jsou na né kladeny jisté podminky
= |ze pouzit nepresné FeSeni linearnich rovnic
= Jakobian neni tfeba poCitat v kazdém kroku
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Odhady presnosti — Tisseurova véta

@ pak relativni chyba FeSeni Newtonovou metodou klesa az
dosahne
klx 1k
kx k

@ presnost zavisi na podminénosti J

F;x ;u u

@ nezavisi na , tj. nepresnosti vypoctu J a feSeni linearnich
rovnic
= pouze jsou na né kladeny jisté podminky
= |ze pouzit nepresné FeSeni linearnich rovnic
= Jakobian neni tfeba poCitat v kazdém kroku

@ nepresnosti maji vliv na rychlost konvergence
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A. Kfenek

Newtonova
metoda
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Newtonova metoda pro systémy rovnic

Shrnuti vlastnosti

@ vlastnosti analogické jednodimenzionalni verzi
@ rychla (kvadratickd) konvergence

® zaCne stagnovat pri dosazeni strojové presnosti v x nebo F
= Kritéria kovergence zpravidla
X X
JXij < x nebo JRI< F

(které nastane drive)
@ Spatné globalni vlastnosti
= pri nepresném odhadu mtize snadno zabloudit
= nutna kontrola Feseni
@ potrebné vypocCty derivaci
= neni tolik jinych metod na vybér
= v nouzi ma smysl i aproximace kone€nou diferenci
= dopredny (recyklace hodnoty funkce) nebo centralni
vypocet

PAO81:
Programovani
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Vypoctd

A. Kfenek

Newtonova
metoda
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- PAO81:
Newtonova metoda pro systemy rovnic jjg:rimci;igf
Shrnuti vlastnosti vypoctd
A. Kfenek

= problém % ¥ 0 ,obohacen* na singularity J
= mnoho FeSeni — urcité se netrefime
= zadné FeSeni — ??

Newtonova
metoda
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PA081:

NeWtonOVa metoda pro Systémy rovnic Programovani

numeriskych
Shrnuti vlastnosti St
A. Kfenek
= problém % ¥ 0 ,obohacen* na singularity J
= mnoho FeSeni — urcité se netrefime

= zadné reSeni - ??

Newtonova
metoda

@ zAvazn€jSi numerické potize
= napr. opakované pricteni malé hodnoty by nasmérovalo
metodu jinam
= preteCeni a podteCeni pri nasobeni
= maskovany v maticovych operacich — Spatngé odhalitelné
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PAO81:

Newtonova metoda pro systémy rovnic Pusspel

numerickych
p s VYpOCtd
Shrnuti vlastnosti P
A. Kfenek

= problém % ¥ 0 ,obohacen* na singularity J

= mnoho TeSeni — urcité se netrefime
= 24dné Fegeni — 72 metoda

@ zAvazn€jSi numerické potize
= napr. opakované pricteni malé hodnoty by nasmérovalo
metodu jinam
= preteCeni a podteCeni pri nasobeni
= maskovany v maticovych operacich — Spatngé odhalitelné

@ spravné Skalovani
= Fadove srovnatelné hodnoty nezavislych proménnych
= dtto. funkéni hodnoty, i Vlici prom&nnym
= nejlépe v Fadu jednotek
= odpovidajici nastaveni intervalu pro diference misto
derivaci
= kdyZz to nejde — feSim ten spravny problém?
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PAO81:

Prevedeni na optimalizaci Programovni

numerickych
Vypoctd
A. Kfenek
@ optimalizacni metody (hledani minima)
= numericky a algoritmicky prijemngjsi

= zdanliveé sloZitéjsi problém paes
- ~ Z - A A metoda
= zkusime FeSeni rovnic prevést na optimalizaci

@ definujeme funkci

X

FiX2

f x

NP

@ pouze nezaporné hodnoty

@ globalni minima (0) v korenech ptivodniho systému F
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PAO81:

Prevedeni na optimalizaci Programovni

numerickych
Vypoctd
A. Kfenek

@ optimalizacni metody (hledani minima)
= numericky a algoritmicky prijemngjsi

= zdanliveé sloZitéjsi problém paes
- ~ Z - A A metoda
= zkusime FeSeni rovnic prevést na optimalizaci

B

definujeme funkci

X

FiX2

f x

NP

@ pouze nezaporné hodnoty

B

globalni minima (0) v korenech ptivodniho systému F

B

optimalizacni metody hledaji lokalni minimum
= takovd f x jich ma zpravidla prili8 mnoho
= nutny jeSte presnéjsi odhad FeSeni

B

vyuziti v kombinovanych metodach
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PAO81:
Newtonova metoda s hledanim po primce P
Vypoctd

A. Kfenek

@ krok Newtonovy metody pro feseni F x PO
@ pouziva se k minimalizaci funkce ¥ Xx Fi x 2 Sf'?n‘i:i po
@ v pripad€ potreby se krok zkrati

8

v realnych pripadech Usp&sSngjsi
= exaktni specifikace podminek konvergence je
komplikovana a v praxi témer neovéritelné

B

metoda mitize uvaznout v lokalnim minimu £

= |ze snadno detekovat
= je treba zkusit jiny pocatetni odhad
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PA081:

Newtonova metoda s hledanim po primce Ty
VYpOcth
= Newtonovsky krok x je smérem dolt vOCi f A Krenek
rf' x FJ J°%F FFF<0
brimee |
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Newtonova metoda s hledanim po primce

= Newtonovsky krok x je smérem dolti viici ¥
rf' x FJ J7% FTF<o0

@ SmMer X je spravné

= pri dostatecné kratkém kroku hodnota ¥ poklesne
@ cely krok mtize byt prilis

= kvadraticka aproximace miize byt nepresna

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Hledani po
primce
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Newtonova metoda s hledanim po primce

= Newtonovsky krok x je smérem dolti viici ¥
rf' x FJ J7% FTF<o0

@ SmMer X je spravné
= pri dostatecné kratkém kroku hodnota ¥ poklesne
@ cely krok mtize byt prilis
= kvadraticka aproximace miize byt nepresna
@ volime krok X pro vhodné 0 < 1
= zdanlivé nejlepsi je minimalizovat f x x VUTi
= vypocetn€ narocné (pocet vyhodnoceni F)
= |ze ukazat, Ze to neni nezbytné k dosazeni rychlé
konvergence
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PAO81:
Newtonova metoda s hledanim po primce P
Vypoctd

@ Newtonovsky krok x je smérem dolt vici £ 2 (T

rf' x FJ J7 FFF<O0

@ SmMer X je spravné Hledani po
primce

= pri dostatecné kratkém kroku hodnota ¥ poklesne

8

cely krok mtize byt prilis
= kvadraticka aproximace miize byt nepresna

B

volime krok  x pro vhodné 0 < 1

= zdanlivé nejlepsi je minimalizovat f x x VUTi

= vypocetn€ narocné (pocet vyhodnoceni F)

= |ze ukazat, Ze to neni nezbytné k dosazeni rychlé
konvergence

8

prosté kritérium £ x x <f x nestaci

= je tfeba F X x Fx rf7 x
= stati malé , napr. 10 4
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PA081:

Newtonova metoda s hledanim po primce Programovin
Vypoctd
A. KFenek
@ prvni pokus — plny krok x
@ idedlni by bylo minimalizovat g T x X
= platig® 0 rf 7 x
Hledani po
primce
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PA081:

Newtonova metoda s hledanim po primce Programovni

numerickych
Vypoctd
A. Kfenek

@ prvni pokus — plny krok x

@ idedlni by bylo minimalizovat g T x X
= plati g° 0 rfT x
® aproximujeme g  polynomem Dot PO

@ nejprve kvadraticky prochazejicig 0 ag 1
a g’o g o

minimum jev 1 g’ 0 =2a
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PAO81:

Newtonova metoda s hledanim po primce programovéni

numerickych
Vypoctd
A. Kfenek

@ prvni pokus — plny krok x

@ idedlni by bylo minimalizovat g T x X
= plati g° 0 rfT x
® aproximujeme g  polynomem Dot PO

@ nejprve kvadraticky prochazejicig 0 ag 1
a g’o g o

minimum jev 1 g’ 0 =2a

@ dalSi kroky kubicky polynom prochazejicig 0 a dvéma
nejcerstvejsSimi

a® b? do go

@ opakujeme do dosazeni g go g’o
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PAO81:

NeWtOnOVa metoda — Sh rnutl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

= rychla konvergence, $patné globalni vlastnosti Hrimes ©
@ vyzaduje derivace

@ globalni vlastnosti Ize vylepSit Fizenym zkracenim kroku

@ | tak neni metoda 100 % spolehliva

@ neobejdeme se bez zakladni znalosti feSeného problému
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PA081:

Vicerozmérna metoda secen programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ jednorozmérna metoda pracuje s aproximaci derivace

inl in
Xi 1 Xj

di 1

@ analogicky pro vice rozmegrti

Metoda seten
Bi 1 Xi Fi

@ nedava jednoznacné reseni
@ Broydenova metoda

= rekurentni formule B; ; na zakladg B;
= minimalni zména, ktera jestg vyhovi kritériu seCny

Fi Bi Xj Xj
Xj T Xj

Bi 1 Bi
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PAO81:

Vicerozmérna metoda secen Programovani

numerickych
Vypoctd

@ neexistuje jednoznacna analogie separace korent A- Krenek
= muze zabloudit stejn€ jako Newtonova metoda
@ lze aplikovat stejny princip hledani po primce
@ B neni presné Jakobian
= negarantuje, ze X smeruje doll vuci £ %FF
= zakladni predpoklad hledani po primce
@ v pripadg€ selhani ndhrada B; aproximaci J
= zpravidla dopredné diference

Metoda seten
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Vicerozmérna metoda secen

@ neexistuje jednoznacna analogie separace korent
= muze zabloudit stejn€ jako Newtonova metoda

B

Ize aplikovat stejny princip hledani po primce

B

B neni presngé Jakobian
= negarantuje, ze X smeruje doll vuci £ %FF
= zakladni predpoklad hledani po primce

v pripadé selhani nahrada B; aproximaci J
= zpravidla dopredné diference

B

B

problém singularity B (resp. J v Newtonové metodg)

= nelze urCit nasledujici krok
= TeSi se umélou modifikaci B nebo ,,krokem stranou*

= de-facto restart z jiného, bliz§iho bodu

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Metoda seten
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Vicerozmérna metoda secen

@ neexistuje jednoznacna analogie separace korent
= muze zabloudit stejn€ jako Newtonova metoda

B

Ize aplikovat stejny princip hledani po primce

B

B neni presngé Jakobian
= negarantuje, ze X smeruje doll vuci £ %FF
= zakladni predpoklad hledani po primce

v pripadé selhani nahrada B; aproximaci J
= zpravidla dopredné diference

B

B

problém singularity B (resp. J v Newtonové metodg)

= nelze urCit nasledujici krok
= TeSi se umélou modifikaci B nebo ,,krokem stranou*

= de-facto restart z jiného, bliz§iho bodu

existuji i komplikovangjsi metody
= neomezuji se jen na hledani po pfimce

B

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metoda seten
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PAO81:

Shrnuti iy
Vypoctd
@ TeSeni systémi nelinearnich rovnic je jeden A. KFenek
Z nejneprijemngjsich problémi
= TeSeni se vyskytuji ,,nahodng*
= nelze mechanicky separovat koreny
= vzdy je treba mit zadkladni predstavu o charakteristice
problému

® metoda prosté iterace Metoda secen
= dokazeme-li splnit podminky konvergence
= rychost konvergence neurcita
@ Newtonova a Broydenova metoda
= vylepSeni globalnich vlastnosti hledanim po po primce
= nejsou zcela spolehlivé, mohou uvdznout v lokalnim
minimu pomocné funkce

@ detaily a implementace viz W.H.Press, Numerical Recipes
inC
= netrfeba se uCit vzorce zpaméti
= dUlezité je znat podstatu problémti a principy metod
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