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. L, L PAOBL:
Modelovani experimentalnich dat Programovin
Vypoctd

A. Kfenek
Modelovani ex-

perimentalnich
dat

B

v experimentu namérime v bodech x; hodnoty y;
= x muze byt libovoln4 veliGina: Cas, napéti, poloha, ...

B

chovani systému popisujeme modelemy M X

B

model zavisi na sad€ parametrti a;, tj.

B

hledame takové hodnoty a;, pro néz model odpovida
nejlépe experimentu
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PA081:

Modelovani experimentalnich dat Programoveni

numerickych
- VYpOCtd
Priklad

- A. KFenek
- - Ve n
@ radioaktivni rozpad N Nge T

Modelovani ex-

5 — o ~ ~ perimentalnich
2 N je pocCet atomi ve vzorku (Ng vCaset 0), T polocas o
rozpadu
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PAO81:

Metoda nejmensich Ctvercl Programovani

numerickych
- VYpOCtd
Odvozeni
A. Kfenek

@ ,Jaka je pravdépodobnost, Ze konkrétni sada parametrti
aj je spravna?“ ek

nejmensich

Ttvercl

= Spatn€ polozena otazka

= neexistuje ,,nahodna velitina modelt“

= naopak, nahodnou veli€inou jsou mérena data zatizena
chybou

@ tedy ,,PFi danych parametrech a;, jaka je pravdépodobnost
mereni Xj;yj ?
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Metoda nejmensich Ctvercl

Odvozeni

@ ,Jaka je pravdépodobnost, Ze konkrétni sada parametrti
aj je spravna?“
= Spatn€ polozena otazka
= neexistuje ,,nahodna velitina modelt“
= naopak, nahodnou veli€inou jsou mérena data zatizena
chybou
@ tedy ,,PFi danych parametrech a;, jaka je pravdépodobnost
mereni Xj;yj ?
= nulova, je-li y spojita veliCina
= musime pridat ,,plus/minus odchylka m&reni y*“
@ model povazujeme za spravny, maximalizuje-li tuto
pravdépodobnost
= | tak je to velmi intuitivni konstrukce
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Ctverch
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A. Kfenek

@ predpokladame normalni rozlozeni chyby méreni Metoda
nejmensich
@ pravdépodobnost vyskytu dané sady méreni Ctverct
Y1 YiMx
e’ Y
@ maximalizace odpovida minimalizaci logaritmu, tj.

X yi Mx; 2

> 2 NIn vy

@ N; ; Yy jsou konstanty
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PA081:

Metoda nejmensich Ctvercl Programovin
Poznamky et
A. KFenek
@ rozlozeni chyby vSech mé&reni nemusi byt stejné
= pouziva se modifikovana funkce x;:g:éich

Ttverct
X yi Mx 2
2 2

2
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Poznamky
A. Kfenek

@ rozlozeni chyby vSech mé&reni nemusi byt stejné
= pouziva se modifikovana funkce Metoda
nejmensich

Ctverch
X yi Mx 2
2 2

2

@ rozlozeni chyby nemusi byt normalni
= pocet méreni v jednom bodg byva prilis maly
= zatiZzeni chybou typu ,,n€kdo kopl do vahy*
= metoda je na takové chyby nepFriméreng citliva
= tzv. robustni statistiky
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Metoda nejmensich Ctvercu el
Vypoctd

Poznamky
A. Kfenek

@ rozlozeni chyby vSech mé&reni nemusi byt stejné

= pouziva se modifikovana funkce Metoda

nejmensich
Ttvercti

X yi Mx 2
2 2

2

@ rozlozeni chyby nemusi byt normalni
= pocet méreni v jednom bodg byva prilis maly
= zatiZzeni chybou typu ,,n€kdo kopl do vahy*
= metoda je na takové chyby nepFriméreng citliva
= tzv. robustni statistiky
@ systematicka chyba
= napr. Spatn€ kalibrovany pristroj, zavislost na souvisejici
veliting
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PA081:

Metoda nejmensich Ctvercl sl
J numerickych
Zhodnoceni vypoctenych parametrti COpPEeE
A. Kfenek
= minimalizaci 2 se tém&r vzdy hodnot a; dopotitame
@ nevypovida to jeSte nic o kvalité modelu
~ - - . - - P Metoda
@ napr. linearni model radioaktivniho rozpadu nejmensich
Ttvercl
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Metoda nejmensich Ctvercl
Zhodnoceni vypoctenych parametrti
@ ,.chi by eye“ nebo seriozni statistické zhodnoceni

@ hodnotime pomoci regularizované gamma funkce

= funkce konkrétniho 2 a poGtu stupiti volnosti (N M)
L

N M 2
2 2

Q

= viz napr. http://en._wikipedia.org/wiki/Incomplete_
gamma_function

= pravdépodobnost, Ze zcela ndhodng vybrany vzorek

Xi;yi da vetsi hodnotu 2
@ Cim vetsi tim lepsi

= Q > 0:1 je v poradku

= Q2 0:001;0:1 je podezrelé, ale stale prijatelné, neni-li
distribuce chyb méreni zcela normalni, resp. je mirng
podcenéna

= Q < 0:001 znamena Spatny model nebo zcela nesmysiné
méreni

PAO81:
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PAO81:

Linearni regrese Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

data prokladame primkoua bx O
obecngjsi nez se zda na prvni pohled

= data X;y lze predem libovolng (nelinearng)
transformovat na x°;y?°

8

minimalizovana funkce Linearni
regrese
X

8

yi a bx;?

2 ..
a;b
2 i2

@ minimum v bod€ nulovych prvnich derivaci
y 2 X Yi a in
0a :
@ 2
b

Xxiyi a bx
2
i

0] 2
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Linearni regrese

® vhodnym vyjadrenim faktorti S; Sx; Sy ; Sxx; Sxy
= souCty zlomkl konstruovanych z Xi;Vi; i
= vSe jsou to tady konstanty

@ TeSime systém linearnich rovnic

sa Sxb Sy
Sx a SXX b Sxy

@ ziskame FeSeni, ale nevime nic o jeho kvalité

= odhad podle grafu nebo vypotet Q
= uvedena linearni regrese na radioaktivni rozpad zaCina byt
prijatelna az kdyz pripustime ; > 1:6

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Linearni
regrese
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Obecny model

= nelinearita v X by nevadila, viz dale

vypocet minimalniho standardnimi optimalizaCnimi
metodami

existuji specialni varianty pravé pro tvar funkce

vcetng verzi s dostupnymi prvnimi i druhymi derivacemi
diky specialnimu pouziti dalSi triky
konkrétni metody

= Levenberg-Marquardt
= Moré

napr. NAG library

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Obecny model
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M X;ai;:::;am QjXj X

= linearita ve smyslu parametrti modelu a;

B

zékladni funkce X; mohou byt jakékoli

= pro vyhodnoceni modelu se pouziji jen jejich konkrétni Linearni
hodnoty v bodech x; modely

= opét minimalizujeme 2

B

definujeme matici A a vektor b

Xi Xi
Ajj 2 A0 b; £
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PAO81:

Lineé_rnl, modely Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ derivovanim dostavame M rovnic prok 1;:::;M
0] 1
X 1 X
0 72@yi ajXj Xij AXk Xi
i i

@ po Upravach v maticovém vyjadreni Linearni
modely
ATAa ATb
@ TeSeni byva citlivé na zaokrouhlovaci chyby
@ preferovana technika je QR rozklad
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PAO81:
Linearni modely amarikgeh
. P VYpOCtd
Rozklad na singularni hodnoty

A. Kfenek

B

model nemusi byt dokonaly, mohou se objevit témer
linearni zavislosti
= nekteré zakladni funkce nebo jejich kombinace jsou pro
danou datovou sadu irelevantni

8

vede na témer singularni matici

= standardni metody inklinuji k velkym hodnotam Mneatni
irelevantnich parametr{ modely

8

SVD dokéaze tyto problémy identifikovat
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B

zaroven detekuje problematické funkce
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Linearni modely

Rozklad na singularni hodnoty

@ stejna data, kvadratické a kubicka funkce

25

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Kfenek

19.418850-0.593832*x+0.007043*x*x-0.000031*X*x*x

‘ "exp.dat“‘
18.100248-0.426257*x+0.002662*x*x

+

Linearni
modely

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

15/34



= z Ve PA081:
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A. Kfenek

@ tabulka singularnich hodnot pro rtizné fady polynomu

Yad | ]

1 5.18 537.24

2 39654.25 3.51 134.10

3 31922200.00 66338.90 564.94 2573 o
4 | 2685350000.00 4133810.00 19913.70 272.78 99.50

@ koeficienty u X" pro n > 4 jsou témeér nulové
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Komplexni priklad — SAXS Programovni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

3

Small Angle X-ray Scattering

B

analyticka metoda prinasejici informace o strukture
molekuly
= ve vodnim roztoku — prirozené prostredi pro biochemii
= relativng levny a nenarocny experiment

B

RTG paprsek se v kontaktu s atomem rozptyli

= je-li v draze odchyleného paprsku dalSi atom, dochazi e
k interferenci
= detektor méri intenzitu zareni v celém rozsahu rozptylu

8

molekuly jsou v roztoku v ndhodné orientaci
= merenda krivka je primérem viech moznych orientaci
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PAO81:

Experimentalni data Pusspel

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

= sada obrazkl
= rozliSeni 20 Mpix
= monochromatické - jen intenzita
@ Krivka SAXS
= zavislostlogl nag 4 sin =
(- dhel odchyleni, - vinova délka)
= ziskana priimérem v kruzich SAXS
= cca. 2000 bodt (hodnot q)

@ inforamace o chybgé
= spolehliva, primérovanych pixeltl je mnoho
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PA081:

Experimentalni data iy
vypoctd
A. Kfenek
100

T T
'‘pokus2.dat' u 1:2  +
'pokus2.dat' u 1:3

10

1g E
L 1 SAXS
" T3
0.01 ! ‘ ‘ ! : :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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Vypoctd

A. Kfenek

@ predpokladana strukutura molekuly
= 3D model
= typy atomt
= jejich polohy ) vzajemné vzdalenosti
@ dodatecné parametry
= chovani solventu (vody)
= anomalie na povrchu molekuly
= voda se zahust'uje nebo Fedi podle povrchovych vlastnosti
= meritko krivky

SAXS

2 jde o tvar, absolutni hodnota nema primy smysl

@ funkce cl q;cy;cCo
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Reg rese modelu Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ linearni model pouze v c, nelinearni v cy;co

@ minimalizujeme funkci

2 1 X lexp Qi cl gj;c1;C2 -

2N 1. i

@ V rozumném rozsahu c;cz; co pouze 1 lokalni minimum
= bylo by mozné primo optimalizovat
= nedélame kvili sloZit&jSimu pFipadu (viz dale)

SAXS
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PAO81:

Reg rese modelu Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ linearni model pouze v c, nelinearni v cy;co

B

minimalizujeme funkci

2 1 X lexp Qi cl gj;c1;C2 -

2N 1. i

@ V rozumném rozsahu c;cz; co pouze 1 lokalni minimum
= bylo by mozné primo optimalizovat
= nedélame kvili sloZit&jSimu pFipadu (viz dale)

SAXS

B

zafixujeme c;; co a derivujeme

d 2 1 X2l qi  clagisciicz 1 gijcics

dc 2 N 1il i i
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Reg rese modelu Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ optimalni hodnota
|DN lexp di | gi;C1;C2
i1z
ey 1
¢ PN 1 aicies 2
i 2
1
@ pocitame opakovang pro rtizné hodnoty c1; ¢,

= drzime se smysluplnych intervalli
= staci 20 80 vypoctl

SAXS

= ze vech vybereme tu s nejmensim 2

celkem 1600N vyhodnoceni | g;ci;c2
= sloZitost | g;ci;c, je O M? v poctu atomdi

8
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PAO81:
Regrese modelu it
vypoctd

A. Krenek

Modelovani ex-
perimentalnich
dat

Metoda
nejmensich
Ctverch

FoXS chi =107 —— FoXS chi = 1.04

Linearni
regrese

Obecny model

Linearni
modely

SAXS

Vicerozmérna
data

Metoda
nejmensich
absolutnich
odchylek

Regularizace
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PAO81:

Flexibilni molekuly Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

3

molekula mtiZe existovat ve vice tvarech
= spontanné prechazi mezi nimi
= v roztoku existuji vSechny soutasng&
= SAXS Krivka je jejich priimérem

B

pocCitame s vice modely I g;ci;c2 ;§j  1;::5K
SAXS

B

kaidémulj_:))ﬁ?adl'me vahu w;j a kombinujeme je linearng

B

omezeni w; 1
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Flexibilni molekuly Programovani

numerickych
VYpOCtd

A. Krenek

@ rtiznd citlivost na zmeény c1;c;

028

mod0L-w.dal

SAXS

& vznika mnoho lokalnich minim
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PAO81:

Flexibilni molekuly Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ opét iterujeme rtizné hodnoty c1;c;

= zavedeme substituci w]  cw;

. P
= parametr ¢ nasledn& zrekonstuujeme c w
= mutzeme si dovolit - regrese netahne k falesnému Feseni

@ TeSime linearni regresi pro parametry waq;:::;Wg

SAXS
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PAO81:

Flexibilni molekuly Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

OpEt iterujeme rtizné hodnoty c1;c;

8

zavedeme substituci w;  cw;

. P
= parametr ¢ nasledn& zrekonstuujeme c w
= mutzeme si dovolit - regrese netahne k falesnému Feseni

8
3(
o
3
@
=
@
[uN
=
=,
=
@

Q
=
o)
2

©
=
o
©
)
=
()
3
@
~+
-
<
5
A

B

Ize Cekat, Ze nektera w; budou irelevantni

= preferovana metoda SVD SAXS

B

dolesténi vicerozmérnou optimalizaci
= znama citlivost na c;; c; — jsme blizko minima
= vypocet | g;ci1;c2 neni prilis slozity
= parcialni derivace, sdruzené gradienty
@ zapouzdreno v hotovém programu, zkusime Powella
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PAO81:

Vicerozmeérna data s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ misto dvojic X;j;yi mame X;; Vi
= X je k-rozmérny vektor
= model M je funkce R¥ I R
@ jinak se nic neméni
= minimalizujeme vUCi parametriim
= zakladni funkce se pouze vyhodnocuji v X
= neni treba derivovat podle sloZek Xx;

Vicerozmérna
data
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PAO81:

Vicerozmeérna data s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

misto dvojic Xj;yi mame Xi;Vi
= X je k-rozmérny vektor

model M je funkce RK I R

jinak se nic neméni

B

B

= minimalizujeme vUCi parametriim
= zakladni funkce se pouze vyhodnocuji v X
= neni treba derivovat podle sloZek Xx;

Vicerozmérna

obecngji M: Rk 1 R! data
= potFebujeme vhodnou metriku na R
= pocitame se vzdalenosti jy;; M X; j podle ni

B
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Komplexni priklad - ekvalizace
elektronegativity

Obhajoba DP ToméasSe Racka

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Kfenek

Vicerozmérna
data
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PA081:

Metoda nejmensSich absolutnich odchylek Programovan

numerickych

Vypoctd
A. KFenek
@ metoda nejmensich Ttvercli minimalizovala
x 2
Yi M Xjaz;iii;am
tj. normu fadu 2
@ metoda nejmensich absolutnich odchylek minimalizuje
normu fadu 1
X -
Wi MXxjas;:iiiam | Metoda
nejmensich
absolutnich

odchylek
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Metoda nejmensSich absolutnich odchylek
Vyhody a nevyhody

B

VEtSi robustnost
= méng citlivd na odlehlé pripady
= nemaji kvadratickou vahu, snaz se ,,prebiji“

B

mensi stabilita
= maly posun v x mtize mit velky vliv na vysledné Teseni

8

nejednoznacné reseni

= |inearni Cleny se vzdjemn& kompenzuji proti posunu
vV ose y

B

interaktivni srovnani na linearni regresi:

= http://www.math.wpi .edu/Course_Materials/SAS/
lablets/7.3/73 choices.html

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Metoda
nejmensich
absolutnich
odchylek
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PA081:

Metoda nejmensich absolutnich odchylek Programoveni

numerickych

~ ~ VYpOCtd

Vypocet
A. Kfenek

@ nejmensi Ctverce
= derivace kvadratické funkce
= vede na systém linearnich rovnic
@ absolutni odchylky
= Uloha linedrniho programovani
= napr. Barrodale-Robertstiv algoritmus
Metoda
nejmensich

absolutnich
odchylek
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PA081:

Regu Iarizace Programovani

numerickych
Vypoctd
A. KFenek
@ zakladni regresni metody funguji dobre pro idealni
pripady
@ mohou selhavat na realnych datech
@ snazi se modelovat Sum vice nez vlastni chovani systému

10

Regularizace
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PAO81:
S Programovani
Regularizace T
Vypoctd

A. Kfenek
® misto minimalizace vyrazu kAa bk? minimalizujeme

kAa bk? k-ak?

s vhodng volenou matici - (Tikhonovova regularizace)
@ podobng jako u nejmensich Ctverct je FeSenim

ATA -T- 1ATp

@ volbou - zvyhodiujeme néjakeé TeSeni
® napr. - | preferuje mensi normu

Regularizace
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PAO81:

- Programovani
Regularizace ey
Vztah k SVD

Vypoctd

A. Kfenek

= rozklad A na signgularni hodnoty A U VT

@ potom FeSeni regularizovaného problému s - | je
0T ;
vV 'U'b kde prvky jsou 2 3
1
tj. vyznamngji ovlivni prave ,,skoro nulové” singularni
hodnoty

Regularizace
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