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techniky návrhu a analýzy algoritmů
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notace, technika rozděl & panuj a rekurze
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grafové algoritmy prohledáváńı grafu, souvislost, cesty
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Motivace

řešit jinak něrešitelné problémy...

Chicago road networks, http://csun.uic.edu/dataviz.html

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 5 / 390



Motivace
naučit se něco nového...

An algorithm must be seen to be believed, and the best way to
learn about what an algorithm is all about is to try it.

— Donald Knuth, The Art of Computer Programming

Algorithms: a common language for nature, human, and compu-
ter. — Avi Wigderson
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Motivace

stát se dobrým programátorem...

I will, in fact, claim that the difference between a bad programmer
and a good one is whether he considers his code or his data
structures more important. Bad programmers worry about the
code. Good programmers worry about data structures and their
relationships. — Linus Torvalds (creator of Linux)

Progress is possible only if we train ourselves to think about pro-
grams without thinking of them as pieces of executable code.

— Edsger W. Dijkstra

Algorithms + Data Structures = Programs.
— Niklaus Wirth
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Motivace

široké uplatněńı...

návrh poč́ıtač̊u logické obvody, systém soubor̊u, p̌rekladače

Internet vyhledáváńı, distribuované sd́ıleńı, cloud computing, packet routing

poč́ıtačová grafika virtuálńı realita, video, hry

multimédia mp3, jpg, rozpoznáváńı obrazu

bezpečnost šifrováńı, hlasováńı, e-obchod

sociálńı śıtě doporučeńı a predikce, reklama

fyzika simulace

biologie projekt lidského genomu, simulace
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Motivace
pro zábavu a zisk...
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Složitost a korektnost algoritmů

Návrh a analýza algoritmů

1 Složitost a korektnost algoritmů
Motivace
Analýza složitosti
Korektnost algoritmů
Asymptotická notace

2 Rozděl a panuj
Maximálńı a minimálńı prvek
Složitost rekurzivńıch algoritmů
Jak nepouž́ıvat rekurzi
Problém maximálńı podposloupnosti
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Motivace

najdi nejkraťśı cestu pro rozvoz čerstvé pizzy

ALGORITMUS???
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Řešeńı 1

vyber počátečńı vrchol v0, i← 0
while existuje nenavšt́ıvený vrchol do

i← i+ 1
necht’ pi je nenavšt́ıvený vrchol nejbĺıž k pi−1
navštiv pi od

return vrat’ cestu z p0 do pi
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Řešeńı 2

necht’ n je počet vrchol̊u
for i = 1 to n− 1 do

d←∞
for každou dvojici (x, y) koncových bod̊u částečných cest do

if dist(x, y) ≤ d then xi ← x, yi ← y, d← dist(x, y) fi od
spoj vrcholy xi, yi hranou od

spoj hranou koncové vrcholy cesty
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Korektńı algoritmus

d←∞
for každou z n! permutaćı Πi vrchol̊u do

if cost(Πi) ≤ d cost(Πi)je cena cesty určené permutaćı Πi

then d← cost(Πi) ∧ Pmin ← Πi fi od
return Pmin

korektnost algoritmus prově̌ŕı všech n! možných způsobů projit́ı grafu

složitost algoritmus je nepoužitelný již pro velmi malé grafy
??? existuje efektivněǰśı algoritmus ???
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Složitost

Charles Babage, 1864

As soon as an Analytic Engine exists, it will necessarily guide the future course of
the science. Whenever any resul is sought by its aid, the question will arise - By
what course of calculation can these results be arrived at by the machine in the
shortest time?

kolikrát muśıme zatočit klikou?

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 15 / 390



Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost

časová složitost výpočtu = součet cen všech vykonaných operaćı

časová složitost algoritmu je funkce délky vstupu

• složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
maximálńı délka výpočtu na vstupu délky n

• složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě
minimálńı délka výpočtu na vstupu délky n

• pr̊uměrná složitost
pr̊uměr složitost́ı výpočt̊u na všech vstupech délky n

složitost = časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti

Vstup posloupnost prvk̊u A[1 . . . n] a prvek x

Výstup index i takový, že A[i] = x, resp. hodnota No, jestliže prvek x se
v posloupnosti nevyskytuje

Procedure Linear Search

1 answer ← No
2 for i = 1 to n do
3 if A[i] = x then answer ← i fi
4 od
5 return answer
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti – optimalizace I

Procedure Better Linear Search

1 for i = 1 to n do
2 if A[i] = x then return i fi
3 od
4 return No

prvńı výskyt x ukonč́ı prohledáváńı

každý pr̊uchod cyklem znamená 2 testy: v řádku 1 testujeme rovnost i ≤ n,
v řádku 2 testujeme rovnost A[i] = x

stač́ı 1 test?
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti – optimalizace II

Procedure Sentinel Linear Search

1 last ← A[n]
2 A[n]← x
3 i← 1
4 while A[i] 6= x do i← i+ 1 od
5 A[n]← last
6 if i < n ∨ A[n] = x
7 then return i
8 else return No fi

prvńı výskyt x ukonč́ı prohledáváńı

sentinel (zarážka) pro p̌ŕıpad, že pole neobsahuje prvek x

každý pr̊uchod cyklem znamená 1 test

2 testy na závěr (̌rádek 6)
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost Linear Search
1 answer ← No
2 for i = 1 to n do
3 if A[i] = x
4 then answer ← i fi od
5 return answer

označme ti cenu operace na řádku i
operace z řádk̊u 1 a 5 se vykonaj́ı jednou
řádek 2 se vykoná n+ 1 krát
řádek 3 se vykoná n krát
p̌rǐrazeńı v řádku 4 se vykoná úměrně počtu výskyt̊u x v poli

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě

t1 + t2 · (n+ 1) + t3 · n+ t4 · 0 + t5

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

t1 + t2 · (n+ 1) + t3 · n+ t4 · n+ t5

složitost je tvaru c · n+ d, kde c a d jsou konstanty nezávislé na n
složitost je lineárńı vzhledem k délce vstupu n
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost optimalizovaných algoritmů

Better Linear Search

1 for i = 1 to n do if A[i] = x then return i fi od
2 return No

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě je lineárńı

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě je konstantńı

Sentinel Linear Search

1 last ← A[n], A[n]← x, i← 1
2 while A[i] 6= x do i← i+ 1 od
3 A[n]← last
4 if i < n ∨ A[n] = x then return i else return No fi

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě je lineárńı

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě je konstantńı

rozd́ıl je v konstantńıch faktorech
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost algoritmu

vstupńı podḿınka ze všech možných vstupů pro daný algoritmus vymezuje ty,
pro které je algoritmus definován

výstupńı podḿınka pro každý vstup daného algoritmu splňuj́ıćı vstupńı
podḿınku určuje, jak má vypadat výsledek odpov́ıdaj́ıćı danému vstupu

algoritmus je (totálně) korektńı jestliže pro každý vstup splňuj́ıćı vstupńı
podḿınku výpočet skonč́ı a výsledek splňuje výstupńı podḿınku

úplnost (konvergence) pro každý vstup splňuj́ıćı vstupńı podḿınku výpočet
skonč́ı

částečná (parciálńı) korektnost pro každý vstup, který splňuje vstupńı
podḿınku a výpočet na něm skonč́ı, výstup splňuje výstupńı podḿınku
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost iterativńıho algoritmu

analyzujeme efekt jednotlivých operaćı

analýza efektu cyklu

u vnǒrených cykl̊u zač́ınáme od cyklu nejhlubš́ı úrovně

pro každý cyklus urč́ıme jeho invariant

invariantem cyklu je takové tvrzeńı, které plat́ı p̌red vykonáńım a po vykonáńı
každé iterace cyklu

dokážeme, že invariant cyklu je pravdivý

využit́ım invariantu

• dokážeme konečnost výpočtu cyklu
• dokážeme efekt cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Invariant cyklu

Inicializace invariant je platný p̌red začátkem vykonáváńı cyklu

Iterace jestliže invariant plat́ı p̌red iteraćı cyklu, z̊ustává v platnosti i po
vykonáńı iterace

Ukončeńı cyklus skonč́ı a po jeho ukončeńı platný invariant garantuje
požadovaný efekt cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost Better Linear Search

1 for i = 1 to n do if A[i] = x then return i fi od
2 return No

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace cyklu plat́ı, že jestliže prvek x se nalézá v A, tak se
nalézá v části mezi pozicemi i a n.

Inicializace Na začátku je i = 1 a proto tvrzeńı plat́ı.
Iterace Předpokládejme platnost tvrzeńı na začátku iterace.

Jestliže iterace nevrát́ı výsledńı hodnotu, tak A[i] 6= x. Proto x muśı být na
některé z pozic i+ 1 až n a invariant z̊ustává v platnosti i po ukončeńı
iterace (tj. p̌red následuj́ıćı iteraćı).
Jestliže iterace vrát́ı hodnotu i, platnost tvrzeńı po ukončeńı iterace je
žrejmá.

Ukončeńı Cyklus skonč́ı bud’ proto, že je nalezena hodnota x anebo proto, že
i > n. V obou p̌ŕıpadech z platnosti tvrzeńı po ukončeńı iterace cyklu plyne
korektnost vypoč́ıtaného výsledku.
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Problém řazeńı

Vstup posloupnost n č́ısel (a1, a2, . . . , an)

Výstup permutace (p̌reuspǒrádáńı) (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) vstupńı posloupnosti

taková, že a′1 ≤ a′2 ≤ . . . ≤ a′n
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Princip řazeńı vkládáńım

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

7 2 4 9 1 3 2 7 4 9 1 3 2 4 7 9 1 3

1 2 3 4 7 92 4 7 9 1 3 1 2 4 7 9 3
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Algoritmus

Insert Sort(A)

1 //Vstup: A[1 . . . n]
2 for j = 2 to A.length do
3 key ← A[j]
4 // Vlož A[j] do seřazené postupnosti A[1 . . . j − 1]
5 i← j − 1
6 while i > 0 ∧ A[i] > key do
7 A[i+ 1]← A[i]
8 i← i− 1 od
9 A[i+ 1]← key od
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Korektnost řazeńı vkládáńım

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace for cyklu obsahuje pole A[1 . . . j − 1] stejné prvky jako
na začátku výpočtu, ale sěrazené od nejmenš́ıho po nejvěťśı.

Inicializace Před prvńı iteraćı je j = 2 a tvrzeńı plat́ı.

Iterace Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı p̌red iteraćı j, tj. prvky v A[1 . . . j − 1]
jsou sěrazeny. Jestliže A[j] < A[j − 1], tak prvky
A[j − 1], A[j − 2], A[j − 3], . . . posouvaj́ı o jednu pozici doprava v těle
cyklu se tak dlouho, až se najde vhodná pozice pro prvek A[j] (̌r. 5 - 7).
Pole A[1 . . . j] proto na konci iterace cyklu obsahuje stejné prvky jako na
začátku, ale sěrazené. Po navýšeńı hodnoty j z̊ustává tvrzeńı v platnosti.

Ukončeńı Cyklus skonč́ı když j > A.length = n. Protože v každé iteraci se
hodnota j navyšuje o 1, muśı platit j = n+ 1. Z platnosti invariantu
cyklu plyne, že A[1 . . . n] obsahuje stejné prvky jako na začátku výpočtu,
ale sěrazené.
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım

Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n
j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n
j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

tj označuje počet opakováńı while cyklu pro danou hodnotu j

počet test̊u v hlavičce cyklu je o 1 vyš̌śı než počet iteraćı cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım -nejlepš́ı p̌ŕıpad
Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj tj = 1

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n
j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n
j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4

n∑
j=2

tj + c5

n∑
j=2

(tj − 1)

+ c6

n∑
j=2

(tj − 1) + c7(n− 1)

= c1n+ c2(n− 1) + c4(n− 1) + c4(n− 1) + c7(n− 1)

= an+ b

lineárńı složitost
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım -nejhořśı p̌ŕıpad

Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj tj = j

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n
j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n
j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4
(n(n+ 1)

2
− 1
)

+ c5
(n(n− 1)

2

)
+ c6

(n(n− 1)

2

)
+ c7(n− 1)

= an2 + bn+ c

kvadratická složitost
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Asymptotická notace
asymptotickou notaci využ́ıváme p̌ri popisu složitosti algoritmů

umožňuje abstrahovat od detail̊u / zdůraznit podstatné

p̌ŕıklad

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4
(n(n+ 1)

2
− 1
)

+ c5
(n(n+ 1)

2

)
+ c6

(n(n+ 1)

2

)
+ c7(n− 1)

= (
c4
2

+
c5
2

+
c6
2

)n2 + (c1 + c2 + c3 +
c4
2
− c5

2
− c6

2
+ c7)n

− (c2 + c3 + c4 + c7)

= an2 + bn+ c

= Θ(n2)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Typy notaćı

f(n) = O(g(n)) znamená, že C × g(n) je horńı hranićı pro f(n)

f(n) = Ω(g(n)) znamená, že C × g(n) je dolńı hranićı pro f(n)

f(n) = Θ(g(n)) znamená, že C1 × g(n) je horńı hranićı pro f(n) a

C2 × g(n) je dolńı hranićı pro f(n)

f, g jsou funkce, f, g : N→ N

C,C1, C2 jsou konstanty nezávislé na n
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

O notace
Definice

f(n) = O(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0 a c takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı f(n) ≤ cg(n)

n0 f(n) = O(g(n))

cg(n)

f(n)

zápis f(n) ∈ O(g(n)) vs zápis f(n) = O(g(n)) (historické d̊uvody)

funkce f(n) neroste asymptoticky rychleji než funkce g(n)

alternativńı definice f(n) = O(g(n)) právě když lim sup
n→∞

f(n)
g(n) <∞
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

O notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 888 = O(n2)

protože 8n2 − 88n+ 888 < 8n2 pro všechna n ≥ 11

8n2 − 88n+ 888 = O(n3)

protože 8n2 − 88n+ 8 < 1n3 pro všechna n ≥ 10

8n2 − 88n+ 888 6= O(n)

protože cn < 8n2 − 88n+ 888 pro n > c
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Ω notace

Definice

f(n) = Ω(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0 a c takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı f(n) ≥ cg(n)

n0 f(n) = Ω(g(n))

cg(n)

f(n)

funkce f(n) neroste asymptoticky pomaleji než funkce g(n)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Ω notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 8 = Ω(n2) protože 8n2 − 88n+ 8 > n2 pro n > 13

8n2 − 88n+ 8 6= Ω(n3) protože 8n2 − 88n+ 8 < cn3 pro n > 8
c

8n2 − 88n+ 8 = Ω(n) protože 8n2 − 88n+ 8 > n pro n > 11
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace
Definice

f(n) = Θ(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0, c1 a c1 takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)

n0 f(n) = Θ(g(n))

c2g(n)

f(n)

c1g(n)

funkce f(n) a g(n) rostou stejně rychle

Donald E. Knuth: Big Omicron and big Omega and big Theta.
ACM SIGACT, Volume 8 Issue 2, April-June 1976, pp. 18 - 24.
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 8 = Θ(n2)
protože 8n2 − 88n+ 8 = O(n2) a současně 8n2 − 88n+ 8 = Ω(n2)

8n2 − 88n+ 8 6= Θ(n3) protože 8n2 − 88n+ 8 6= Ω(n3)

8n2 − 88n+ 8 6= Θ(n) protože 8n2 − 88n+ 8 6= O(n)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace - p̌ŕıklad

1

2
n2 − 3n = Θ(n2)

muśıme naj́ıt kladné konstanty c1, c2 a n0 takové, že

c1n
2 ≤ 1

2
n2 − 3n ≤ c2n2

plat́ı pro všechna n ≥ n0
po úpravě dostáváme

c1 ≤
1

2
− 3

n
≤ c2

pravá nerovnost plat́ı pro každé n ≥ 1 jestliže zvoĺıme c2 ≥ 1/2

levá nerovnost plat́ı pro každé n ≥ 7 jestliže zvoĺıme c1 ≤ 1/14

volba c1 = 1/14, c2 = 1/2 a n0 = 7 dokazuje platnost vztahu
1
2n

2 − 3n = Θ(n2)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Asymptotická notace - vlastnosti
tranzitivita

f(n) = Θ(g(n)) a g(n) = Θ(h(n)) implikuje f(n) = Θ(h(n))

f(n) = O(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))

f(n) = Ω(g(n)) a g(n) = Ω(h(n)) implikuje f(n) = Ω(h(n))

reflexivita

f(n) = Θ(f(n)) podobně pro O a Ω

symetrie

f(n) = Θ(g(n)) právě když g(n) = Θ(f(n))

transpozice

f(n) = O(g(n)) právě když g(n) = Ω(f(n))

poznámka: ne každá dvojice funkćı je asymptoticky srovnatelná
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Rozděl a panuj

Návrh a analýza algoritmů

1 Složitost a korektnost algoritmů
Motivace
Analýza složitosti
Korektnost algoritmů
Asymptotická notace

2 Rozděl a panuj
Maximálńı a minimálńı prvek
Složitost rekurzivńıch algoritmů
Jak nepouž́ıvat rekurzi
Problém maximálńı podposloupnosti
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Rozděl a panuj

Návrh algoritmů

ideálńı svět návod (algoritmus)
”
jak konstruovat algoritmy“

realita osvědčené postupy

• iterativńı p̌ŕıstup

• rekurzivńı p̌ŕıstup (rozděl a panuj, divide et impera, divide and conquer)

• dynamické programováńı
• hladové techniky
• heuristiky
• náhodnostńı techniky
• aproximativńı techniky
• parametrizované techniky
• . . . . . .
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Rozděl a panuj

Rozděl a panuj - principy

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs Henry Ford

Rozděl [divide] problém na podproblémy, které maj́ı menš́ı velikost než původńı
problém.

Vy̌reš [conquer] podproblémy stejným postupem(rekurźıvně). Jestliže velikost
podproblému je malá, použij p̌ŕımé řešeńı.

Kombinuj [combine] řešeńı podproblémů a vy̌reš původńı problém.
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Maximálńı a minimálńı prvek

problém nalezeńı maximálńıho a minimálńıho prvku posloupnosti S[1 . . . n]

složitostńı kritérium - počet porovnáńı prvk̊u

MaxMin Iterative(S)

1 max← S[1]
2 min← S[1]
3 for i = 2 to n do
4 if S[i] > max then max← S[i] fi
5 if S[i] < min then min← S[i] fi
6 od

celkem 2(n− 1) porovnáńı
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Př́ıstup Rozděl a panuj

1 posloupnost rozděl na dvě (stejně velké) podposloupnosti

2 najdi minimálńı a maximálńı prvek v obou podposloupnostech

3 kombinuj řešeńı podproblémů:
maximálńım prvek posloupnosti je věťśı z maximálńıch prvk̊u podposloupnost́ı
minimálńım prvek posloupnosti je menš́ı z minimálńıch prvk̊u podposloupnost́ı

MaxMin(S, l, r)

1 if r = l then return (S[l], S[r]) fi
2 if r = l + 1 then return (max(S[l], S[r]),min(S[l], S[r])) fi
3 if r > l + 1 then (A,B)←MaxMin(S, l, b(l + r)/2c)
4 (C,D)←MaxMin(S, b(l + r)/2c+ 1, r)
5 return (max(A,C),min(B,D)) fi

iniciálńı voláńı MaxMin(S, 1, n)
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Korektnost

konečnost výpočtu plyne z faktu, že každé rekurzivńı voláńı se provede pro
posloupnost menš́ı délky

správnost vypoč́ıtaného výsledku dokážeme indukćı vzhledem k délce vstupńı
posloupnosti

n = 1,n = 2 provedou se p̌ŕıkazy v řádku 1, resp. v řádku 2

indukčńı p̌redpoklad algoritmus vypoč́ıtá korektńı hodnoty pro všechny
posloupnosti délky nejvýše n− 1 (n > 1)

platnost tvrzeńı pro n dle indukčńıho p̌redpokladu jsou č́ısla A a B maximálńım
a minimálńım prvkem posloupnosti S[1, . . . , b(1 + n)/2c], stejně tak č́ısla C
a D jsou maximálńım a minimálńım prvkem posloupnosti
S[b(1 + n)/2c+ 1, . . . , n]
věťśı z č́ısel A,C je pak maximálńım prvkem posloupnost A[1, . . . , n] a
menš́ı z č́ısel B,D jej́ım minimem
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Složitost
rozděl problém na podproblémy menš́ı velikosti

vy̌reš podproblémy

kombinuj řešeńı podproblémů a vy̌reš původńı problém

n je délka vstupu, podproblémy maj́ı velikosti n1, n2, . . . , nk
T (·) je časová složitost výpočtu na vstupu délky n

T (n) = složitost rozděleńı+

T (n1) + T (n2) + . . . T (nk)+

+ složitost kombinace

konkrétně pro algoritmus MAxMin, složitost je počet porovnáńı prvk̊u
posloupnosti

T (n) =


0 + T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 pro n > 2

1 pro n = 2

0 pro n = 1
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Složitost

T (n) =


T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 pro n > 2

1 pro n = 2

0 pro n = 1

indukćı vzhledem k n ově̌ŕıme, že pro n > 1 plat́ı

T (n) ≤ 5

3
n− 2

indukčńı základ n = 2 T (2) = 1 < 5
3 · 2− 2

indukčńı p̌redpoklad nerovnost plat́ı pro všechny hodnoty i, 2 ≤ i < n

platnost pro n

T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 využijeme indukčńı p̌redpoklad

≤ 5

3
bn/2c − 2 +

5

3
dn/2e − 2 + 2 =

5

3
n− 2
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Kdo je nejrychleǰśı???

Min1(S, l, r)

minimum← S[l]
for i = l + 1 to r do

if minimum > S[i] then minimum← S[i] fi od
return minimum

Min2(S, l, r)

if r = l then return S[r] fi
if r > l then A←Min2(S, l, b(l + r)/2c)

B ←Min2(S, b(l + r)/2c+ 1, r)
return min(A,B) fi

Min3(S, l, r)

if r = l then return S[r] fi
if r > l then A←Min3(S, l, r − 1)

return min(A,S[r]) fi
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Složitost rekurzivńıch algoritmů
složitost obvykle zaṕı̌seme pomoćı rekurentńı rovnice, která vyjaďruje
složitost výpočtu na vstupu velikosti n pomoćı složitosti výpočt̊u na menš́ıch
vstupech

označme T (n) časovou složitost výpočtu na vstupu délky n

pro dostatečně malý vstup (n ≤ c) si p̌ŕımé řešeńı vyžaduje konstantńı čas

velký vstup rozděĺıme na a podproblémů z nichž každý má velikost 1/b
velikosti původńıho vstupu

řešeńı každého podproblému si vyžádá čas T (n/b)

označme D(n) čas poťrebný na konstrukci podproblémů a C(n) čas poťrebný
na kombinaci řešeńı podproblémů a nalezeńı řešeńı původńıho problému

T (n) =

{
Θ(1) pro n ≤ c
aT (n/b) +D(n) + C(n) jinak

jak naj́ıt řešeńı 1 rekurentńı rovnice???

1nerekurzivńı popis funkce, která splňuje podḿınky rovnice
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Řešeńı rekurentńıch rovnic

substitučńı metoda
”
uhodneme“ řešeńı a dokážeme jeho správnost

matematickou indukćı

metoda rekurzivńıho stromu konstruujeme strom, jehož vrcholy vyjaďruj́ı
složitost jednotlivých rekurzivńıch voláńı; výslednou složitost vypoč́ıtáme
jako sumu ohodnoceńı vrchol̊u stromu

kuchǎrková věta (master method) vzorec pro řešeńı rekurentńı rovnice tvaru
T (n) = aT (n/b)+ f(n)

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 53 / 390



Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Substitučńı metoda

1
”
uhodni“ řešeńı

2 matematickou indukćı dokaž jeho korektnost

Př́ıklad

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

1 T (n) = O(n log n)

2 indukćı dokážeme, že T (n) ≤ cn log n pro dostatečně velké n a vhodně
zvolenou konstantu c
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

dokazujeme T (n) = O(n log n) pro rovnici

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

Indukčńı krok

p̌redpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna m < n, tj. speciálně pro
m = bn/2c plat́ı T (bn/2c) ≤ cbn/2c log(bn/2c)
využit́ım indukčńıho p̌redpokladu dokážeme platnost tvrzeńı pro n

T (n) ≤ 2(cbn/2c log(bn/2c)) + n

≤ cn log(n/2) + n

= cn log n− cn log 2 + n

= cn log n− cn+ n

≤ cnlogn
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

dokazujeme T (n) = O(n log n) pro rovnici

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

jako indukčńı základ nemůžeme použ́ıt p̌ŕıpad n = 1, protože neplat́ı
T (1) ≤ cn log n = c1 log 1 = 0

využijeme, že dokazujeme asymptotický vztah, a proto stač́ı, aby nerovnost
platila pro všechna dostatečně velká n

tvrzeńı dokážeme pro n ≥ 2

základem indukce bude platnost vztahu pro n = 2 a n = 3

pro n > 3 záviśı hodnota T (n) jenom od T (2) a T (3)

Indukčńı základ n = 2 a n = 3

dosazeńım do rovnice zjist́ıme, že T (2) = 4 a T (3) = 5

zvoĺıme konstantu c ≥ 1 tak, aby pro n = 2 a n = 3 platilo T (n) ≤ cn log n

dobrá volba je c ≥ 2, protože plat́ı T (2) ≤ c · 2 log 2 i T (3) ≤ c · 3 log 3
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Metoda rekurzivńıho stromu

”
rozbalováńı rekurze“

p̌rehledný zápis pomoćı stromu, jehož vrcholy vyjaďruj́ı složitost jednotlivých
rekurzivńıch voláńı

vrchol stromu je ohodnocen složitost́ı dekompozice a kompozice

synové vrcholu odpov́ıdaj́ı jednotlivým rekurzivńım voláńım

výslednou složitost vypoč́ıtáme jako sumu ohodnoceńı vrchol̊u, obvykle
seč́ıtáme po jednotlivých úrovńıch stromu

metodu můžeme použ́ıt pro

nalezeńı p̌resného řešeńı (je nutné p̌resné poč́ıtáńı)

pro źıskáńı odhadu na řešeńı rekurentńı rovnice; pro důkaz řešeńı se pak
použije substitučńı metoda
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Metoda rekurzivńıho stromu - p̌ŕıklad

T (n) =

{
1 pro n = 1

3T (bn/4c) + cn2 jinak

metodu použijeme pro źıskáńı odhadu řešeńı, můžeme proto p̌redpokládat, že n je
mocninou 4

T
(
n
4

)
T

(
n
4

)
T

(
n
4

)

cn2T (n) =⇒
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

T (n) =

{
1 pro n = 1

3T (bn/4c) + cn2 jinak
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Θ(nlog4 3)

Total: O(n2)(d)

...
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(
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(
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(
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

kǒren má hloubku 0

(vniťrńı) vrchol v hloubce i je označen složitost́ı c(n/4i)2

počet vrchol̊u s hloubkou i je 3i

součet složitost́ı vrchol̊u v hloubce i je 3ic(n/4i)2 = (3/16)icn2

list je označen složitost́ı 1 (základ rekurentńı rovnice) a má hloubku
i = log4 n (protože n/4log4 n = 1)

počet list̊u je 3log4 n = nlog4 3

sumaćı p̌res všechny úrovně dostáváme

T (n) = cn2 +
3

16
cn2 + · · ·+

( 3

16

)log4 n−1cn2 + nlog4 3
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

T (n) = cn2 +
3

16
cn2 + · · ·+

( 3

16

)log4 n−1cn2 + Θ(nlog4 3)

=

log4 n−1∑
i=0

( 3

16

)i
cn2 + Θ(nlog4 3)

<

∞∑
i=0

( 3

16

)i
cn2 + Θ(nlog4 3)

=
1

1− (3/16)
cn2 + Θ(nlog4 3)

=
16

13
cn2 + nlog4 3

= O(n2)

hodnotu O(n2) použijeme jako odhad pro substitučńı metodu
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Kuchǎrková věta (Master method)

Necht’ a ≥ 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je polynomiálńı funkce, a necht’ T (n) je
definována na nezáporných č́ıslech rekurentńı rovnićı

T (n) = aT (n/b) + f(n)

Potom plat́ı

T (n) =



Θ(f(n)) když af(n/b) = κf(n) pro nějakou konstantu κ < 1

Θ(nlogb a) když af(n/b) = Kf(n) pro nějakou konstantu K > 1

Θ(f(n) logb n) když af(n/b) = f(n)
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Kuchǎrková věta - alternativńı varianta

Necht’ a ≥ 1, b > 1 a c ≥ 0 jsou konstanty a necht’ T (n) je definována na
nezáporných č́ıslech rekurentńı rovnićı

T (n) = aT (n/b) + Θ(nc)

Potom plat́ı

T (n) =



Θ(nc) když a < bc p̌ŕıpad 1

Θ(nc log n) když a = bc p̌ŕıpad 2

Θ(nlogb a) když a > bc p̌ŕıpad 3

věta plat́ı i ve variantě pro O a Ω
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady použit́ı kuchǎrkové věty I

T (n) = 4T (n/2) + 1 =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 3, a = 4, b = 2, c = 0, 4 > 20

T (n) = 4T (n/2) + n =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 3, a = 4, b = 2, c = 1, 4 > 21

T (n) = 4T (n/2) + n2 =⇒ T (n) = Θ(n2 log n)
p̌ŕıpad 2, a = 4, b = 2, c = 2, 4 = 22

T (n) = 4T (n/2) + n3 =⇒ T (n) = Θ(n3)
p̌ŕıpad 1, a = 4, b = 2, c = 3, 4 < 23
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady použit́ı kuchǎrkové věty II

T (n) = 2T (n/2) + 1 =⇒ T (n) = Θ(n)
p̌ŕıpad 3, a = 2, b = 2, c = 0, 2 > 20

T (n) = 2T (n/2) + n =⇒ T (n) = Θ(n log n)
p̌ŕıpad 2, a = 2, b = 2, c = 1, 2 = 21

T (n) = 2T (n/2) + n2 =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 1, a = 2, b = 2, c = 2, 2 < 22

T (n) = 2T (n/2) + n3 =⇒ T (n) = Θ(n3)
p̌ŕıpad 1, a = 2, b = 2, c = 3, 2 < 23
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady

Hanojské věže
T (n) = 2T (n− 1) + 1, základńı p̌ŕıpad T (0) = 0

T (n) = 2n − 1

MergeSort
T (n) ≤ 2T (n/2) + Θ(n)

T (n) = Θ(n log n)

násobeńı celých č́ısel
T (n) = 4T (n/2) +O(n)

T (n) = O(n2)

Strassen̊uv algoritmus pro násobeńı celých č́ısel

T (n) = 7T (n/2) +O(n2)
T (n) = O(nlogb a) = O(nlog2 7) = O(n2.81)
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - nedefinovaný výpočet

Bad Factorial(n)

return n ·Bad Factorial(n− 1)

chyb́ı základ rekurze
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - nekonečný výpočet

Awful Factorial(n)

if n = 0 then return 1
else return 1

n+1Awful Factorial(n+ 1) fi

Beta(n)

if n = 1 then return 1
else return n(n− 1)Beta(n− 2) fi
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - složitost

Fibonacciho posloupnost

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2

RecFibo(n)

if n < 2 then return n
else return RecFibo(n− 1) + RecFibo(n− 2) fi

časová složitost algoritmu

T (0) = 1, T (1) = 1, T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + 1

T (n) = Θ(φn), φ = (
√

5 + 1)/2
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - složitost

Fibonacciho posloupnost

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2

IterFibo(n)

F [0]← 0
F [1]← 1
for i = 2 to n do

F [i]← F [i− 1] + F [i− 2] od
return F [n]

časová složitost algoritmu
T (n) = Θ(n)
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Jak použ́ıvat rekurzi - význam definice podproblémů

problém maximálńı podposloupnosti

dané je pole celých č́ısel A[1..n]

ćılem je naj́ıt takové indexy 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pro které je suma
A[i] + · · ·+A[j] maximálńı

13, -3, -25, 20 -3, -16, -23, 18, 20, -7, 12, -5, -22, 15, -4, 7

řešeńım je 18, 20, -7, 12

řešeńı hrubou silou - prozkoumat všechny dvojice index̊u i, j

kvadratická složitost

existuje lepš́ı řešeńı

rozděl a panuj?
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Rozděl a panuj
daná je posloupnost A[low . . . high] a hodnota mid

hledané řešeńı A[i . . . j]

(A) je podposloupnost́ı A[low . . .mid] (low ≤ i ≤ j ≤ mid)

(B) je podposloupnost́ı A[mid+ 1 . . . high] (mid+ 1 ≤ i ≤ j ≤ high)

(C) zasahuje do obou podposloupnost́ı (low ≤ i ≤ mid < j ≤ high)

(A) a (B) jsou problémy stejného typu jako původńı problém

(C) ????

pro řešeńı (C) stač́ı poznat podposloupnosti tvaru A[i . . .mid] a
A[mid+ 1 . . . j] s maximálńı sumou
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Rozděl a panuj
daná je posloupnost A[low . . . high] a hodnota mid

hledané řešeńı A[i . . . j]

(A) je podposloupnost́ı A[low . . .mid] (low ≤ i ≤ j ≤ mid)

(B) je podposloupnost́ı A[mid+ 1 . . . high] (mid+ 1 ≤ i ≤ j ≤ high)

(C) zasahuje do obou podposloupnost́ı (low ≤ i ≤ mid < j ≤ high)

(A) a (B) jsou problémy stejného typu jako původńı problém

(C) ????

pro řešeńı (C) stač́ı poznat podposloupnosti tvaru A[i . . .mid] a
A[mid+ 1 . . . j] s maximálńı sumou

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 73 / 390



Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Př́ıpad C

Find Max Crossing Subarray

F M C S(A, low,mid, high)

1 leftsum← −∞
2 sum← 0
3 for i = mid downto low do
4 sum← sum+A[i]
5 if sum > leftsum then leftsum← sum
6 maxleft← i fi od
7 rightsum← −∞
8 sum← 0
9 for j = mid+ 1 to high do

10 sum← sum+A[j]
11 if sum > rightsum then rightsum← sum
12 maxright← j fi od
13 return (maxleft,maxright, leftsum+ rightsum)
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Algoritmus

Find Maximum Subarray

F M S(A, low, high)

1 if high = low
2 then return (low, high,A[low])
3 else mid = d(low + high)/2e
4 (leftlow, lefthigh, leftsum)← F M S(A, low,mid)
5 (rightlow, righthigh, righttsum)← F M S(A,mid+ 1, high)
6 (crosslow, crosshigh, crosssum)← F M C S(A, low,mid, high) fi
7 if leftsum ≥ rightsum ∧ leftsum ≥ crosssum
8 then return (leftlow, lefthigh, leftsum) fi
9 if leftsum ≤ rightsum ∧ rightsum ≥ crosssum

10 then return (rightlow, righthigh, rightsum)
11 else return (crosslow, crosshigh, crosssum) fi
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Složitost
procedura Find Max Crossing Subarray(A, low,mid, high)

označme n = high− low + 1

jedna iterace obou cykl̊u má konstantńı složitost

počet iteraćı cyklu pro levou část posloupnosti je mid− low + 1

počet iteraćı cyklu pro pravou část posloupnosti je high−mid
celková složitost je Θ(n)

algoritmus Find Maximum Subarray
dekompozice a kompozice v konstantńım čase, řešeńı problému (C) v čase Θ(n)

T (n) =

{
Θ(1) pro n = 1

2T (n/2) + Θ(n) jinak

T (n) = Θ(n log n)
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup
pro

intuitivńı, jednoduchý návrh

důkaz korektnosti využit́ım matematické indukce

analýza složitosti využit́ım rekurentńı rovnice

efektivńı řešeńı

proti

neefektivńı implementace

ne vždy podpora ze strany programovaćıho jazyka

neefektivńı řešeńı

každý rekurzivńı algoritmus lze p̌revést na iterativńı

simulace zásobńıku voláńı

(resp. dynamické programováńı)

jednoduchý p̌repis v p̌ŕıpadě tail rekurze
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

tail rekurze -speciálńı p̌ŕıpad rekurze, kde se po rekurzivńım voláńı nedělá žádný
výpočet

ANO F(x, y)
if y = 0 then return x

else F (x · y + x, y − 1) fi

NE
G(x)
if y = 0 then return x

else y ← G(x− 1) fi
return x · y
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

F(x, y)
if y = 0 then return x

else F (x · y + x, y − 1) fi

F(x, y)
label : if y = 0 then return x

else x← x · y + x
y ← y − 1
goto label fi

F(x, y)
ret← x
for y = 1 to y do

ret← ret · y + ret od
return ret
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Bin Search(x,A, left, right)

if right = left then return A[left] == x fi
if right < left then mid = b(left+ right)/2c

if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left← mid+ 1

else right← mid fi
Bin Search(x,A, left, right)

fi

Bin Search(x,A, left, right)

while right < left do mid = b(left+ right)/2c
if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left← mid+ 1

else right← mid fi
od
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Domáćı úkol

Vstup: pole A[1 . . . n] celých č́ısel

CoToDela(n)

if n = 1 then write A
else for i = 1 to n do

CoToDela(n− 1)
if n je liché then swap A[1] a A[n]

else swap A[i] a A[n] fi
od fi

co je výstupem algoritmu?

jaká je složitost výpočtu?
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Přehled algoritmů

Řazeńı

3 Přehled algoritmů

4 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

5 Quicksort

6 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

7 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Přehled algoritmů

Problém řazeńı

je daná množina K, nad kterou je definované úplné uspǒrádáńı

vstupem problému řazeńı je posloupnost A = (k1, . . . , kn) prvk̊u z K

výstupem je posloupnost A′ = (k′1, . . . , k
′
n), která je takovou permutaćı

posloupnosti A, že ∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ n, plat́ı k′i ≤ k′j
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Přehled algoritmů

Stabilńı algoritmy a algoritmy in situ

prvky množiny K mohou být strukturované

řazeńı podle kĺıče

řazeńı se nazývá stabilńı právě když zachovává vzájemné pǒrad́ı položek se
stejným kĺıčem

prostorová složitost algoritmů řazeńı je Ω(n), protože samotná vstupńı
posloupnost má délku n

pro p̌resněǰśı charakterizaci prostorové složitosti jednotlivých algoritmů
uvažujeme tzv. extrasekvenčńı prostorovou složitost, do které
nezapoč́ıtáváme pamět’ obsazenou vstupńı posloupnost́ı

algoritmy, jejichž extrasekvenčńı složitost je konstantńı, se nazývaj́ı in situ
(in place)
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Přehled algoritmů

Přehled

časová složitost časová složitost
algoritmus v nejhořśım v pr̊uměrném

p̌ŕıpadě p̌ŕıpadě

řazeńı vkládáńım Θ(n2) Θ(n2)

řazeńı výběrem Θ(n2) Θ(n2)

řazeńı sléváńım Θ(n log n) Θ(n log n)

řazeńı haldou Θ(n log n) Θ(n log n)

řazeńı rozdělováńım Θ(n2) Θ(n log n)

řazeńı poč́ıtáńım Θ(k + n) Θ(k + n)

č́ıslicové řazeńı Θ(d(n+ k)) Θ(d(n+ k))

p̌rihrádkové řazeńı Θ(n2) Θ(n)
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Přehled algoritmů

Přehled

algoritmy založené na porovnáváńı prvk̊u

vkládáńım, Insertion sort in situ, stabilńı

výběrem, Selection sort in situ, neńı stabilńı

sléváńım, Merge sort asymptoticky časově optimálńı, neńı in situ, stabilńı

haldou, Heapsort asymptoticky časově optimálńı, in situ, neńı stabilńı

rozdělováńım, Quicksort neńı časově optimálńı, extrasekvenčńı složitost a stabilita
záviśı od implementace (optimálně in situ, existuj́ı stabilńı implementace), velmi
dobrý v praxi (pr̊uměrná složitost je Θ(n log n))

algoritmy, které źıskávaj́ı informace jinak než porovnáváńım prvk̊u

poč́ıtáńım, Counting sort vstupńı prvky jsou z množiny {0, . . . , k}
č́ıslicové řazeńı, Radix sort zobecněńı řazeńı poč́ıtáńım

p̌rihrádkové řazeńı, Bucket sort vyžaduje znalost o pravděpodobnostńım rozděleńı
č́ısel na vstupu
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Řazeńı sléváńım

Řazeńı

3 Přehled algoritmů

4 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

5 Quicksort

6 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

7 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Řazeńı sléváńım (Merge sort)

Rozděl posloupnost na dvě stejně velké podposloupnosti

Vy̌reš obě podposloupnosti (rekurzivně)

Kombinuj dvě sěrazené podposloupnosti do jedné
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Spojeńı dvou sěrazených posloupnost́ı - Merge

otázkou je, jak spojit dvě sěrazené posloupnosti do jedné, která bude sěrazená

p̌ri sléváńı porovnáváme vedoućı prvky obou posloupnost́ı

menš́ı z porovnávaných prvk̊u p̌resuneme do výsledńı posloupnosti

procedura Merge má 4 parametry
pole A
indexy p, q, r takové, že p ≤ q ≤ r
p̌redpokládáme, že posloupnosti A[p . . . q] a A[q + 1 . . . r] jsou sěrazené

pro provedeńı výpočtu je posloupnost A[p . . . r] sěrazená

pro zjednodušeńı kódu použ́ıváme sentinel
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Řazeńı sléváńım Merge sort

A

L R

A

L R

A

L R

A

L R

2... ...4 5 7 1 2 3 6

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k

2 4 5 7 ∞
i

1 2 3 4 5

1 2 3 6 ∞
j

1 2 3 4 5

1... ...2 5 7 1 2 3 6

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k

2 4 5 7 ∞
i

1 2 3 4 5

1 2 3 6 ∞
j

1 2 3 4 5

(a)

(c)

1... ...4 5 7 1 2 3 6

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k

2 4 5 7 ∞
i

1 2 3 4 5

1 2 3 6 ∞
j

1 2 3 4 5

1... ...2 2 7 1 2 3 6

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k

2 4 5 7 ∞
i

1 2 3 4 5

1 2 3 6 ∞
j

1 2 3 4 5

(b)

(d)
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Řazeńı sléváńım Merge sort

A

L R

A

L R

A

L R

A

L R

A

L R

1... ...2 2 3 1 2 3 6

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

k

2 4 5 7 ∞
i

1 2 3 4 5

1 2 3 6 ∞
j

1 2 3 4 5

1... ...2 2 3 4 5 3 6
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1... ...2 2 3 4 2 3 6
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1 2 3 6 ∞
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1 2 3 4 5

1... ...2 2 3 4 5 6 6
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(h)
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Merge

Procedure Merge(A, p, q, r)

1 n1 ← q − p+ 1
2 n2 ← r − q
3 //necht’ L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1] jsou nová pole
4 for i = 1 to n1 do L[i]← A[p+ i− 1] od
5 for j = 1 to n2 do R[j]← A[q + j] od
6 L[n1 + 1]←∞
7 R[n2 + 1]←∞
8 i← 1
9 j ← 1

10 for k = p to r do
11 if L[i] ≤ R[j] then A[k]← L[i]
12 i← i+ 1
13 else A[k]← R[j]
14 j ← j + 1 fi
15 od
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Korektnost procedury Merge

Invariant

Na začátku každé iterace cyklu for v řádćıch 10 - 15 posloupnost A[p . . . k − 1]
obsahuje k − p nejmenš́ıch prvk̊u z L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1] a to v pǒrad́ı
podle velikosti. Nav́ıc, L[i] a R[j] jsou nejmenš́ı prvky mezi těmi prvky ve svých
posloupnostech, které ještě nebyly zkoṕırované do A.

Inicializace Na začátku je k = p. Nav́ıc i = j = 1 a tedy L[i] a R[j] jsou
nejmenš́ı prvky v L a R.

Iterace Předpokládejme, že L[i] ≤ R[j]. Potom L[i] je nejmenš́ı prvek z těch,
které ještě nebyly zkoṕırované do A. Protože A[p . . . k − 1] obsahuje k − p
nejmenš́ıch prvk̊u, pole A[p . . . k] bude obsahovat k − p+ 1 nejmenš́ıch
prvk̊u. Zvýšeńım k a i zaruč́ıme platnost invariantu i po ukončeńı iterace.

Ukončeńı Cyklus konč́ı když k = r + 1. Z platnosti invariantu posloupnost
A[p . . . k − 1] = A[p . . . r] obsahuje sěrazených k − p = r − p+ 1 nejmenš́ıch
prvk̊u z L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1]. Pole L a R obsahuj́ı v součtu
n1 + n2 + 2 = r − p+ 3 prvk̊u. Všechny prvky, s výjimkou dvou nejvěťśıch,
byly zkoṕırované do A. Dva nejvěťśı prvky jsou sentinely.
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Složitost procedury Merge

řádky 1 - 2 a 6 - 9 maj́ı konstantńı složitost

for cykly v řádćıch 4 a 5 maj́ı v součtu složitost Θ(n1 + n2) = Θ(n), kde
n = r − p+ 1

for cyklus v řádćıch 10 - 15 iteruje n krát, všechny p̌ŕıkazy v řádćıch 11 - 14
maj́ı konstantńı složitost

složitost procedury Merge je Θ(n)
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Merge Sort

využ́ıvá proceduru Merge

pro sěrazeńı celé posloupnosti voláme Merge Sort(A, 1, A.length)

Procedure Merge Sort(A, p, r)

1 if p < r then q ← b(p+ r)/2c
2 Merge Sort(A, p, q)
3 Merge Sort(A, q + 1, r)
4 Merge(A, p, q, r) fi
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Řazeńı sléváńım Merge sort

sěrazená posloupnost

vstupńı posloupnost

1 2 2 3 4 5 6 7

2 4 5 7 1 2 3 6

2 5 4 7 1 3 2 6

5 2 4 7 1 3 2 6

merge merge merge merge

mergemerge

merge
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Složitost algoritmu Merge Sort

Rozděl rozděleńı znamená výpočet indexu, proto má složitost Θ(1)

Vy̌reš rekurźıvně zpracujeme dvě posloupnosti velikosti n/2, časová složitost je
2T (n/2)

Kombinuj složitost procedury Merge je Θ(n)

T (n) =

{
Θ(1) ak n = 1

2T (n/2) + Θ(n) jinak

složitost Merge Sort je T (n) = Θ(n log n)
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı

motivace
porovnáńı seznamu preferenćı

formulace problému
• je daná posloupnost vzájemně r̊uzných č́ısel a1, . . . , an
• inverźı v posloupnosti je dvojice index̊u i, j takových, že i < j a současně
ai > aj
• úkolem je naj́ıt všechny inverze v dané posloupnosti č́ısel

p̌ŕıklad
posloupnost 1, 4, 6, 8, 2, 5 má 5 inverźı

naivńı algoritmus
otestuje všechny dvojice index̊u, složitost O(n2)
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - p̌ŕıstup Rozděl a panuj

1 rozděl posloupnost rozděĺıme na dvě (stejně velké) podposloupnosti

2 vy̌reš v každé z podposloupnost́ı spoč́ıtáme inverze

3 kombinuj k počtu inverźı z podposloupnost́ı p̌ripoč́ıtáme inverze mezi prvky
r̊uzných podposloupnost́ı

ćılem je navrhnout algoritmus s lepš́ı složitost́ı než je složitost naivńıho
algoritmu (O(n2))

jestliže chceme, aby časová složitost rekurzivńıho algoritmu byla
T (n) = O(n log n), tak muśı platit T (n) ≤ 2T (n/2) +O(n), tj. složitost
výpočtu v bodech 1 a 3 nesḿı být věťśı než lineárńı

jak spoč́ıtat inverze mezi prvky r̊uzných posloupnost́ı (bod 3) v čase O(n) ?
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - kombinuj - pokus 1

otázka jak spoč́ıtat inverze mezi prvky z posloupnosti A a posloupnosti B ?

odpověd’ jednoduchá za p̌redpokladu, že A i B jsou sěrazené

algoritmus

sěrad’ A a B

pro každý prvek b ∈ B
binárńım vyhledáváńım v A urči, kolik prvk̊u v A je věťśıch než b
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - kombinuj - pokus 2

A = (a1, a2, . . . , ak), B = (b1, b2, . . . , bl)

p̌redpokládáme, že
• prvky v obou posloupnostech jsou sěrazeny vzestupně
• všechny prvky posloupnosti A maj́ı ve vstupńı posloupnosti menš́ı index než
prvky posloupnosti B

postupujeme stejně jako v procedǔre Merge

prvky a1, . . . , ai−1 a b1, . . . , bj−1 jsou již zǎrazené

porovnáváme prvek ai s prvkem bj

• menš́ı z porovnávaných prvk̊u zǎrad́ıme do výstupńı posloupnosti

• jestliže ai < bj, tak ai neńı v inverzi se žádným z prvk̊u bj , bj+1, . . . , bl

• jestliže ai > bj, tak bj je v inverzi se všemi prvky ai, . . . , ak, a proto
k počtu inverźı p̌ripočteme k − i+ 1
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

zǎrazené prvky

i

j

A

B

výsledná posloupnost

inverze mezi prvky zǎrazenými do výsledné posloupnosti jsou již započ́ıtané

jestliže ai < bj, tak do výsledné posloupnosti p̌resuneme ai

ai < bj < bj+1 < bj+2 < . . .
ai neńı v inverzi se žádným z bj , bj+1, bj+2 . . .

jestliže ai > bj, tak do výsledné posloupnosti p̌resuneme bj

bj < ai < ai+1 < aj+2 < . . .
bj je v inverzi s každým z ai, ai+1, ai+2 . . .
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Algoritmus

Merge and Count(A,B)

1 i← 1; j ← 1
2 //i, j jsou indexy prvńıch nezařazených prvk̊u z A resp. B
3 Count← 0
4 //Count je počet nalezených inverźı
5 while seznamy A, B jsou neprázdné do
6 porovnej ai a bj
7 menš́ı z prvk̊u zařad’ do výsledného seznamu
8 if bj < ai then zvyš Count o počet nezařazených prvk̊u z A fi
9 zvyš index i resp. j od

10 if jeden seznam je prázdný
11 then zařad’ zbývaj́ıćı prvky do výsledného seznamu fi
12 return Count a výsledný seznam
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Algoritmus
Sort and Count(L)

1 if length(L) = 1
2 then r ← 0
3 else A← levá polovina L
4 B ← pravá polovina L
5 (rA, A)← Sort and Count(A)
6 (rB , B)← Sort and Count(B)
7 (r, L)←Merge and Count(A,B)
8 r ← r + rA + rB fi
9 return (r, L)

složitost algoritmu

T (n) =

{
Θ(1) pro n = 1

2T (n/2) + Θ(n) jinak

T (n) = O(n log n)
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Quicksort

Řazeńı

3 Přehled algoritmů

4 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

5 Quicksort

6 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

7 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Quicksort

Řazeńı rozdělováńım - Quicksort

Rozděl posloupnost A[p . . . r] na dvě podposloupnosti A[p . . . q − 1] a A[q . . . r]
tak, aby všechny prvky v A[p . . . q − 1] byly menš́ı nejvýše rovné prvk̊um
v A[q . . . r]

Vy̌reš obě posloupnosti (rekurzivně) sěrad’

Kombinuj protože obě podposloupnosti jsou sěrazené, neńı nutný žádný daľśı
výpočet

Mergesort

Rozděl posloupnost na dvě posloupnosti polovičńı velikosti.

Vy̌reš obě podposloupnosti (rekurzivně) sěrad’

Kombinuj spoj dvě sěrazené podposloupnosti do jedné
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Quicksort

Quicksort

hlavńı část́ı algoritmu je rozdělováńı posloupnosti do dvou posloupnost́ı
požadovaných vlastnost́ı

p̌ri rozdělováńı využ́ıváme pivota

každý prvek posloupnosti porovnáváme s pivotem

podposloupnosti prvk̊u menš́ıch / věťśıch než pivot
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Quicksort

Quicksort

2 1 7 8 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

2 1 3 4 7 5 6 8

2 1 3 8 7 5 6 4

2 1 3 8 7 5 6 4

2 1 3 8 7 5 6 4(f)

(g)

(h)
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i p, j r

p, i

p, i
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p

j r

r

r

r

r

r

r

r

i

p

p

p

p

i

i

i

i

j

j

j

j

j
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Quicksort

Quicksort(A, p, r)

1 if p < r
2 then q ← Partition(A, p, r)
3 Quicksort(A, p, q − 1)
4 Quicksort(A, q + 1, r) fi

Partition(A, p, r)

1 pivot← A[r]
2 i← p− 1
3 for j = p to r do
4 if A[j] ≤ pivot then i← i+ 1
5 vyměň A[i] a A[j] fi od
6 return i
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Quicksort

Korektnost

chceme dokázat, že procedura Partition vrát́ı index i takový, že

A[i] = pivot

pro p ≤ k ≤ i plat́ı A[k] ≤ A[i]

pro i < k ≤ r plat́ı A[k] > A[i]

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot
2 jestliže i+ 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Inicializace
iniciálńı p̌rǐrazeńı je pivot← A[r], i← p− 1 a j ← p
invariant (triviálně) plat́ı

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 110 / 390



Quicksort

Korektnost

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot
2 jestliže i+ 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Iterace
A[j] > pivot - efektem iterace cyklu je zvýšeńı hodnoty j o 1; invariant plat́ı

A[j] ≤ pivot - efektem iterace cyklu je zvýšeńı hodnoty i a výměna A[i] s A[j],
to garantuje zachováńı platnosti podḿınky 1
zachováńı platnosti podḿınky 2 garantuje fakt, že jsme do A[j − 1] p̌resunuli
prvek věťśı než pivot
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Quicksort

Korektnost

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot
2 jestliže i+ 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Ukončeńı
výpočet konč́ı když j = r + 1, což spolu s faktem, že po posledńım provedeńı
iterace plat́ı invariant, garantuje, že pro p ≤ k ≤ i plat́ı A[k] ≤ A[i] a pro
i < k ≤ r plat́ı A[k] > A[i]

v posledńı iteraci je j = p, A[j] = pivot ≤ pivot, provede se výměna A[i] s A[j],
což garantuje, že po ukončeńı výpočtu cyklu plat́ı A[i] = pivot
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Quicksort

Složitost

složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
nap̌r. pro vstupńı posloupnost, která je již sěrazená, nebo která obsahuje
stejné prvky
T (n) = T (n− 1) + T (0) + Θ(n) = T (n− 1) + Θ(n)
T (n) = Θ(n2)

složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě
nastává, když p̌ri každém rekurzivńım voláńı rozděĺı pivot posloupnost na
dvě stejně velké podposloupnosti
T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)
T (n) = Θ(n log n)

pr̊uměrná složitost
T (n) = Θ(n log n)
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Quicksort

Alternativńı postup rozdělováńı I
postupujeme od obou konc̊u posloupnosti až do chv́ıle, než jsou detekovány
dva prvky, které jsou v̊uči sobě v opačném pǒrad́ı; prvky si vyměńı svou pozici
p̌ri tomto postupu se udělá pr̊uměrně 3 krát méně výměn
algoritmus neńı stabilńı

Hoare Partition(A, p, r)

1 x← A[p]
2 i← p− 1
3 j ← r + 1
4 while true do
5 repeat j ← j − 1 until A[j] ≤ x od
6 repeat i← i+ 1 until A[i] ≥ x od
7 if i < j then swapA[i] a A[j] else return j fi od

Quicksort(A, p, r)

1 if p < r then q ← Hoare Partition(A, p, r)
2 Quicksort(A, p, q)
3 Quicksort(A, q + 1, r) fi
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Quicksort

Alternativńı postup rozdělováńı II

obě uvedená schémata se chovaj́ı špatně v p̌ŕıpadě, že ve vstupńı posloupnosti
se prvky opakuj́ı

rozdělovaćı schéma, které řeš́ı posloupnosti s opakuj́ıćımi se prvky

p̌ri rozdělováńı se hledaj́ı prvky menš́ı než pivot a věťśı než pivot

prvky stejné jako pivot jsou již na své pozici

prvky menš́ı (věťśı) než pivot se sěrad́ı rekurzivně
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Quicksort

Iterativńı verze Quicksortu
algoritmus ve tvaru tail rekurze

Tail Recursive Quicksort(A, p, r)

1 while p < r do
2 q ← Partition(A, p, r)
3 Tail Recursive Quicksort(A, p, q − 1)
4 p← q + 1 od

Iterative Quicksort(A, p, r)

1 stack = [ ]
2 stack.push(p, r)
3 while stack do
4 pos = stack.pop()
5 p, r = pos[1], pos[2]
6 q ← Partition(A, p, r)
7 if q − 1 > p then stack.push((p, q − 1)) fi
8 if q + 1 < r then stack.push((q + 1, r)) fi
9 od
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Quicksort

Složitost problému řazeńı

složitost řad́ıćıch algoritmů založených na vzájemném porovnáváńı prvk̊u
posloupnosti je Ω(n log n)

1 búno vstupńı posloupnost a1, . . . , an obsahuje vzájemně r̊uzné prvky

2 každé porovnáńı urč́ı věťśı ze dvou prvk̊u

3 výpočet algoritmu můžeme popsat rozhodovaćım stromem, jehož vniťrńı
vrcholy jsou označeny y porovnávaných prvk̊u a maj́ı dva syny odpov́ıdaj́ıćı
vztahu < a >

4 výpočet na konkrétńım vstupu p̌redstavuje cestu v rozhodovaćım stromě
z kǒrene do listu; jeho složitost je úměrná délce cesty

5 každý list jednoznačně určuje sěrazeńı aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ . . . ≤ aπ(n) vstupńıch
prvk̊u

6 algoritmus muśı ḿıt možnost vypoč́ıtat každou možnou permutaci vstupńıch
prvk̊u

7 počet r̊uzných permutaćı je n!

8 strom muśı ḿıt alespoň n! list̊u ⇒ má hloubku alespoň log(n!) = Ω(n log n)
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Řazeńı haldou

Řazeńı

3 Přehled algoritmů

4 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

5 Quicksort

6 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

7 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Řazeńı haldou - Heapsort

idea

ćılem je sěradit posloupnost prvk̊u

najdeme nejvěťśı prvek x posloupnosti P

prvek x p̌ridáme na začátek posloupnosti již sěrazených prvk̊u

odstrańıme prvek x z P

postup opakujeme dokud posloupnost P neńı prázdná

co poťrebujeme

datovou strukturu nad kterou dokážeme

1 efektivně naj́ıt nejvěťśı prvek a
2 efektivně z ńı odstranit nejvěťśı prvek

halda

co je halda

halda je stromová datová struktura splňuj́ıćı vlastnost haldy
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Kǒrenový strom

strom s vyznačeným vrcholem r nazýváme2 kǒrenovým stromem s kǒrenem r

u kǒrenových stromů použ́ıváme pojmy rodič, děti/synové, sourozenci,
potomek

kǒren nemá žádného rodiče, ostatńı vrcholy jsou potomky kǒrene

listem je každý vrchol, který nemá potomky

ḿısto slova vrchol často použ́ıváme terḿın uzel

podstrom určený vrcholem x je podgraf indukovaný všemi následńıky vrcholu
x; tento podstrom je opět kǒrenovým stromem s kǒrenem x

2definice viz učebný text Matematické Základy Informatiky (FI:IB000) prof. Hliněného
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Kǒrenový strom

stupeň vrcholu v kǒrenovém stromě T je počet jeho synů

hloubka vrcholu x v T je délka cesty (tj. počet hran) z kǒrene do x; kǒren je
tedy v hloubce nula

výška vrcholu x v T je délka nejdeľśı cesty z x do listu; list má tedy výšku nula

hloubka stromu T = výška stromu T je délka nejdeľśı cesty od kǒrene k listu

k-tá hladina stromu T je množina všech vrchol̊u stromu T lež́ıćıch v hloubce k;
hladiny zač́ınáme poč́ıtat od nulté

binárńı strom je strom, ve kterém má každý vrchol nejvýše dva syny; tyto často
označujeme jako levého a pravého syna

k-árńı strom je strom, ve kterém má každý vrchol nejvýše k synů
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Stromová datová struktura

stromová datová struktura je reprezentace stromu v poč́ıtači

p̌ri reprezentaci stromu v poč́ıtači je důležité, abychom se z každého vrcholu
uměli dostat k jeho synům a z každého vrcholu, kromě kǒrene, k jeho rodiči

strom můžeme reprezentovat dynamicky pomoćı ukazatel̊u (pointr̊u) a nebo
staticky v poli

v každém vrcholu v stromu si pamatujeme hodnotu v.key, které se ř́ıká kĺıč;
v p̌ŕıpadě poťreby si můžeme pamatovat i daľśı hodnoty
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Halda a binárńı halda

halda

je stromová datová struktura splňuj́ıćı vlastnost haldy

kǒrenový strom má vlastnost haldy právě tehdy, když pro každý uzel v a pro
každého jeho syna w plat́ı v.key ≥ w.key
d́ıky této vlastnosti obsahuje kǒren stromu nejvěťśı kĺıč z celé haldy

binárńı halda

je úplný binárńı strom s vlastnost́ı haldy

binárńı strom je úplný, pokud jsou všechny jeho hladiny kromě posledńı úplně
zaplněny a v posledńı hladině lež́ı listy co nejv́ıce vlevo

maximová vs. minimová halda
d-regulárńı halda, binomiálńı halda, Fibonacciho halda
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Binárńı halda a jej́ı reprezentace v poli

prvky pole A odpov́ıdaj́ı uzl̊um binárńıho stromu

uzly oč́ıslujeme po hladinách poč́ınaje od jedničky; kĺıč z uzlu i ulož́ıme do
A[i]

levý syn uzlu k bude uložen na pozici 2k a pravý syn uzlu k na pozici 2k + 1

otec uzlu k se bude nacházet na pozici bk/2c

9 3 1

12

15

2

17

4

8

7

(a)

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

17 15 8 12 2 4 7 9 3 1

(b)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Binárńı halda a jej́ı reprezentace v poli

pole reprezentuj́ıćı haldu má atributy

A.length je počet prvk̊u v poli

A.heap size je počet prvk̊u haldy uložených v poli

prvky haldy jsou v poli uloženy na pozićıch A[1 . . . A.heap size]

pro daný index i vypočteme indexy synů a otce uzlu A[i] p̌redpisem

Parent(i)

return bi/2c

Left(i)

return 2i

Right(i)

return 2i+ 1
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Operace nad haldou

1 jak vybudovat haldu?

2 jak využ́ıt haldu k sěrazeńı posloupnosti?

vybudováńı haldy
vstupem je posloupnost kĺıč̊u uložená v poli A[1 . . . n]
kĺıče v poli preuspǒrádáme tak, aby na konci výpočtu tvǒrili haldu

varianta A
v odpov́ıdaj́ıćım binárńım stromu postupujeme od list̊u směrem ke kǒreni
operace Max Heapify
časová složitost O(n)

varianta B
v odpov́ıdaj́ıćım binárńım stromu postupujeme od kǒrene směrem k list̊um
operace Insert
časová složitost O(n log n)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Vybudováńı haldy

varianta A

invariant

• v každém kroku algoritmu splňuj́ı všechny uzly j, pro i ≤ j ≤ n, vlastnost haldy
• v následuj́ıćım kroku necháme kĺıč z uzlu i− 1 p̌rebublat dol̊u takže také uzel
i− 1 bude splňovat vlastnost haldy

procedura Max Heapify(A, i)

p̌redpokládá, že binárńı stromy s kǒreny Left(i) a Right(i) maj́ı vlastnost
haldy a že kĺıč A[i] může být menš́ı než jeho následńıci, tj. nemuśı splňovat
vlastnost haldy

procedura modifikuje A tak, že po jej́ı provedeńı strom s kǒrenem A[i] má
vlastnost haldy

úprava je založena na p̌resunu prvku A[i] směrem dol̊u
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Max Heapify

(a)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Max Heapify

Max Heapify(A, i)

1 l← Left(i)
2 r ← Right(i)
3 if l ≤ A.heap size ∧ A[l] > A[i]
4 then largest← l
5 else largest← i fi
6 if r ≤ A.heap size ∧ A[r] > A[largest]
7 then largest← r fi
8 if largest 6= i
9 then swap A[i] a A[largest]

10 Max Heapify(A, largest) fi

složitost operace je O(h), kde h je hloubka stromu s kǒrenem A[i]
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Vybudováńı haldy

využit́ım procedury Max Heapify zkonvertujeme pole A[1 . . . n] na
maximovou haldu

prvky A[bn/2c+ 1], A[bn/2c+ 2] . . . A[n] jsou listy stromu a proto každý
tvǒŕı haldu s 1 vrcholem

proceduru Max Heapify aplikujeme na zbylé prvky pole v pǒrad́ı odspodu
směrem nahoru a na dané úrovni směrem zprava doleva

Build Max Heap(A)

1 A.heap size← A.length
2 for i = bA.length/2c downto 1 do
3 Max Heapify(A, i) od
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Vybudováńı haldy

(a)

4 10

9 7 1 5

3 2

8

(b)

4 9

10 7 1 5

3 2
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(c)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Build Max Heap - korektnost

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace for cyklu je každý z vrchol̊u A[i+ 1], A[i+ 2], . . . , A[n]
kǒrenem maximové haldy.

Inicializace na začátku je i = bn/2c, vrcholy A[bn/2c+ 1], A[bn/2c+ 2] ,
. . . ,A[n] jsou listy a jsou tedy kǒreny (triviálńı) haldy

Iterace levý a pravý podstrom vrcholu A[i] jsou maximové haldy (plat́ı pro ně
invariant), vlastnost haldy může být porušena jedině hodnotou A[i];
procedura Max Heapify(A, i) vybuduje maximovou haldu s kǒrenem i

Ukončeńı cyklus skonč́ı když i = 0 a z platnosti invariantu plyne, že A je
maximová haldu
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Build Max Heap - složitost

složitost procedury Max Heapify je O(h), kde h je hloubka stromu, na
který se procedura aplikuje

počet podstromů hloubky h je nejvýše d n
2h+1

⌉
kǒren má hloubku blog nc
celková složitost je proto

blognc∑
h=0

⌈ n

2h+1

⌉
O(h) = O

(
n

blognc∑
h=0

h

2h

)
= O

(
n
∞∑
h=0

h

2h

)
= O(n)

p̌ri zjednodušováńı výrazu jsme využili rovnost

∞∑
h=0

h

2h
=

1/2

(1− 1/2)2
= 2
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Algoritmus řazeńı haldou, Heapsort

použit́ım procedury Build Max Heap vybudujeme haldu nad polem
A[1 . . . n], kde n = A.length

maximálńı prvek pole A je uložený v kǒreni A[1] a proto ho můžeme
p̌resunout na jeho finálńı pozici A[n] (vyměńıme prvky A[1] a A[n])

prvek, který jsme p̌resunuli do kǒrene, může porušit vlastnost haldy a pro
obnoveńı vlastnosti haldy použijeme Max Heapify(A, 1)

celý proces opakujeme pro haldu velikosti n− 1

Heapsort(A)

1 Build Max Heap(A)
2 for i = A.length downto 2 do vyměň A[1] a A[i]
3 A.heap size← A.heap size− 1
4 Max Heapify(A, 1) od
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Heapsort
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Heapsort - složitost

procedura Build Max Heap má složitost O(n)

každé z n− 1 volańı procedury Max Heapify má složitost O(log n)

algoritmus Heapsort má složitost O(n log n)
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Řazeńı haldou Optimalizace a varianty

Optimalizace a varianty

strom vyš̌śı arity

ve vrcholu stromu uložených několik hodnot

budováńı haldy výměnou zdola nahoru halda je na začátku prázdná a
postupně do ńı vkládáme prvky vstupńı posloupnosti; prvek vlož́ıme na
posledńı ḿısto (jako list) a v p̌ŕıpadě porušeńı vlastnosti haldy ho (rekurzivně)
zaměńıme s jeho rodičem; časová složitost vybudováńı haldy je Θ(n log n)

bottom - up heapsort optimalizuje etapu sěrazováńı prvk̊u; maximálńı prvek
z kǒrene si vyměńı ḿısto s posledńım prvkem haldy a pro obnoveńı vlastnosti
haldy výměnami se postupuje zdola nahoru

Smoothsort (Edsger Dijkstra) - stejná asymptotická složitost, lepš́ı chováńı
pro vstupńı posloupnosti, které jsou témě̌r uspǒrádané
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Prioritńı fronty

datová struktura pro reprezentaci množiny, nad prvky množiny je definováno
uspǒrádáńı

umožňuje efektivńı realizaci operaćı:
Insert(S, x) vlož́ı prvek x do množiny S
Maximum(S) vrát́ı nejvěťśı prvek množiny S
Extract Max(S) odstrańı z množiny S nejvěťśı prvek
Increase Key(S, x, k) nahrad́ı prvek x prvkem k za p̌redpokladu, že k ≥ x

alternativně můžeme definovat prioritńı frontu v̊uči minimálńımu prvku

prioritńı frontu implementujeme jako maximovou haldu
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Maximum a Extract Max
prvky množiny S tvǒŕı haldu A
maximálńı prvek haldy je v jej́ım kǒreni; jeho nalezeńı má konstantńı složitost

Heap Maximum(A)

1 return A[1]

odstraněńı maximálńıho prvku se implementuje stejně jako v algoritmu řazeńı
složitost operace je O(log n)

Heap Extract Max(A)

1 if A.heap size < 1 then return prázdná fronta fi
2 max← A[1]
3 A[1]← A[A.heap size]
4 A.heap size← A.heap size− 1
5 Max Heapify(A, 1)
6 return max
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Increase Key

procedura Heap Increase Key implementuje operaci Increase Key

index i identifikuje prvek, který má být operaćı nahrazen (navýšen)

nejďŕıve změńıme hodnotu A[i] na novou hodnotu key a potom obnov́ıme
vlastnost haldy

Heap Increase Key(A, i, key)

1 if key < A[i] then return nová hodnota je menš́ı než p̊uvodńı fi
2 A[i]← key
3 while i > 1 ∧ A[Parent(i)] < A[i] do
4 vyměň A[i] a A[Parent(i)]
5 i← Parent(i) od

složitost: O(log n)
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Insert

procedura Max Heap Insert implementuje operaci Insert

na konec pole vlož́ıme nový prvek, který je menš́ı než všechny ostatńı prvky,
symbolicky ho označujeme −∞
zvýš́ıme hodnotu vloženého prvku na hodnotu prvku, který chceme vložit do
fronty

Max Heap Insert(A, key)

1 A.heap size← A.heap size+ 1
2 A[A.heap size]← −∞
3 Heap Increase Key(A,A.heap size, key)

složitost: O(log n)
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Řazeńı v lineárńım čase

Řazeńı

3 Přehled algoritmů

4 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

5 Quicksort

6 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

7 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Řazeńı poč́ıtáńım - Counting Sort

p̌redpokládá, že vstupńı posloupnost obsahuje celá č́ısla z intervalu 0 . . . k, kde k
je nějaké pevně dané p̌rirozené č́ıslo

jestliže k = O(n), tak složitost řazeńı poč́ıtáńım je Θ(n)
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting sort

vstupńı posloupnost A[1 . . . n]

pole B[1 . . . n] obsahuje sěrazenou posloupnost

pole C[0 . . . k] se využ́ıvá v pr̊uběhu výpočtu

pro každou hodnotu i = 0, 1, . . . , k spoč́ıtáme, kolik je ve vstupńı
posloupnosti č́ısel i, výsledný počet ulož́ıme do C[i]

pro každou hodnotu i = 0, 1, . . . , k spoč́ıtáme, kolik je ve vstupńı
posloupnosti č́ısel menš́ıch nebo rovných i, využijeme k tomu hodnoty
napoč́ıtané v p̌redcházej́ıćım kroku a výsledný počet ulož́ıme opět do C[i]

procháźıme vstupńı posloupnost od konce a každé č́ıslo ulož́ıme do B p̌ŕımo
na jeho pozici, která je určená počtem menš́ıch nebo rovných č́ısel; hodnoty
v C pr̊uběžně aktualizujeme
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting sort
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting Sort(A,B, k)

1 //inicializace C[0 . . . k]
2 for i = 0 to k do
3 C[i]← 0 od
4 for j = 1 to A.length do
5 C[A[j]]← C[A[j]] + 1 od
6 //C[i] obsahuje počet č́ısel rovných i
7 for i = 1 to k do
8 C[i]← C[i] + C[i− 1] od
9 //C[i] obsahuje počet č́ısel menš́ıch nebo rovných i

10 for j = A.length downto 1 do
11 B[C[A[j]]]← A[j]
12 C[A[j]]← C[A[j]]− 1 od

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 146 / 390



Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Časová složitost

cyklus na řádćıch 2 - 3 (inicializace C) – složitost Θ(k)

cyklus na řádćıch 4 - 5 (počet č́ısel = i) – složitost Θ(n)

cyklus na řádćıch 7 - 8 (počet č́ısel ≤ i) – složitost Θ(k)

cyklus na řádćıch 10 - 12 (p̌resun z A do B) – složitost Θ(n)

celková složitost Θ(k + n)

v praxi použ́ıvaný pro k = O(n)

stabilńı algoritmus: prvky se stejnou hodnotou se ve výstupńı posloupnosti
vyskytuj́ı ve stejném pǒrad́ı jako ve vstupńı posloupnosti (d̊uležité nap̌r. pro
radix sort)
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Varianty a optimalizace

v p̌ŕıpadě, že vstupńı posloupnost obsahuje pouze č́ısla (a ne složitěǰśı datové
objekty s kĺıčem), tak druhý cyklus algoritmu je možné vynechat a zapisovat
do pole B p̌ŕımo č́ısla

algoritmus se dá využ́ıt k odstraňováńı duplicitńıch kĺıč̊u (pole C nahrad́ıme
bitovým polem)

umožňuje efektivńı paralelizaci (vstupńı posloupnost rozděĺıme na stejně velké
podposloupnosti a pro každou z nich poč́ıtáme frekvence výskytu paralelně)

extrasekvenčńı složitost algoritmu je O(n+ k)
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Č́ıslicové řazeńı - Radix Sort

řazeńı č́ısel podle č́ıslic na jednotlivých bitech

postup zleva doprava (most significant digit, MSD) - použ́ıvá se nap̌r. pro
lexikografické uspǒrádáńı

postup zprava doleva (least significant digit, LSD), stabilńı řazeńı

dá se použ́ıt i pro řazeńı položek, které nemaj́ı č́ıselný charakter

použ́ıvá se nap̌r. když poťrebujeme sěradit položky vzhledem k r̊uzným kĺıč̊um

Radix Sort(A, d)

1 for i = 1 to d do
2 použij stabilńı řazeńı a seřad’ položky podle ite č́ıslice
3 od
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Radix Sort

Lema 1

Danou posloupnost n č́ısel s d č́ıslicemi, p̌ričemž č́ıslice můžou nabývat k r̊uzných
hodnot, sěrad́ı Radix Sort korektně v čase Θ(d(n+ k)) za p̌redpokladu, že
stabilńı řazeńı, které využ́ıvá, má složitost Θ(n+ k).

složitost je garantovaná nap̌r. p̌ri použit́ı algoritmu Counting sort

jestliže d je konstanta a k = O(n), pak časová složitost č́ıslicového řazeńı je
lineárńı
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Varianty
řazeńı binárńıch č́ısel (lze zobecnit pro libovolnou č́ıselnou soustavu)

necht’ každé č́ıslo má b bit̊u, zvoĺıme r ≤ b
č́ıslo rozděĺıme na db/re skupin po r bitech

každou skupinu chápeme jako č́ıslo z intervalu 0 až 2r − 1

p̌ri řazeńı postupujeme po skupinách, použijeme Counting sort pro k = 2r − 1

Lema 2

Danou posloupnost n binárńıch b bitových č́ısel Radix Sort korektně sěrad́ı v
čase Θ((b/r)(n+ 2r)) za p̌redpokladu, že stabilńı řazeńı, které využ́ıvá, má
složitost Θ(n+ k) pro č́ısla z intervalu 0 až k.

otázka vhodné volby parametru r pro dané n a b záviśı od poměru veličin n a b

bb < log nc pro r ≤ b plat́ı (n+ 2r) = Θ(n), optimálńı je proto volba r = b pro
kterou je celková složitost č́ıslicového řazeńı (b/b)(n+ 2b) = Θ(n)

bb ≥ log nc pro r = blog nc je složitost je Θ(bn/ log n)
pro r > blog nc je složitost je Ω(bn/ log n)
pro r < blog nc hodnota výrazu (b/r) klesá a hodnota výrazu n+ 2r

z̊ustává Θ(n)
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Řazeńı v lineárńım čase Bucket Sort

Přihrádkové řazeńı - Bucket Sort

p̌redpokládá, že

vstupńı posloupnost obsahuje č́ısla z intervalu [0 . . . 1)

č́ısla rovnoměrně pokrývaj́ı celý interval

interval [0 . . . 1) rozděĺıme na stejně velké podintervaly - koše

vstupńı č́ısla rozděĺıme dle jejich hodnoty do koš̊u

sěrad́ıme prvky v každém koši
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Řazeńı v lineárńım čase Bucket Sort

Bucket sort
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Obrázek:
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Řazeńı v lineárńım čase Bucket Sort

Bucket sort

Bucket Sort(A)

1 //B[0 . . . n− 1] je nové pole
2 n← A.length
3 for i = 0 to n− 1 do
4 B[i]← prázdny seznam od
5 for i = 1 to n do
6 přidej A[i] do seznamu B[bn ·A[i]c] od
7 for i = 0 to n− 1 do
8 seřad’ prvky seznamu B[i] použit́ım řazeńı vkládáńım od
9 spoj seznamy B[0], B[1], . . . , B[n− 1] do jednoho seznamu

necht’ ni označuje počet prvk̊u v koši B[i]

složitost je T (n) = Θ(n) +
∑n−1
i=0 O(n2i )

očekávaná složitost je pro vstup s uniformně rozdělenými č́ısly Θ(n)
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Základńı datové struktury

Datové typy

jaká data jsou poťrebné pro řešeńı problému?

jak se budou data reprezentovat?

jaké operace se budou nad daty provádět?

Datový typ

rozsah hodnot, které může nabývat proměnná daného datového typu

množina operaćı, které jsou pro daný datový typ povolené / definované

nezáviśı na konkrétńı implementaci
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Základńı datové struktury

Datové typy a struktury

jednoduchý (skalárńı) datový typ
data zab́ıraj́ı vždy konstantńı (typicky malé) množstv́ı paměti, zp̌ŕıstupněńı
hodnoty skalárńıho typu trvá konstantńı čas
č́ıselné a znakové typy, typ pravdivostńıch hodnot, výčtový typ

složený datový typ
implementace složeného datového typu se nazývá datová struktura

statický - pevná velikost; časová složitost zp̌ŕıstupněńı prvku je konstantńı
k-tice, pole konstantńı délky

dynamický - neomezená velikost; časová složitost zp̌ŕıstupněńı prvku je
funkćı závislou na velikosti
seznam, zásobńık, fronta, slovńık, strom, graf
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Základńı datové struktury

Dynamické datové typy

množina objekt̊u; v pr̊uběhu výpočtu můžeme do množiny prvky p̌ridávat a
odeb́ırat resp. množinu jinak modifikovat (tzv. dynamická množina)

každý prvek dynamické množiny je reprezentovaný jako objekt, jehož atributy
můžeme zkoumat a modifikovat za p̌redpokladu, že máme ukazatel /
referenci na tento objekt

jeden z atribut̊u objektu je jeho identifikátor - kĺıč key

jestliže všechny prvky maj́ı r̊uzné kĺıče, často mluv́ıme o množině obsahuj́ıćı
kĺıče
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Základńı datové struktury

Dynamické datové typy - základńı operace

Search(S, k) pro množinu S a kĺıč k vrát́ı ukazatel x takový, že x.key = k
resp. Nil, když objekt s kĺıčem k neńı obsažen v množině S

Insert(S, x) do množiny S vlož́ı objekt s ukazatelem x

Delete(S, x) z množiny S odstrańı objekt s ukazatelem x

Maximum(S) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel x na
objekt, jehož kĺıč je maximálńı

Minimum(S) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel x na
objekt, jehož kĺıč je minimálńı

Successor(S, x) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel
na objekt, jehož kĺıč následuje bezprosťredně za kĺıčem x.key, resp.
hodnotu Nil když x je maximálńı

Predecessor(S, x) symetricky k Successor
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Vyhledávaćı stromy

Datové struktury

8 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

9 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

10 B-stromy

11 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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Vyhledávaćı stromy Motivace

Problém rezervaćı

online rezervačńı systém
(nap̌r. rezervace lékǎrského vyšeťreńı, p̌ristávaćı ranveje, . . . )

množina rezervaćı R

požadavek t na rezervaci

rezervace může být potvrzena právě když v intervalu (t− k, t+ k) neńı žádná
jiná rezervace (k je délka trváńı události) a současně t je aktuálńı

mazáńı realizovaných aktualizaćı

p̌ŕıklad: R = {21, 26, 29, 36}, k = 3, aktuálńı čas 20

rezervace 24 neńı validńı (možná), protože 26 ∈ R
33 je OK
15 neńı validńı, protože aktuálńı čas je 20
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Vyhledávaćı stromy Motivace

Problém rezervaćı - řešeńı

jaký datový typ je vhodný pro reprezentaci R a realizaci požadovaných operaćı???

uspǒrádaný seznam
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(1)

uspǒrádané pole
ově̌reńı rezervace v čase O(log n), záznam rezervace v čase O(n)

neuspǒrádaný seznam / pole
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(1)

minimová halda
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(log n), aktuálnost
rezervace v čase O(1)

binárńı pole rezervace t je uložena v položce s indexem t – problém velikosti pole

existuje lepš́ı řešeńı?? současně efektivńı vyhledáváńı i vkládáńı!
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Vyhledávaćı stromy

umožňuj́ı efektivńı implementaci operaćı Search, Minimum, Maximum,
Predecessor, Successor, Insert, Delete

operace nad vyhledávaćım stromem maj́ı složitost úměrnou hloubce
stromu, tj. v nejhořśım p̌ŕıpadě až lineárńı

binárńı vyhledávaćı stromy - každý vrchol stromu má nejvýše 2 následńıky,
tj. strom může ḿıt až hloubku n

vyvážené binárńı vyhledávaćı stromy maj́ı logaritmickou hloubku, tj.
operace maj́ı složitost O(log n)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Binárńı vyhledávaćı stromy (BVS)

datová struktura, která využ́ıvá ukazatele

každý vrchol (uzel) stromu p̌redstavuje jeden objekt

každý vrchol obsahuje

• kĺıč
• ukazatele left, right a p na levého syna, pravého syna a na otce; ukazatel
má hodnotu Nil právě když vrchol nemá p̌ŕıslušného syna, resp. otce
• p̌ŕıpadné daľśı data

v binárńım vyhledávaćım stromu jsou kĺıče vždy uloženy tak, že plat́ı

BVS vlastnost

jestliže x je vrchol BVS a

y je vrchol v levém podstromu vrcholu x, tak plat́ı y.key ≤ x.key
y je vrchol v pravém podstromu vrcholu x, tak plat́ı y.key ≥ x.key
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - procházeńı stromu

ćılem je proj́ıt strom tak, aby každý vrchol byl navšt́ıven právě jednou

využit́ı: provedeńı operace nad každým vrcholem, výpis kĺıč̊u, kontrola
vlastnost́ı stromu, . . .

strom procháźıme rekurzivně

zač́ınáme v kǒreni stromu

(rekurzivně) navšt́ıv́ıme všechny vrcholy levého podstromu kǒrene

(rekurzivně) navšt́ıv́ıme všechny vrcholy pravého podstromu kǒrene
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - výpis kĺıč̊u

8

7

5

5

3

2

kĺıče uložené v BVS můžeme vypsat v pǒrad́ı

inorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme mezi vypsáńım kĺıč̊u
uložených v jeho levém a pravém podstromě (2 3 5 5 7 8)

preorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme p̌red vypsáńım kĺıč̊u
uložených v jeho levém a pravém podstromě (5 3 2 5 7 8)

postorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme po vypsáńı kĺıč̊u uložených
v jeho levém a pravém podstromě (2 5 3 8 7 5)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Inorder

Inorder Tree Walk(x)

1 if x 6= Nil
2 then Inorder Tree Walk(x.left)
3 print x.key
4 Inorder Tree Walk(x.right)
5 fi

Inorder Tree Walk(T.root) vyṕı̌se kĺıče uložené v BVS T
od nejmenš́ıho po nejvěťśı

časová složitost je Θ(n), kde n je počet vrchol̊u stromu T

BVS Sort - časová složitost ???
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - vyhledáváńı ve stromu
zač́ınáme v kǒreni stromu, postupujeme rekurzivně

porovnáme hledaný kĺıč k s kĺıčem uloženým v navšt́ıveném uzlu, jestliže se
rovnaj́ı, tak vyhledáváńı konč́ı úspěchem

jestliže hledaný kĺıč k je menš́ı než kĺıč x.key uložený v navšt́ıveném uzlu x,
tak pokračujeme v levém podstromu uzlu x

v opačném p̌ŕıpadě pokračujeme v pravém podstromu uzlu x

vyhledáváńı konč́ı neúspěchem právě když hledaný kĺıč neńı uložen ani
v navšt́ıveném listu

Tree Search(x, k)

1 if x = Nil ∨ k = x.key
2 then return x fi
3 if k < x.key
4 then return Tree Search(x.left, k)
5 else return Tree Search(x.right, k) fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - minimálńı a maximálńı kĺıč

jestliže hledáme minimálńı kĺıč, tak v stromu postupujeme vždy doleva

jestliže hledáme maximálńı kĺıč, tak v stromu postupujeme vždy doprava

Tree Minimum(x)

1 while x.left 6= Nil do x← x.left od
2 return x

Tree Maximum(x)

1 while x.right 6= Nil do x← x.right od
2 return x
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌redch̊udce a následńık

p̌redpokládáme, že všechny kĺıče uložené v stromě jsou vzájemně r̊uzné3

následńıkem uzlu x je uzel, který obsahuje nejmenš́ı kĺıč věťśı než x.key
(successor)

p̌redch̊udcem uzlu x je uzel, který obsahuje nejvěťśı kĺıč menš́ı než x.key
(predecessor)

3analogicky se operace definuj́ı i pro strom, který může obsahovat uzly se stejnými kĺıči
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

následńıkem uzlu x je uzel, který obsahuje nejmenš́ı kĺıč věťśı než x.key

jestliže uzel x má neprázdný pravý podstrom, tak jeho následńıkem je
nejmenš́ı kĺıč uložený v jeho pravém podstromu

jestliže pravý podstrom je prázdný, tak

• následńıkem x je uzel y takový, že x.key je nejvěťśım kĺıčem v levém
podstromu uzlu y
• uzel y je prvńım uzlem na cestě z x do kǒrene stromu takový, že
y.key > x.key (jinými slovy x paťŕı do levého podstromu uzlu y)

Tree Successor(x)

1 if x.right 6= Nil
2 then return Tree Minimum(x.right) fi
3 y ← x.p
4 while y 6= Nil ∧ x = y.right
5 do x← y
6 y ← y.p
7 od
8 return y
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌ridáńı nového uzlu
procháźıme strom stejně jako kdybychom kĺıč nového uzlu vyhledávali
hledáme vrchol, jehož p̌ŕıslušný podstrom je prázdný (levý podstrom, když
kĺıč nového uzlu je menš́ı než kĺıč vrcholu, pravý podstrom když je věťśı) a
nový uzel se stane jeho p̌ŕıslušným synem

Tree Insert(T, z)
1 y ← Nil
2 x← T.root
3 while x 6= Nil do
4 y ← x
5 if z.key < x.key then x← x.left
6 else x← x.right fi
7 od
8 z.p← y
9 if y = Nil then T.root← z

10 else if z.key < y.key then y.left← z
11 else y.right← z fi
12 fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 1
p̌ri odstraňováńı uzlu z, můžou nastat 3 p̌ŕıpady

z nemá žádného syna

uzel odstrańıme

q

z

q

NIL NIL

NIL
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 2

z má jediného syna

syna p̌resuneme na pozici uzlu z tak, že otec uzlu z se stane otcem jeho syna

q

z

e

q

z

r

q

r

q

e

NIL

NIL
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 3

z má dva syny

poťrebujeme naj́ıt uzel y, který nahrad́ı uzel z

vhodným kandidátem na y je následńık uzlu z (symetricky bychom mohli
využ́ıt p̌redch̊udce uzlu z)

protože pravý podstrom uzlu z je neprázdný, tak následńık y uzlu z je
nejmenš́ım uzlem v pravém podstromě uzlu z

y nemá levého syna, proto ho můžeme p̌resunout na pozici z

q

z

r

y

x

e

NIL

q

y

r

x

e
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌resun podstromů

Transplant nahrad́ı podstrom s kǒrenem u podstromem s kǒrenem v

otcem uzlu v se stane otec uzlu u

otec uzlu u bude ḿıt uzel v jako svého syna

Transplant(T, u, v)

1 if u.p = Nil then T.root← v
2 else if u = u.p.left then u.p.left← v
3 else u.p.right← v
4 fi
5 fi
6 if v 6= Nil then v.p← u.p fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu

Tree Delete(T, z)

1 if z.left = Nil
2 then Transplant(T, z, z.right)
3 else if z.right = Nil
4 then Transplant(T, z, z.left)
5 else y ← Tree Minimum(z.right)
6 if y.p 6= z then Transplant(T, y, y.right)
7 y.right← z.right
8 y.right.p← y
9 fi

10 Transplant(T, z, y)
11 y.left← z.left
12 y.left.p← y
13 fi
14 fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Složitost

všechny uvedené operace nad binárńım vyhledávaćım stromem maj́ı složitost
úměrnou hloubce stromu, tj. v nejhořśım p̌ŕıpadě O(n), kde n je počet uzl̊u
stromu

p̌ri hledáńı p̌redchůdce a následńıka nemuśıme v̊ubec porovnávat kĺıče

operace se daj́ı využ́ıt k sěrazeńı kĺıč̊u nap̌r. tak, že najdeme minimálńı kĺıč a
pak (rekurzivně) jeho následńıka (složitost?!)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Vyvážené binárńı vyhledávaćı stromy

hloubka stromu je logaritmická

složitost operaćı je úměrná hloubce stromu

AVL stromy

2 - 3 stromy

2 - 3 - 4 stromy

B stromy

červeno černé stromy
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Modifikace datových struktur

reálné situace, ve kterých poťrebujeme datovou strukturu odlǐsnou od

”
učebnicových struktur“

??? účelnost návrhu úplně nové struktury

možné řešeńı:
• rozš́ı̌reńı některé známé struktury o nové informace
• návrh nových operaćı nad takto rozš́ı̌renou strukturou
• . . . p̌ri zachováńı efektivnosti původńıch operaćı

p̌ŕıklad: využit́ı binárńıch vyhledávaćıch stromů pro reprezentaci množiny interval̊u

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 179 / 390



Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Reprezentace interval̊u
č́ıselný interval 〈t1, t2〉
objekt i s atributy i.low a i.high

intervaly i a i′ se p̌rekrývaj́ı právě když i.low ≤ i′.high a současně
i′.low ≤ i.high
pro libovolné dva intervaly i a i′ plat́ı právě jedna z možnost́ı
• intervaly se p̌rekrývaj́ı
• interval i je vlevo od i′, tj. i.high < i′.low
• interval i′ je vlevo od i, tj. i′.high < i.low

hledáme datovou strukturu pro reprezentaci množiny interval̊u nad kterou je
možné efektivně implementovat operace

Interval Insert(T, x) – do množiny interval̊u T p̌ridá objekt reprezentuj́ıćı
interval x

Interval Delete(T, x) – z množiny interval̊u T odstrańı objekt
reprezentuj́ıćı interval x

Interval Search(T, i) – vrát́ı ukazatel na objekt, který reprezentuje
interval p̌rekrývaj́ıćı se s intervalem i resp. hodnotu Nil, když takový objekt
neexistuje
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

řešeńı 1

seznam interval̊u

p̌ridáńı intervalu v konstantńım čase

odebráńı a vyhledáńı intervalu v čase O(n) (n je počet interval̊u v množině)

řešeńı 2

uspǒrádaný seznam interval̊u

všechny operace v čase O(n)

intervalové stromy

rozš́ı̌reńı binárńıch vyhledávaćıch stromů
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Intervalové stromy

binárńı vyhledávaćı strom

každý uzel má atributy i.low, i.high, a i.max

jako kĺıč je použita hodnota x.low

x.max je maximálńı hodnota krajńıho bodu intervalu uloženého v podstromu
s kǒrenem x

x.max = max{x.high, x.left.max, x.right.max}
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Přidáńı nového intervalu

postupujeme jako v BVS od kǒrene, vkládaný uzel se stane listem

každému uzlu y na cestě z kǒrene do nového uzlu x aktualizujme hodnotu
y.max právě když y.max < x.high

pro žádný vrchol nelež́ıćı na cestě z kǒrene do nového uzlu se hodnota max
neměńı
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Odstraněńı intervalu

postupujeme jako v BVS

na pozici odstraněného uzlu se p̌resune uzel y

pro aktualizaci hodnot max procháźıme cestu od původńı pozice uzlu y do
kǒrene a každému uzlu z na této cestě aktualizujeme hodnotu
z.max = max{z.left.max, z.right.max, z.high}

složitost operace se navýš́ı o O(n)

celková složitost operace odstraněńı intervalu z̊ustává asymptoticky stejná
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu

Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a (x.low, x.high) se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi
6 od
7 return x

složitost

vyhledáváńı zač́ıná v kǒreni

po každé iteraci cyklu testujeme uzel, jehož hloubka je o 1 vyš̌śı

složitost je úměrná hloubce stromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu

Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a 〈x.low, x.high〉 se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi od
6 return x

korektnost - p̌ŕıpad 1 - ve vyhledáváńı postupujeme doprava

p̌redpokládejme, že ve vyhledáváńı postupujeme z uzlu x doprava a levý
podstrom neńı prázdný

plat́ı x.left.max < i.low (jinak bychom postupovali doleva)

pro každý interval 〈a, b〉 z levého podstromu plat́ı
b ≤ x.left.max (z definice hodnoty max)

b < i.low znamená, že i se nep̌rekrývá se žádným intervalem v levém
podstromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu
Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a 〈x.low, x.high〉 se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi
6 od
7 return x

korektnost - p̌ŕıpad 2 - ve vyhledáváńı postupujeme doleva

p̌redpokládejme, že žádný interval levého podstromu se nep̌rekrývá s i

v levém podstromu lež́ı interval 〈c, d〉 takový, že d = x.left.max

i.high < c (i a 〈c, d〉 se nep̌rekrývaj́ı)

pro každý interval 〈a, b〉 z pravého podstromu plat́ı c ≤ a (vlastnost BVS)

i.high < a znamená, že i se nep̌rekrývá se žádným intervalem v pravém
podstromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Intervalové stromy - modifikace

vyhledáváńı všech p̌rekrývaj́ıćıch se interval̊u

intervaly vyš̌śı dimenze

naḿısto obecného binárńıho vyhledávaćıho stromu můžeme použ́ıt vyvážený
binárńı vyhledávaćı strom
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Radix trees

využit́ı binárńıch vyhledávaćıch stromů pro lexikografické řazeńı binárńıch
řetězc̊u

řetězce postupně vkládáme do vyhledávaćıho stromu

po vložeńı všech řetězc̊u strom prohledáme a kĺıče vyṕı̌seme v pǒrad́ı preorder

časová složitost je Θ(n), kde n je součet délek všech řetězc̊u

zobecněńı pro řetězce nad libovolnou abecedou - použijeme stromy, jejichž
arita je stejná jako velikost abecedy
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Červeno černé stromy

Datové struktury

8 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

9 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

10 B-stromy

11 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 190 / 390



Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Červeno černé stromy

Červeno černý strom je binárńı vyhledávaćı strom, jehož každý uzel je obarvený
červenou anebo černou barvou a splňuje podḿınky

1 kǒren stromu je černý

2 listy stromu nenesou žádnou hodnotu, tj. jsou označeny Nil, a maj́ı černou
barvu

3 když je uzel červený, tak jeho otec je černý

4 pro každý uzel x stromu plat́ı, že všechny cesty z uzlu x do list̊u obsahuj́ı
stejný počet černých uzl̊u

alternativně: oba synové červeného uzlu maj́ı černou barvu

každý uzel obsahuje atributy key, color, left, right, p

jestliže uzel nemá některého syna anebo otce, tak p̌ŕıslušný atribut má
hodnotu Nil
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška uzlu a černá výška uzlu

výška uzlu x je rovna počtu hran na nejdeľśı cestě z x do listu
černá výška uzlu x, bh(x), je rovna počtu černých uzl̊u na cestě z x do listu
(uzel x nezapoč́ıtáváme)
(d́ıky vlastnosti 4 je černá výška dob̌re definovaná!)

bh = 2

bh = 2

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL bh = 1

bh = 1

7

3 18

10 22

8 11 26
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška červeno černého stromu

Lema 3

Každý uzel s výškou h má černou výšku alespoň h/2.

z vlastnosti 4 plyne, že v nejhořśım p̌ŕıpadě je každý druhý uzel na cestě červený

Lema 4

Pro každý uzel x plat́ı, že podstrom s kǒrenem x má alespoň 2bh(x) − 1 vniťrńıch
uzl̊u4.

důkaz indukćı k výšce h uzlu x

h = 0 x je list =⇒ bh(x) = 0 a současně počet vniťrńıch uzl̊u podstromu
s kǒrenem x je 0

h > 0 • necht’ x má výšku h a černou výšku bh(x) = b
• každý syn uzlu x má výšku h− 1 a černou výšku b anebo b− 1
• z indukčńıho p̌redpokladu má podstrom každého syna alespoň
2bh(x)−1 − 1 vniťrńıch uzl̊u
• podstrom s kǒrenem x má alespoň 2(2bh(x)−1 − 1) + 1 = 2bh(x) − 1
vniťrńıch uzl̊u

4vniťrńım uzlem rozuḿıme uzel, který nese hodnotu, tj. list neńı vniťrńım uzlem
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška červeno černého stromu

Věta 5

Červeno černý strom s n vniťrńımi uzly má výšku nejvýše 2 log2(n+ 1).

necht’ strom má výšku h a černou výšku b

z p̌redchoźıch lemmat plyne

n ≥ 2b − 1 ≥ 2h/2 − 1

po úpravě log2(n+ 1) ≥ h/2, a tedy h ≤ 2 log2(n+ 1)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Červeno černé stromy - operace

Search, Min, Max, Successor, Predecessor se implementuj́ı stejně
jako pro binárńı vyhledávaćı stromy

vyjmenované operace maj́ı složitost O(log n)

Insert a Delete modifikuj́ı strom

modifikace může porušit vlastnosti červeno černého stromu

jsou poťrebné daľśı kroky, které vlastnosti obnov́ı

základńı operaćı, která vede k obnoveńı požadovaných vlastnost́ı, je rotace
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Rotace

α

y

x

x

y

β

γ α

β γLeft Rotate(x)

Right Rotate(y)

rotace zachovává vlastnost binárńıho vyhledávaćıho stromu

a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ ⇒ a ≤ x ≤ b ≤ y ≤ c

časová složitost O(1)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Rotace

Left Rotate(T, x)
1 y ← x.right
2 x.right← y.left
3 if y.left 6= Nil
4 then y.left.p← x fi
5 y.p← x.p
6 if x.p = Nil
7 then T.root← y
8 else if x = x.p.left
9 then x.p.left← y

10 else x.p.right← y fi fi
11 y.left← x
12 x.p← y
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu

uzel x do stromu p̌ridáme stejným postupem jako do binárńıho vyhledávaćı
stromu

jakou barvou máme obarvit nový uzel?

obě možnosti maj́ı za důsledek porušeńı některých vlastnost́ı červeno černého
stromu

řešeńı: obarvi uzel x červenou barvou

vlastnosti

1 (černý kǒren) jestliže x je kǒrenem, tak vlastnost neplat́ı
3 (otec červeného uzlu je černý) nemuśı platit
4 (stejná černá výška) z̊ustává v platnosti
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - schéma
RB Insert(T, a)

1 Tree Insert(T, a)
2 a.color ← red
3 while a 6= T.root ∧ a.p.color = red
4 do if a.p = a.p.p.left
5 then d← a.p.p.right
6 if d.color = red
7 then p̌ŕıpad 1
8 else if a = a.p.right
9 then p̌ŕıpad 2

10 else p̌ŕıpad 3
11 fi
12 fi
13 else stejně jako THEN se záměnou left a right
14 fi
15 od
16 T.root.color ← black
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - schéma

p̌ŕıpad 1

a.p.color ← black
d.color ← black
a.p.p.color ← red
a← a.p.p

p̌ŕıpad 2

a← a.p
Left Rotate(T, a)

p̌ŕıpad 3

a.p.color ← black
a.p.p.color ← red
Right Rotate(T, a.p.p)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 1
nově p̌ridaný uzel a je červený

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce5

strýc d uzlu a je červený

praotec c uzlu a je černý

obarvi otce (b) a strýce (d) uzlu a černou barvou

obarvi praotce (c) uzlu a červenou barvou

z

x y

p

c

b d

a q
⇒

z

x y

p

c

b d

a q

stromy z, x, y, p, q maj́ı černý kǒren a všechny maj́ı stejnou černou výšku
5situace když b je pravým synem svého otce se řeš́ı symetricky
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 2
uzel a je červený a je pravým synem svého otce

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce

strýc d uzlu a je černý

praotec c uzlu a je černý

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

pokračuj na p̌ŕıpad 3

p

c

a d

y

⇒ ⇒ pokračuj na

z x

b qp

c

b d

z

x y

a q

Left Rotate(b)

p̌ŕıpad 3

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 202 / 390



Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 3

uzel a je červený a je levým synem svého otce

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce

strýc d uzlu a je černý

praotec c uzlu a je černý

proved’ pravou rotaci kolem praotce (c) uzlu a

vyměň obarveńı mezi otcem (b) uzlu a a jeho novým bratrem (c)

y

z x

p

c

b d

a q z

p q

y

b

a c

d

Right Rotate(c)

x z

p q

y

b

a c

dx

⇒ ⇒
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Složitost p̌ridáńı nového uzlu

p̌ŕıpad 1: změna obarveńı 3 uzl̊u

p̌ŕıpady 2 a 3: jedna nebo dvě rotace a změna obarveńı 2 uzl̊u

v p̌ŕıpadě 1 může změna barvy praotce (c) uzlu a způsobit nový konflikt a to
když otec uzlu c má červenou barvou

v popsaném p̌ŕıpadě muśıme pokračovat daľśı iteraćı a korigovat barvu uzlu c

konečnost je garantována faktem, že každou iteraćı se zmenšuje vzdálenost
korigovaného uzlu od kǒrene stromu

celková složitost O(log n)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu

uzel x ze stromu odstrańıme stejným postupem jako z binárńıho vyhledávaćı
stromu

v p̌ŕıpadě, že odstraněný uzel měl červenou barvu, vlastnosti stromu z̊ustávaj́ı
zachované

v p̌ŕıpadě, že měl černou barvu, může doj́ıt k porušeńı vlastnosti 4 (stejná
černá výška)

černou barvu z odstraněného uzlu p̌resouváme směrem ke kǒrenu tak,
abychom obnovili platnost vlastnosti 4
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpady 1 a 2

a nemá levého syna
odstraň a a nahrad’ ho jeho pravým synem (b)
jestliže po p̌resunu uzel b a jeho otec porušuj́ı vlastnost 3 (oba jsou červené),
tak uzel b obarv́ıme černou barvou; t́ım zachováme černou výšku (a musel být
černý)

a nemá pravého syna - symetricky

a

b

a

b

b

q

b

NIL

NIL
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpad 3

a má dva syny, následńık (successor) uzlu a je jeho pravým synem

odstraň a a nahrad’ ho jeho následńıkem (c)
levý syn uzlu a se stane levým synem následńıka uzlu a

po p̌resunu obarv́ıme následńıka (c) barvou uzlu a
jestliže následńık měl původně černou barvu, tak černou barvu dostane jeho
syn, tj. syn má dvě barvy (červenou a černou anebo černou a černou)
problém dvou barev vy̌reš́ıme p̌ri korekci

a

c

d

b

NIL

c

db
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpad 4

a má dva syny, následńık (successor) uzlu a neńı jeho synem

následńıka (d) nahrad’ jeho pravým synem (e)
odstraň a a nahrad’ ho jeho následńıkem (d), synové uzlu a se stanou syny
následńıka (d)
po p̌resunu obarv́ıme následńıka (d) barvou uzlu a
jestliže následńık měl původně černou barvu, tak černou barvu dostane jeho
syn, tj. syn má dvě barvy (červenou a černou anebo černou a černou)
problém dvou barev vy̌reš́ıme p̌ri korekci

a

c

d

e

b

NIL

d

c

e

b
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 1

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a je červený

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

vyměň barvy mezi otcem (b) a praotcem (c) uzlu a

pokračuj některým z následuj́ıćıch p̌ŕıpadů

p

x y

z

b

w q

a c

d e

Rotate Left(b)

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

jiný p̌ŕıpad

stromy x, y, z, w, p, q maj́ı stejnou černou výšku, nemaj́ı žádný uzel s dvěma
barvami a neporušuj́ı žádnou vlastnost červeno černého stromu
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 2

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a stejně jako oba jeho synové (d, e) maj́ı černou barvu

vezmi jednu černou barvu z uzlu a a p̌resuň ji do jeho otce (b)

bratr (c) uzlu a dostane červenou barvu (aby se zachovala černá výška)

uzel se dvěma barvami se p̌resunul bĺıž ke kǒrenu, problém jeho dvou barev
řeš́ıme rekurzivně

p

x y

z

b

w q

c

d e

⇒a

p

x y

z w q

c

d e

a

b
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 3

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a a jeho pravý syn (e) maj́ı černou barvu, levý syn (d) je
červený

proved’ pravou rotaci kolem bratra (c) uzlu a

vyměň barvy mezi původńım a novým bratrem uzlu a (d, c)

pokračuj p̌ŕıpadem 4

qp

w

zx y

pokračuj
p̌ŕıpadem 4

qp

w

zx y

p

x y

z

b

w q

a c

d e

a

b

d

c

e

a

b

d

c

e

Rotate Right

⇒ ⇒ ⇒
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 4

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a má černou barvu, jeho pravý syn (e) má červenou barvu

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

obarvi nového praotce (c) uzlu a barvou jeho otce (b)

p̌resuň černou barvu z uzlu a na jeho otce (b), otec (b) se stane černým

uzel (e) se stane černým

p

x y

z

b

w q

c

d e

Rotate Left

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

a
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Červeno černé stromy Rank prvku

Pǒrad́ı (rank) prvku

využit́ı červeno černých stromů p̌ri určeńı ranku (pǒrad́ı) prvku a vyhledáváńı
prvku s daným rankem

množina A obsahuj́ıćı n vzájemně r̊uzných č́ısel

č́ıslo x ∈ A má rank i právě když v A existuje p̌resně i− 1 č́ısel menš́ıch než x

možné řešeńı

jestliže prvky A jsou uložené v poli, tak v čase O(n) můžeme
• naj́ıt č́ıslo s rankem i
• určit rank daného č́ısla

existuje efektivněǰśı řešeńı?

p̌ri použit́ı červeno černých stromů dokážeme oba problémy vy̌rešit v čase O(log n)
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Červeno černé stromy Rank prvku

Rozš́ı̌reńı červeno černých stromů

požadujeme

efektivńı implementaci standardńıch operaćı nad červeno černým stromem

efektivńı implementaci operace RB Select(x, i), která najde i-ty nejmenš́ı
kĺıč v podstromě s kǒrenem x

efektivńı implementaci operace RB Rank(T.x), která urč́ı rank kĺıče
uloženého v uzlu x

jestliže strom obsahuje uzly se stejnými kĺıči, tak rankem kĺıče je pǒrad́ı uzlu
v Inorder uspǒrádáńı uzl̊u stromu
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Červeno černé stromy Rank prvku

Princip

ke každému uzlu x p̌ridáme atribut x.size - počet (vniťrńıch) uzl̊u v podstromě
s kǒrenem x, včetně uzlu x

x.size = x.left.size+ x.right.size+ 1

8

6

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL 3

1

7

3 18

10 22

8 11 26
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Červeno černé stromy Rank prvku

Vyhledáńı kĺıče s daným rankem

RB Select(x, i)

1 r ← x.left.size+ 1
2 if i = r then return x
3 else if i < r then return RB Select(x.left, i)
4 else return RB Select(x.right, i− r) fi fi

korektnost

z definice atributu .size plyne, že počet uzl̊u v levém podstromu uzlu x
navýšený o 1 (r) je p̌resně rank kĺıče uloženého v x v podstromě s kǒrenem x

když i = r, tak x je hledaný uzel

když i < r, tak i-ty nejmenš́ı kĺıč se nacháźı v levém podstromě uzlu x a je
i-tým nejmenš́ım kĺıčem v tomto podstromě

když i > r, tak i-ty nejmenš́ı kĺıč se nacháźı v pravém podstromě uzlu x a
jeho pǒrad́ı v tomto podstromě je i sńıžené o počet uzl̊u levého podstromu
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Červeno černé stromy Rank prvku

Vyhledáńı kĺıče s daným rankem

RB Select(x, i)

1 r ← x.left.size+ 1
2 if i = r then return x
3 else if i < r then return RB Select(x.left, i)
4 else return RB Select(x.right, i− r) fi fi

složitost

každé rekurzivńı voláńı se aplikuje na strom, jehož hloubka je o 1 menš́ı

hloubka červeno černého stromu je O(log n)

složitost RB Select je O(log n)

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 217 / 390



Červeno černé stromy Rank prvku

Určeńı ranku daného prvku

8

6

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL 3

1

7

3 18

10 22

8 11 26

rank prvku 11

všechny uzly v levém podstromě uzlu 11

sledujeme cestu od 11 do kǒrene

jestliže uzel na cestě je levým synem, neměńı rank prvku 11

jestliže uzel na cestě je pravým synem, tak on sám jakož i jeho levý podstrom
obsahuj́ı kĺıče menš́ı než 11
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Červeno černé stromy Rank prvku

Určeńı ranku daného prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

korektnost

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

inicializace na začátku je r rovné ranku x.key v podstromě s kǒrenem x a x = y
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Červeno černé stromy Rank prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

iterace

na konci cyklu se vykoná y ← y.p
po provedeńı cyklu proto muśı platit, že r je rank x.key v podstromě
s kǒrenem y.p
jestliže y je levý syn, tak všechny kĺıče v podstromě jeho bratra jsou věťśı
než x.key a r se neměńı
jestliže y je pravý syn, tak všechny hodnoty v podstromě jeho bratra jsou
menš́ı než x.key a hodnota r se zvýš́ı o velikost tohoto stromu plus 1 (kĺıč
v uzlu y.p je taky menš́ı než x.key)
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Červeno černé stromy Rank prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

ukončeńı
výpočet konč́ı když y = T.root, z platnosti invariantu plyne korektnost
algoritmu

složitost

po každé iteraci se sńıž́ı vzdálenost y od kǒrene o 1

hloubka červeno černého stromu je O(log n)

složitost RB Rank je O(log n)
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Červeno černé stromy Rank prvku

Přidáńı nového uzlu

p̌ridáńı uzlu postupujeme od kǒrene do listu, kde vytvǒŕıme nový uzel, p̌ritom se
změńı (o 1) pouze velikost podstromů těch uzl̊u, kterými procháźıme

korekce stromu změna barvy uzlu neměńı velikost podstromu
p̌ri rotaci se může změnit velikost podstromů
proceduru Left Rotate doplńıme o p̌ŕıkazy
y.size← x.size
x.size← x.left.size+ x.right.size+ 1

symetricky pro pravou rotaci

5

36
14

20
9

20
14

36
8

3

4 5

3 4

Left Rotate(T, x)

Right Rotate(T, y)

x

y x

y

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 222 / 390



Červeno černé stromy Rank prvku

Odstraněńı uzlu

prvńı fáze odstrańı uzel ze stromu
• na pozici odstraněného uzlu se p̌resune uzel y
• pro aktualizaci hodnot size procháźıme cestu od původńı pozice uzlu y do
kǒrene a každému uzlu na této cestě sńıž́ıme hodnotu size o 1
• složitost operace se navýš́ı o O(log n)

korekce obarveńı stromu
• ke změně velikosti podstromu může doj́ıt p̌ri rotaci, aktualizace hodnot viz
p̌ridáńı nového uzlu
• počet rotaćı je nejvýše 3, složitost se navýš́ı o O(1)

složitost p̌ridáváńı i odstraňováńı uzlu z̊ustává asymptoticky stejná
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B-stromy

Datové struktury

8 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

9 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

10 B-stromy

11 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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B-stromy

B stromy

B stromy jsou zobecněńım binárńıch vyhledávaćıch stromů

B strom je balancovaný, všechny listy maj́ı stejnou hloubku

vniťrńı uzel stromu obsahuje t− 1 kĺıč̊u a má t následńık̊u

kĺıče ve vniťrńıch uzlech stromu zároveň vymezuj́ı t interval̊u, do kterých paťŕı
kĺıče každého z jeho t podstromů

využit́ı B stromů

B stromy se typicky použ́ıvaj́ı v databázových systémech a aplikaćıch, kde
objem zpracovávaných dat neńı možné uchovávat v operačńı paměti

počet kĺıč̊u uložených v uzlu (a t́ım i počet následńık̊u) se může pohybovat
od jednotek po tiśıce; ćılem je minimalizovat počet p̌ŕıstupů na disk

v pseudokódu modelujeme p̌ŕıstupy operacemi Disk Reada Disk Write

existuj́ı r̊uzné varianty, podrobněji viz nap̌r. PV062

Bayer, McCreight 1972
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B-stromy

B stromy vs BVS a červeno černé stromy

zachován princip vyhledáváńı

všechny uzly maj́ı stejnou hloubku

uzly B stromů můžou ḿıt v́ıc následńık̊u

výška B stromu je O(log n), d́ıky věťśımu počtu následńık̊u může být ale
výrazně menš́ı

operace minimalizuj́ı pr̊uchod stromem
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B-stromy

Stupeň B stromu
minimálńı stupeň stromu

č́ıslo t, které definuje dolńı a horńı hranici na počet kĺıč̊u uložených v uzlu

každý uzel (s výjimkou kǒrene) muśı obsahovat alespoň t− 1 kĺıč̊u

jestliže strom je neprázdný, tak kǒren muśı obsahovat alespoň jeden kĺıč

každý vniťrńı uzel (s výjimkou kǒrene) muśı ḿıt alespoň t následńık̊u

každý uzel může obsahovat nejvýše 2t− 1 kĺıč̊u

každý vniťrńı uzel může ḿıt nejvýše 2t následńık̊u

uzel, který má p̌resně 2t− 1 kĺıč̊u, se nazývá plný

nejjednoduš̌śı B strom má minimálńı stupeň 2

každý jeho vniťrńı uzel má 2, 3 anebo 4 následńıky

obvykle se označuje jako 2-3-4 strom
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B-stromy

Výška B stromu
všechny listy maj́ı stejnou hloubku

B strom s n ≥ 1 kĺıči a minimálńım stupněm t ≥ 2 má hloubku nejvýše

h ≤ logt
n+ 1

2

kǒren obsahuje alespoň jeden kĺıč, každý vniťrńı uzel alespoň t− 1 kĺıč̊u

strom má 1 uzel hloubky 0 (kǒren), alespoň 2 uzly hloubky 1, alespoň 2t uzl̊u
hloubky 2, alespoň 2t2 uzl̊u hloubky 3, obecně alespoň 2th−1 uzl̊u hloubky h

n ≥ 1 + (t− 1)

h∑
i=1

2ti−1 = 1 + 2(t− 1)

h−1∑
i=0

ti

= 1 + 2(t− 1)
( th − 1

t− 1

)
= 2th − 1

z toho th ≤ n+1
2 a tedy logt t

h ≤ logt
n+1
2 �

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 228 / 390



B-stromy

Kĺıče v B stromu

každý uzel x má atributy
• x.n - počet kĺıč̊u uložených v uzlu x
• kĺıče x.key1, x.key2, · · · , x.keyx.n, které jsou uloženy v neklesaj́ıćım pǒrad́ı
• x.leaf - booleovská proměnná nabývaj́ıćı hodnotu je true právě když uzel x
je listem stromu

každý vniťrńı uzel x obsahuje nav́ıc x.n+ 1 ukazatel̊u
x.c1, x.c2, . . . , x.cx.n+1

kĺıče x.keyi definuj́ı intervaly, z kterých jsou kĺıče uložené v každém
z podstromů; jestliže ki je kĺıč uložený v podstromě s kǒrenem x.ci, tak plat́ı

k1 ≤ x.key1 ≤ k2 ≤ x.key2 ≤ . . . ≤ x.keyx.n ≤ kx.n+1

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 229 / 390



B-stromy

Operace nad B stromem

vytvǒreńı stromu; vyhledáváńı, p̌ridáńı a odstraněńı kĺıče

typické aplikace, které využ́ıvaj́ı B stromy, pracuj́ı s daty uloženými na
exterńım disku

p̌red každou operaćı, která p̌ristupuje k objektu x, se nejďŕıve muśı vykonat
operace Disk Read(x), která zkoṕıruje objekt do operačńı paměti
(za p̌redpokladu, že tam neńı)

symetricky operace Disk Write(x) se použije pro uložeńı všech změn
vykonaných nad objektem x

p̌redpokládáme, že kǒren B stromu je vždy uložený v operačńı paměti a proto
nad kǒrenem vykonáváme pouze operaci Disk Write

asymptotická složitost všech operaćı je úměrná hloubce stromu, tj. O(log n),
kde n je počet kĺıč̊u uložených v stromu

z důvodu optimalizace počtu p̌ŕıstupů na exterńı disk jsou všechny operace
navrženy tak, aby se uzel stromu navšt́ıvil nejvýše jednou, tj. všechny operace
postupuj́ı směrem od kǒrene dol̊u a nikdy se nevracej́ı do již navšt́ıveného uzlu
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B-stromy

Vyhledáváńı

analogicky jako v binárńım vyhledávaćım stromě, vyb́ıráme jednoho
z následńık̊u uzlu

argumentem operace je ukazatel T.root na kǒren stromu a hledaný kĺıč k

jestliže kĺıč k je v B stromě, operace vrát́ı dvojici (y, i), kde y je uzel a i
index takový, že y.keyi = k

v opačném p̌ŕıpadě vrát́ı hodnotu Nil

vyhledáńı kĺıče R

M

N P R VS WB C

Q TD H

F G J K L

X

Y Z

T.root
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B-stromy

Vyhledáváńı

B-Tree Search(x, k)

1 i← 1
2 while i ≤ x.n ∧ x.keyi < k do
3 i← i+ 1 od
4 if i ≤ x.n ∧ x.keyi = k
5 then return (x, i) fi
6 if x.leaf then return Nil
7 else Disk Read(x.ci)
8 return B-Tree Search(x.ci, k) fi

počet Disk Read operaćı je ohraničený hloubkou stromu h

počet opakováńı cyklu 2 - 3 je nejvýše 2t (t je minimálńı stupeň B stromu)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)
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B-stromy

Vytvǒreńı prázdného stromu

B-Tree Create(T )

1 x← Allocate Node()
2 x.leaf ← true
3 x.n← 0
4 Disk Write(x)
5 T.root← x

celková složitost O(1)
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B-stromy

Přidáńı kĺıče

podobně jako u BVS hledáme list, do kterého ulož́ıme nový kĺıč

nemůžeme vytvǒrit nový list (jako v BVS), protože bychom porušili vlastnost
minimálńıho počtu kĺıč̊u v uzlu

kĺıč vlož́ıme do existuj́ıćıho listu

když vložeńım kĺıče dojde k porušeńı vlastnosti maximálńıho počtu kĺıč̊u, tak
list rozděĺıme na dva nové listy

rozděleńım se zvýš́ı počet následńık̊u p̌redchůdce původńıho listu

pokud se t́ım poruš́ı vlastnost maximálńıho počtu následńık̊u, tak muśıme
(rekurzivně) rozdělit i p̌redchůdce

proces rozdělováńı uzl̊u se v nejhořśım p̌ŕıpadě zastav́ı až v kǒreni stromu
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B-stromy

Přidáńı kĺıče B do listu, který neńı plný
minimálńı stupeň stromu je 3

G M P X

R S T Y ZA JC KD E N O U V

G M P X

R S T Y ZA JB KC D N O U VE
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B-stromy

Přidáńı kĺıče Q do plného listu
minimálńı stupeň stromu je 3

G M P X

R S T Y ZA JB KC D N O U VE

G M P T

Q R S Y ZA JB KC D N OE U V

X
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - schéma

minimálńı stupeň stromu je 4

· · · N W · · ·

P Q R S T U V

x.
ke
y i
−
1

x.
ke
y i

x

y = x.ci

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

· · · N W · · ·

P Q R T U V

x.
ke
y i
−
1

x.
ke
y i

x

y = x.ci

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

S

z = x.ci+1

x.
ke
y i

+
1

argumentem operace B-Tree Split je

vniťrńı uzel x, který neńı plný

index i takový, že x.ci je plný následńık uzlu x
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B-stromy

Rozděleńı kǒrene - schéma

A D F H L N P

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

T.root

r

H

A D F L N P

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

s

T.root

když poťrebujeme rozdělit kǒren stromu, tak nejďŕıve vytvǒŕıme nový,
prázdný uzel, který se stane novým kǒrenem stromu

rozděleńı kǒrene způsob́ı navýšeńı hloubky stromu o 1
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - implementace

B-Tree Split(x, i)

1 z ← Allocate Node()
2 y ← x.ci
3 z.leaf ← y.leaf
4 z.n← t− 1
5 for j = 1 to t− 1 do z.keyj ← y.keyj+t od
6 if ¬y.leaf then for j = 1 to t do z.cj ← y.cj+t od fi
7 y.n← t− 1
8 for j = x.n+ 1 downto i+ 1 do x.cj+1 ← x.cj od
9 x.ci+1 ← z

10 for j = x.n downto i do x.keyj+1 ← x.keyi od
11 x.keyi ← y.keyt
12 x.n← x.n+ 1
13 Disk Write(y)
14 Disk Write(z)
15 Disk Write(x)
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - složitost

rozdělujeme uzel y (̌rádek 2)

když y neńı list, tak má p̌red rozděleńım 2t následńık̊u a po rozděleńı počet
jeho následńık̊u klesne na t

z je nový uzel (̌rádek 1) a jeho následńıky tvǒŕı t nejvěťśıch následńık̊u uzlu y

celková složitost je O(t)

počet operaćı Disk Write a Disk Read je O(1)
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - optimalizace
základńı varianta

rozděleńı uzlu způsob́ı navýšeńı počtu následńık̊u p̌redchůdce rozdělovaného
uzlu

pokud se t́ım poruš́ı vlastnost maximálńıho počtu následńık̊u, tak muśıme
(rekurzivně) rozdělit i p̌redchůdce

proces rozdělováńı uzl̊u se v nejhořśım p̌ŕıpadě zastav́ı až v kǒreni stromu

optimalizace

ćılem je realizovat celou operaci p̌ridáńı kĺıče p̌ri jednom pr̊uchodu stromu od
kǒrene k listu (optimalizace počtu p̌ŕıstup̊u na disk!!!)

rozdělováńı může nastat pouze u těch uzl̊u, které jsou plné, tj. obsahuj́ı
maximálńı povolený počet kĺıč̊u (2t− 1)

vždy, když procháźıme p̌res plný uzel, rozděĺıme ho na dva nové uzly a to tak,
že každý ze dvou nových uzl̊u dostane t− 1 kĺıč̊u a jeden kĺıč se p̌resune do
jejich otce

korektnost postupu je garantována, protože p̌redchůdce rozdělovaného uzlu
neńı plný
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B-stromy

Přidáńı kĺıče L - procháźıme p̌res plný uzel
minimálńı stupeň stromu je 3

G M P T

Q R S Y ZA JB KC D N OE U V

X

P

Q R S U YV ZA NB OJ K L

T XG M

C D E

Obrázek: Vlož prvok L
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - implementace

B-Tree Insert(T, k)

1 r ← T.root
2 if r.n = 2t− 1
3 then s← Allocat Node()
4 T.root← s
5 s.leaf ← false
6 s.n← 0
7 s.c1 ← r
8 B-Tree Split(s, 1)
9 B-Tree Insert Nonfull(s, k)

10 else B-Tree Insert Nonfull(r, k)
11 fi

řádky 3 - 9 řeš́ı plný kǒren stromu

na konci se volá procedura B-Tree Insert Nonfull, která vlož́ı kĺıč do
stromu, jehož kǒren neńı plný
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - implementace

B-Tree Insert Nonfull(x, k)

1 i← x.n
2 if x.leaf
3 then while i ≥ 1 ∧ x.keyi > k
4 do x.keyi+1 ← x.keyi
5 i← i− 1 od
6 x.keyi+1 ← k
7 x.n← x.n+ 1
8 Disk Write(x)
9 else while i ≥ 1 ∧ x.keyi > k do i← i− 1 od

10 i← i+ 1
11 Disk Read(x.ci)
12 if x.ci.n = 2t− 1 then B-Tree Split(x, i)
13 if x.keyi < k then i← i+ 1 fi fi
14 B-Tree Insert Nonfull(x.ci, k)
15 fi
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - složitost

počet operaćı Disk Write a Disk Read je O(h)
(vždy jenom jedna mezi dvěma voláńımi B-Tree Insert Nonfull)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)

procedura B-Tree Insert Nonfull je tail - rekurzivńı, a proto je počet
uzl̊u, které muśı být uloženy v operačńı paměti, konstantńı
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče

odstraněńı prob́ıhá analogicky jako u binárńıho vyhledávaćıho stromu

jestliže se kĺıč určený k odstraněńı nacháźı v listu, odstrańıme ho

jestliže se kĺıč určený k odstraněńı nacháźı v uzlu, který neńı listem,
nahrad́ıme ho jeho následńıkem (resp. p̌redchůdcem) a následńıka odstrańıme
z listu ve kterém se původně nacházel

samotné mazáńı kĺıče se vždy realizuje v listu

operace má stejnou asymptotickou složitost jako u BVS

samotná implementace má ale několik speciálńıch p̌ŕıpadů, protože kĺıč může
být odstraněn z libovolného uzlu

v optimalizované variantě kĺıč odstrańıme p̌ri jednom pr̊uchodu stromem od
kǒrene dol̊u, s možnou výjimkou návratu do uzlu, ve kterém byl původně
uložen odstraňovaný kĺıč
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta

odstraněńı kĺıče k z listu x

1 list x je současně kǒrenem stromu
• kĺıč k odstrańıme

2 list x neńı kǒrenem a obsahuje alespoň t kĺıč̊u
• kĺıč k odstrańıme

3 list x neńı kǒrenem a obsahuje p̌resně t− 1 kĺıč̊u

• vezmi toho bratra y listu x, který má v́ıce kĺıč̊u

• vytvǒr seznam obsahuj́ıćı kĺıče z list̊u x a y a nav́ıc ten kĺıč z otce p listu
x, který tvǒŕı hranici mezi x a y

• délka seznamu je t− 2 (= počet kĺıč̊u v x) + 1 (= kĺıč z otce) + počet
kĺıč̊u v y ≥ t− 2 + 1 + t− 1

• rozlǐsujeme dva p̌ŕıpady podle délky seznamu
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta - délka seznamu

3 A seznam obsahuje alespoň 2t− 1 kĺıč̊u

seznam rozděĺıme na 3 části: Left, Middle a Right, kde Middle je medián
seznamu, Left obsahuje kĺıče menš́ı než medián a Right kĺıče věťśı než medián

kĺıč Middle vrát́ıme do otce p, ze kterého jsme p̌redt́ım odebrali hraničńı kĺıč

kĺıče Left a Right vlož́ıme do dvou uzl̊u x a y

uzly x a y maj́ı alespoň t− 1 kĺıč̊u, počet kĺıč̊u v uzlu p z̊ustal nezměněný,
hotovo

3 B seznam obsahuje právě 2t− 2 kĺıč̊u

uzly x a y nahrad́ıme jediným uzlem obsahuj́ıćım všechny kĺıče seznamu

nový list má povolený počet kĺıč̊u

otec p má počet kĺıč̊u o 1 nižš́ı než původně

v p̌ŕıpadě, že počet kĺıč̊u v uzlu p klesl pod minimálńı hranici t− 1,
opakujeme (rekurzivně) postup pro uzel p
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta

po odstraněńı kĺıče z listu může klesnout počet kĺıč̊u v jeho uzlu pod
minimálńı hranici

muśıme realizovat operace, které obnov́ı platnost podḿınky minimálńıho
počtu kĺıč̊u v uzlu

může nastat situace, když se procháźı strom od kǒrene k listu a potom
zpátky od listu ke kǒreni (nap̌r. když všechny uzly na cestě od kǒrene do listu
obsahuj́ıćıho kĺıč maj́ı stupeň p̌resně t)

podobně jako p̌ri vkládańı kĺıče optimalizujeme proces odstraněńı kĺıče tak,
abychom minimalizovali počet p̌ŕıstupů na disk
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - optimalizace

postupujeme od kǒrene směrem k listu

vždy, když procháźıme p̌res uzel, který má p̌resně t− 1 kĺıč̊u, tak uděláme
takovou korekci, která zvýš́ı počet kĺıč̊u v uzlu na t

když naraźıme na uzel, ze kterého poťrebujeme odstranit kĺıč, máme garanci,
že jeho otec má alespoň t kĺıč̊u

když odstraněńı kĺıče z uzlu způsob́ı sńıžeńı počtu kĺıč̊u v jeho otci, nevznikne
žádný problém
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B-stromy

Optimálńı odstraněńı kĺıče - pravidla

odstraňujeme kĺıč k

1 když kĺıč k je v listu x, odstraň k z x

2 když kĺıč k je ve vniťrńım uzlu x, tak

a. jestliže syn y, který je p̌red k v x, obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak najdi
v podstromě s kǒrenem y p̌redchůdce k′ kĺıče k; nahrad’ v x kĺıč k kĺıčem
k′; rekurzivně odstraň kĺıč k′

b. jestliže syn y má méně než t kĺıč̊u tak, symetricky, prozkoumej syna z,
který následuje za k v x; v p̌ŕıpadě že z obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak
najdi v podstromě s kǒrenem z následńıka k′ kĺıče k; nahrad’ v x kĺıč k
kĺıčem k′; rekurzivně odstraň kĺıč k′

c. v p̌ŕıpadě, že synové y i z maj́ı jen t− 1 kĺıč̊u, tak do vrcholu y p̌resuň kĺıč
k a všechny kĺıče z vrcholu z; z vrcholu x odstraň k a ukazatel na z; nový
uzel y obsahuje 2t− 1 kĺıč̊u (mezi nimi i kĺıč k); rekurzivně odstraň k z y
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - pravidla, pokračováńı

3 když kĺıč k neńı ve vniťrńım uzlu x , tak urči kǒren x.ci stromu, který muśı
obsahovat k (za p̌redpokladu, že k je v stromě); v p̌ŕıpadě, že uzel x.ci
obsahuje jen t− 1 kĺıč̊u, pokračuj body 3.a. anebo 3.b. které zaruč́ı, že
rekurzivńı voláńı se aplikuje na uzel obsahuj́ıćı alespoň t kĺıč̊u; rekurzivně
odstraň kĺıč k z vhodného následńıka uzlu x

a. v p̌ŕıpadě, že x.ci obsahuje jen t− 1 kĺıč̊u, ale některý z jeho p̌ŕımých
bratr̊u obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak zvyš počet kĺıč̊u v x.ci a to tak, že
p̌resuneš kĺıč z x do x.ci, p̌resuneš kĺıč z bratra x a p̌resuneš p̌ŕıslušný
ukazatel na následńıka z bratra do uzlu x.ci

b. v p̌ŕıpadě, že x.ci i jeho jeho p̌ŕıḿı braťri obsahuj́ı jen t− 1 kĺıč̊u, tak
p̌resuň do x.ci jeden kĺıč z x a všechny kĺıče z jednoho z bratr̊u
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče F – p̌ŕıpad 1
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K L

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K L

F
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče M – p̌ŕıpad 2a
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G L

D E J K

L
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče G – p̌ŕıpad 2c
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G

P

Q R S U YV ZA NB OD E J K

T XC L

L

D E J K
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče B – p̌ŕıpad 3a
t = 3

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X

Q R S U YV ZJ KA NC O

E L P T X
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče Z – p̌ŕıpad 3b
t = 3

Q R S U VJ KA NC O

E L P T

X

Q R S U YV ZJ KA NC O

E L P T X

Y
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče D – p̌ŕıpad 3b
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB OD E J K

T XC L

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - složitost

v p̌ŕıpadě, že se odstraňovaný kĺıč nacháźı v listu, procedura procháźı od
kǒrene k listu bez nutnosti návratu

v p̌ŕıpadě, že se kĺıč nacháźı ve vniťrńım uzlu, tak procedura postupuje od
kǒrene k listu s možným návratem do vrcholu, ze kterého byl kĺıč odstraněn a
nahrazen svým p̌redchůdcem anebo následńıkem (p̌ŕıpady 2.a., 2.b.)

mezi dvěma rekurzivńımi voláńım se vykoná nanejvýš jedna operace
Disk Write a jedna operace Disk Read; jejich celkový počet je proto
O(h)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)
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B-stromy

B+ stromy

kĺıče jsou uloženy pouze v listech

žretězeńı list̊u zachovává pǒrad́ı kĺıč̊u

vniťrńı uzly B+ stromů indexuj́ı listy

výhody a nevýhody

kĺıč v B stromě se najde p̌red dosažeńım listu

vniťrńı uzly B stromů jsou věťśı, do uzl̊u se proto může uložit méně kĺıč̊u a
strom je hlubš́ı

operace vkládańı a odstraňováńı kĺıče z B stromu jsou komplikovaněǰśı

implementace B stromu je náročněǰśı než implementace B+stromu
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Hašovańı

Datové struktury

8 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

9 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

10 B-stromy

11 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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Hašovańı

Slovńık

dynamický datový typ pro reprezentaci množiny objekt̊u

podporované operace
Insert(S, x) do množiny S p̌ridá objekt x
Search(S, x) zjist́ı, zda množina S obsahuje objekt x
Delete(S, x) z množiny S odstrańı objekt x

vhodné datové struktury pro implementaci slovńıku

seznam všechny operace maj́ı složitost O(n) (n je mohutnost množiny S)

vyhledávaćı strom se dá použ́ıt za p̌redpokladu, že objekty maj́ı č́ıselný kĺıč, p̌ri
použit́ı vyváženého stromu je složitost operaćı O(log n)

ćıl: složitost všech operaćı

v nejhořśım p̌ŕıpadě Θ(n)

v očekávaném p̌ŕıpadě O(1)
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Př́ımé adresováńı

každý prvek reprezentované množiny prvk̊u má p̌rǐrazen kĺıč vybraný
z univerza U = {0, 1, . . . ,m− 1}
žádné dva prvky nemaj́ı p̌rǐrazený stejný kĺıč

pole T [0 . . .m− 1]

• každý slot (pozice) v T odpov́ıdá jednomu kĺıči z U
• když reprezentovaná množina obsahuje prvek x s kĺıčem k, tak T [k]

obsahuje ukazatel na x
• v opačném p̌ŕıpadě je T [k] prázdné (Nil)

složitost operaćı je konstantńı
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Př́ımé adresováńı - schéma

T

2

8

2 3

5

8

(aktuálńı

(univerzum)

K

U

kĺıče)

1

9
4

0
7

6

5

3

key data

8

9

7

6

5

4

3

2

1

0
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Výhody a nevýhody p̌ŕımého adresováńı

výhody

konstantńı složitost všech operaćı

jednoduchá implementace

nevýhody

v p̌ŕıpadě, že univerzum U je veliké, tak uchováváńı tabulky velikosti univerza
je neefektivńı resp. nemožné

v p̌ŕıpadě, že množina aktuálně uložených kĺıč̊u je malá ve srovnáńı s velikost́ı
univerza, tak věťśı část paměti alokované pro tabulku T je nevyužitá

problém objekt̊u se stejným kĺıčem
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Hašovaćı tabulka

v p̌ŕıpadě, že množina aktuálně uložených kĺıč̊u K je výrazně menš́ı než U ,
využ́ıvá hašovaćı tabulka výrazně méně paměti, než tabulka s p̌ŕımým
p̌ŕıstupem

poťrebný prostor se dá redukovat až na Θ(|K|)
složitost operaćı z̊ustává konstantńı avšak v očekávaném (a ne v nejhořśım)
p̌ŕıpadě

rozd́ıly

p̌ŕımé adresováńı prvek x s kĺıčem k ulož́ı v tabulce na pozici T [k]
hašováńı prvek x s kĺıčem k ulož́ı v tabulce na pozici T [h(k)]

h je funkce h : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1}
h se nazývá hašovaćı funkce
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Hašovaćı tabulka - problémy k řešeńı

1. řešeńı koliźı

kolize ≈ dva anebo v́ıce kĺıč̊u zahašujeme na stejnou pozici
pro x 6= y je h(x) = h(y), x a y maj́ı stejný otisk

žretězené hašováńı (chaining)

otev̌rená adresace (open adressing)

2. výběr hašovaćı funkce

minimalizovat počet koliźı

efektivńı výpočet funkce
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı

každá položka tabulky obsahuje (ukazatel na) seznam prvk̊u zahašovaných na
stejnou pozici

seznam je prázdný právě když žádný prvek nebyl zahašovaný na danou pozici

vkládáńı prvku x do hašovaćı tabulky T se realizuje jako p̌ridáńı prvku na
začátek seznamu T [h(x.key)]

prvek x vyhledáváme v seznamu T [h(x.key)]

prvek x odstrańıme vymazáńım ze seznamu T [h(x.key)]
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - schéma

T

k1

k5

k8

k3

k4

k2

k6

k7

k1

k4 k5
k7

k2
k3

k8
k6

(aktuálńı

(univerzum)

K

U

kĺıče)
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - složitost

složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

Insert konstantńı (za p̌redpokladu, že vkládaný prvek neńı v tabulce)

Search úměrná délce seznamu; v nejhořśım p̌ŕıpadě Θ(n), kde n je počet prvk̊u
uložených v tabulce

Delete (asymptoticky) stejná jako složitost Search (za p̌redpokladu
dvousměrného seznamu)

složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě
zálež́ı od výběru hašovaćı funkce
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - pr̊uměrná složitost

p̌redpokládáme, že hašovaćı funkce je jednoduchá uniformńı (simple
uniform), tj. že pro každý prvek univerza je pravděpodobnost jeho zahašováńı
na kterýkoliv index tabulky stejná (a nezávislá od toho, kam jsou zahašovány
zbylé prvky univerza)

složitost operaćı se vyjaďruje vzhledem k faktoru naplněńı (load factor)

pro danou tabulku s m pozicemi, ve které je uložených n prvk̊u, definujeme
faktor naplněńı α p̌redpisem α = n/m, tj. pr̊uměrný počet prvk̊u
zahašovaných na stejnou pozici

pro j = 0, 1, . . . ,m− 1 necht’ nj označuje délku seznamu T [j]

pro jednoduchou uniformńı hašovaćı funkci plat́ı, že očekávaná délka
seznamu T [j] je

E[nj ] = α = n/m

p̌redpokládáme, že výpočet hodnoty funkce má konstantńı časovou složitost
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - pr̊uměrná složitost

V hašovaćı tabulce, ve které jsou kolize řešeny žretězeńım a ve které se použ́ıvá
jednoduchá uniformńı funkce, má operace neúspěšného vyhledávańı prvku
pr̊uměrnou časovou složitost Θ(1 + α).

V hašovaćı tabulce, ve které jsou kolize řešeny žretězeńım a ve které se použ́ıvá
jednoduchá uniformńı funkce, má operace úspěšného vyhledávańı prvku
pr̊uměrnou časovou složitost Θ(1 + α).

v p̌ŕıpadě, že počet pozic v tabulce je proporcionálńı počtu prvk̊u v tabulce,
n = O(m), plat́ı α = n/m = O(m)/m = O(1)

vyhledávańı prvku má konstantńı pr̊uměrnou složitost

samotné vložeńı prvku a odstraněńı prvku ze seznamu má konstantńı složitost

všechny operace maj́ı za daných p̌redpoklad̊u konstantńı pr̊uměrnou
složitost
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Výběr hašovaćı funkce

jak vybrat dobrou hašovaćı funkci?

funkce by měla ḿıt vlastnosti jednoduché uniformńı funkce: každý kĺıč je
zahašován na všechny pozice se stejnou pravděpodobnost́ı

v praxi je těžké ově̌rit podḿınku uniformity, protože neznáme rozložeńı kĺıč̊u
(a nav́ıc jsou na sobě často závislé)

v praxi využ́ıváme p̌ri volbě hašovaćı funkce znalosti rozložeńı kĺıč̊u s ćılem,
aby se často společně se vyskytuj́ıćı kĺıče zahašovaly na r̊uzné pozice

p̌ŕıklad: když kĺıče jsou vyb́ırány náhodně s uniformńım rozděleńım z intervalu
〈0, 1), tak hašovaćı funkce h(k) = bk ·mc je jednoduchou uniformńı funkćı
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Kĺıče jako p̌rirozené č́ısla

věťsina hašovaćıch funkćı je navržená pro univerzum - množinu p̌rirozených
č́ısel N
když kĺıče nejsou p̌rirozená č́ısla, můžeme je interpretovat jako p̌rirozená č́ısla
použit́ım vhodného kódováńı

p̌ŕıklad

• znakový řetězec interpretujeme jako č́ıslo (ve vhodně zvolené č́ıselné soustavě)

• řetězec CLRS

• ASCII hodnoty: C = 67, L = 76, R = 82, S = 83

• máme 128 ASCII hodnot, voĺıme proto č́ıselnou soustavu se základem 128

• CLRS interpretujeme jako (67 · 1283) + (76 · 1282) + (82 · 1281) + (83 · 1280)
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Hašovaćı funkce - metoda děleńı

h(k) = k mod m

p̌ŕıklad m = 20, k = 91 =⇒ h(k) = 11

výhody rychlost

nevýhody špatné chováńı pro některé m

• pro m = 2p je hodnota h(k) vždy p nejpravěǰśıch bit̊u z k
• když k je znakový řetězec interpretovaný p̌ri základě 2p, tak hodnota
m = 2p − 1 neńı vhodná, protože po permutaci řetězce se hodnota hašovaćı
funkce nezměńı
• dobrou volbou pro m je prvoč́ıslo
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Hašovaćı funkce - metoda binárńıho násobeńı

p̌redpoklad: univerzum je U množina binárńıch č́ısel délky w

p̌redpoklad: velikost m tabulky je mocninou dvojky, m = 2p

ćılem je zahašovat w-bitové č́ısla na p-bitové č́ısla

zvoĺıme libovolnou konstantu A, 0 < A < 1

hA(k) = bm (k A mod 1)c

postup výpočtu

1 vynásob kĺıč k konstantou A a ze součinu vezmi desetinnou část

2 výsledek vynásob č́ıslem m a ze součinu vezmi celou část
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Hašovańı Hašovaćı funkce

hA(k) = bm (k A mod 1)c

zvoĺıme A tvaru s/2w

vynásob́ıme č́ısla k a s
výsledkem násobeńı je 2w bitové č́ıslo, kde r1 je celoč́ıselná část součinu kA
a r0 je desetinná část součinu (viz obrázek)
pro daľśı výpočet poťrebujeme pouze r0
poťrebujeme celou část součinu č́ısel r0 a m
vzhledem k tomu, že m = 2p, násobeńı znamená posun o p bit̊u doleva
ve skutečnosti nemuśıme v̊ubec násobit a stač́ı vźıt p nejvýznamněǰśıch bit̊u
č́ısla r0

w bit̊u

k

s = A.2w

r0
vezmi p nejlevěǰśıch bit̊u

hA(k)

x

,r1
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Metoda binárńıho násobeńı - p̌ŕıklad
w = 5,m = 8, w = 3, tj. hašujeme 5 bitové č́ısla, velikost tabulky je 8 = 23 a
chceme hašovat na 3 bitové č́ısla

hašujeme kĺıč k = 21

vyb́ıráme konstantu A tvaru s/2w a takovou, aby 0 < A < 1 – proto muśı
platit 0 < s < 25, vybereme s = 13 =⇒ A = 13/32

výpočet hA(k) podle vzorce hA(k) = bm (k A mod 1)c
• kA = 21 · 13/32 = 817

32
• kA mod 1 = 17/32
• m(kA mod 1) = 8 · 17/32 = 41

4
• bm(kA mod 1)c = 4 = hA(k)

implementace

• ks = 21 · 13 = 273 = 8 · 25 + 17
• r1 = 8, r0 = 17; bitový zápis r0 je 10001
• vezmeme p = 3 nejvýznamněǰśı bity r0, tj. 100 (4 v deśıtkové soustavě)
• hA(k) = 4
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı

scéná̌r ani nejlepš́ı hašovaćı funkce negarantuje dobré chováńı hašováńı v p̌ŕıpadě,
že kĺıče určené k zahašováńı jsou vybrány t́ım nejhořśım možným způsobem
(můžeme si p̌redstavit útočńıka, který pozná náš hašovaćı program a hašovaćı
funkci a na základě toho dokáže vybrat takové kĺıče, které se zahašuj́ı na
stejnou pozici, viz analogii s výběrem pivota pro Quicksort)

řešeńı p̌ri každém použit́ı hašovaćıho programu vybereme náhodně jinou hašovaćı
funkci
(když útočńık nev́ı, jaká hašovaćı funkce bude vybrána, nemůže záměrně
vyb́ırat vstupy, které povedou k špatnému chováńı)

výběr funkce samotný fakt náhodného výběru funkce ještě negarantuje efektivitu
hašováńı; je poťrebné vyb́ırat z vhodných kandidát̊u
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı

Definice 6

Necht’ H je konečná množina hašovaćıch funkćı, které mapuj́ı univerzum kĺıč̊u U
na m pozic. H je univerzálńı množinou hašovaćıch funkćı právě když pro
každou dvojici kĺıč̊u k, l ∈ U , k 6= l, je počet hašovaćıch funkćı h ∈ H, pro které
h(k) = h(l), nejvýše |H|/m.

Věta 7

Předpokládejme, že hašovaćı funkce, náhodně vybraná z univerzálńı množiny
hašovaćıch funkćı, je použita pro zahašováńı n kĺıč̊u do tabulky s m pozicemi. Pak
pro kĺıč k plat́ı, že když

• k neńı v tabulce, tak očekávaná délka seznamu, do kterého se zahašuje k, je
nejvýše α = n/m

• k je v tabulce, tak očekávaná délka seznamu, který obsahuje k, je nejvýše
≤ 1 + α.
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı - složitost

Důsledek 8

Libovolná posloupnost n operaćı Insert, Search a Delete, z nichž nejvýše
O(m) operaćı je typu Insert, má očekávanou časovou složitost Θ(n) za
p̌redpokladu použit́ı žretězeného hašováńı, univerzálńı množiny hašovaćıch funkćı
a tabulky s m pozicemi.

Důsledek 9

Použit́ım univerzálńıho hašováńı a řešeńı koliźı řetězeńım v tabulce s m pozicemi
zabere očekávaný čas Θ(n) jakákoliv posloupnost n operaćı Insert, Search a
Delete, která obsahuje O(m) operaćı Insert.
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Konstrukce univerzálńı množiny hašovaćıch funkćı

p̌ŕıklad univerzálńıho hašováńı

zvoĺıme prvoč́ıslo p takové, že žádný kĺıč neńı věťśı než p

pro libovolná č́ısla a ∈ {1, 2, . . . p− 1} a b ∈ {0, 1, . . . p− 1} definujeme
hašovaćı funkci p̌redpisem

hab(k) = ((ak + b) mod p) mod m)

množina funkćı

Hpm = {hab|a ∈ {1, 2, . . . p− 1}, b ∈ {0, 1, . . . p− 1}

je univerzálńı množinou hašovaćıch funkćı

výběr prvoč́ısla umožňuje efektivńı implementaci operaćı mod

p̌resné d̊ukazy tvrzeńı jako i daľśı podrobnosti týkaj́ıćı se univerzálńıho hašovańı
jsou v literatǔre, nap̌r. v monografii T. Cormen, Ch. Leiserson, R. Rivest, C. Stein:
Introduction to Algorithms. Third Edition. MIT Press, 2009
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace

všechny kĺıče ukládáme p̌ŕımo do tabulky, počet kĺıč̊u nemůže p̌resáhnout
velikost tabulky

p̌ri vyhledáváńı se systematicky zkoumaj́ı pozice tabulky, dokud neńı nalezen
hledaný kĺıč nebo neńı jasné, že v tabulce neńı

nepoťrebujeme seznamy a ukazatele, ḿısto nich se poč́ıtá sekvence pozic
v tabulce, které maj́ı být prozkoumány (tzv. sondováńı)
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - vyhledáváńı

hašovaćı funkce je typu h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}

pro každý kĺıč poťrebujeme posloupnost 〈h(k, 0), h(k, 1), . . . h(k,m− 1)〉,
která je permutaćı posloupnosti 〈0, 1, . . . ,m− 1〉

každá pozice tabulky obsahuje bud’ kĺıč, anebo hodnotu Nil

p̌ri hledáńı kĺıče k

• proměnná i je rovna pǒradovému č́ıslu testu, iniciálńı hodnota i je 0
• vypoč́ıtáme hodnotu h(k, i) a testujeme obsah pozice h(k, i)
• když pozice h(k, i) obsahuje kĺıč k, vyhledáváńı je úspěšné
• když pozice h(k, i) obsahuje hodnotu Nil, vyhledáváńı je neúspěšné

(tabulka neobsahuje kĺıč k)
• když pozice h(k, i) obsahuje neprázdnou hodnotu r̊uznou od k, tak

zvýš́ıme pǒradové č́ıslo testu a vypoč́ıtáme novou pozici v tabulce jako
funkci k a pǒradového č́ısla testu a kĺıč hledáme pomoćı této nové
hašovaćı funkce
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - vkládáńı

analogicky jako p̌ri vyhledáváńı najdeme volnou pozici v tabulce

vkládáńı skonč́ı úspěchem když je nalezena volná pozice, na kterou se kĺıč
vlož́ı

když počet test̊u dosáhne m, tak vkládáńı konč́ı neúspěchem
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - odstraněńı kĺıče

vyhledáme kĺıč k v tabulce, necht’ se nalézá na pozici j

může nastat situace, že po odstraněńı kĺıče k budeme v tabulce vyhledávat
kĺıč k′, který je v tabulce uložen) a v pr̊uběhu jeho vyhledáváńı budeme
zkoumat i pozici j

když bychom na pozici j vložili hodnotu Nil, tak bychom p̌ri následném
vyhledáváńı kĺıče k′ dostali nesprávný výsledek

řešeńı

ḿısto hodnoty Nil použijeme speciálńı hodnotu Deleted

operace Insert považuje pozici s hodnotou Deleted za prázdnou

operace Search považuje pozici s hodnotou Deleted za obsazenou, ale
obsahuj́ıćı jinou hodnotu než hledaný kĺıč
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - výpočet sekvence sond

nejčastěji se použ́ıvaj́ı k výpočtu sekvence sond ťri techniky

lineárńı adresace (linear probing)

kvadratická adresace (quadratic probing)

dvojité hašováńı (double hashing)
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - lineárńı

využ́ıvá pomocnou hašovaćı funkci h′ : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1}

h(k, i) = (h′(k) + i) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h′(k)], pak pozice
T [h′(k) + 1], . . ., T [m− 1] a pak zase od T [0] až k T [h′(k)− 1]

problémem je tzv. primárńı shlukováńı, které může výrazně zvýšit složitost
operaćı
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - kvadratická

využ́ıvá pomocnou hašovaćı funkci h′ : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1} a pomocné
konstanty c1, c2 6= 0

h(k, i) = (h′(k) + c1i+ c2i
2) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h′(k)], dále pak pozice
posunuta o offset závislý kvadratickým způsobem na pǒrad́ı sondy

kvadratická adresace je obvykle lepš́ı než lineárńı

problémem je vhodný výběr konstant c1 a c2 a velikosti tabulky m

když dva kĺıče jsou primárně zahašovány na stejnou pozici protože
h′(k1) = h′(k2), tak maj́ı stejnou celou posloupnost sond - tzv. sekundárńı
shlukováńı
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Otev̌rená adresace - dvojité hašováńı

využ́ıvá dvě pomocné hašovaćı funkce h1, h2

h(k, i) = (h1(k) + ih2(k)) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h1(k)], následuj́ıćı pozice je
posunuta o offset h2(k) mod m

hodnota h2(k) muśı být nesoudělná s velikost́ı hašovaćı tabulky m, aby byla
prohledána celá tabulka

vhodnou volbou je vźıt m jako mocninu 2 a navrhnout h2 tak, že výsledkem
bude vždy liché č́ıslo, nebo

zvolit m jako prvoč́ıslo a navrhnout h2 tak, že výsledkem bude vždy kladné
č́ıslo < m

dvojité hašováńı je lepš́ı než kvadratické, protože generuje Θ(m2)
posloupnost́ı sond ḿısto Θ(m) jako kvadratická adresace
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - složitost

Věta 10

Pro hašovaćı tabulku s otev̌renou adresaci s faktorem naplněńı α = n/m < 1 je
očekávaný počet sond p̌ri neúspěšném hledáńı nejvýše 1/(1− α) a to za
p̌redpokladu uniformńıho hašováńı.

Věta 11

Pro hašovaćı tabulku s otev̌renou adresaci s faktorem naplněńı α = n/m < 1 je
očekávaný počet sond p̌ri úspěšném hledáńı nejvýše 1

α ln 1
1−α a to za p̌redpokladu

uniformńıho hašováńı.

uniformńı hašováńı je takové, že každý kĺıč má jako posloupnost sond se stejnou
pravděpodobnost́ı libovolnou z m! permutaćı 〈0, 1, . . . ,m− 1〉
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Hašovańı Kukačč́ı hašováńı

Kukačč́ı hašováńı (Cuckoo hashing)

pro hašováńı se použ́ıvaj́ı dvě tabulky velkosti m a dvě hašovaćı funkce
h1, h2 : U −→ {0, 1, . . .m− 1}
každý kĺıč k je zahašovaný bud’ na pozici h1(k) v prvńı tabulce, anebo na
pozici h2(k) v druhé tabulce

hledáńı kĺıče má konstantńı složitost, protože stač́ı otestovat dvě pozice

odstraněńı kĺıče má konstantńı složitost, analogicky jako jeho hledáńı

p̌ri vkládáńı nového kĺıče k se použije hladová strategie: nejďŕıve se
pokuśıme vložit kĺıč k na pozici h1(k)

když je pozice h1(k)obsazena, tak kĺıč y uložený na pozici h1(k) p̌resuneme
do druhé tabulky na jeho alternativńı pozici h2(y)

proces opakujeme a p̌reṕınáme se mezi tabulkami dokud nenajdeme volnou
pozici, anebo se proces zacykĺı

R. Pagh, F. Rodler: Cuckoo hashing. Journal of Algorithms 51 (2004) 122 - 144
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Hašovańı Dokonalé hašováńı

Dokonalé hašováńı (Perfect hashing)

hašováńı, které má konstantńı složitost i v nejhořśım p̌ŕıpadě

p̌redpokladem je statická množina kĺıč̊u

využ́ıvá dvě úrovně hašováńı

prvńı úroveň
v podstatě stejná, jako žretězené hašováńı

druhá úroveň

ḿısto seznamů použijeme sekundárńı hašovaćı tabulky Sj s asociovanou
hašovaćı funkćı hj , p̌ričemž vhodným výběrem můžeme zajistit, aby na druhé
úrovni nebyly žádné kolize

velikost mj tabulky Sj je kvadratická v̊uči počtu kĺıč̊u zahašovaných na
pozici j

hašovaćı funkce na prvńı úrovni se vyb́ırá z univerzálńı množiny hašovaćıch
funkćı Hpm, na druhé úrovni z univerzálńı množiny Hpmj
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost

Grafové algoritmy

12 Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost
Pr̊uzkum do š́ı̌rky
Pr̊uzkum do hloubky
Topologické uspǒrádáńı
Silně souvislé komponenty

13 Nejkraťśı cesty
Algoritmus Bellmana a Forda
Acyklické grafy
Dijkstr̊uv algoritmus
Lineárńı nerovnice
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost

Graf a jeho reprezentace

graf G = (V,E)
• orientovaný / neorientovaný
• ohodnocené hrany / vrcholy
• jednoduché / násobné hrany

reprezentace graf̊u
• seznam následńık̊u
• matice sousednosti

složitost grafových algoritmů je funkćı počtu vrchol̊u a hran

použ́ıváme zjednodušenou notaci, nap̌r. O(V + E)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost

Matice sousednosti

3

1 2

4 3

1 2

4

1

2

3

4

1

2

3

4

1

0

1

1

0

1

0

0

0

0

2

1

0

1

0

2

1

0

1

0

3

1

1

0

1

3

1

0

0

1

4

0

0

1

0

4

0

0

0

0

matice A = (aij) rozměr̊u |V | × |V |, kde

aij =

{
1 pokud (i, j) ∈ E
0 jinak

prostorová složitost: Θ(V 2)

vhodné pro husté grafy

časová složitost výpisu všech sousedů vrcholu u je Θ(V )

časová složitost ově̌reńı zda (u, v) ∈ E je Θ(1)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost

Seznam následńık̊u

3

1 2

4

Adj

1

2

3

4 3

1 2 4

1 3

2 3

3

1 2

4

Adj

1

2

3

4 3

2

2 3

pole Adj velikosti |V |
prostorová složitost: Θ(V + E)

vhodné pro ř́ıdké grafy

časová složitost výpisu všech sousedů vrcholu u je Θ(deg(u))
(deg(u) je stupeň vrcholu u)

časová složitost ově̌reńı zda (u, v) ∈ E je O(deg(u))

varianta použ́ıt ḿısto pole hašovaćı tabulku, žretězené hašováńı nahradit
otev̌renou adresaćı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost

Srovnáńı

matice seznam hašovaćı
sousednosti následńık̊u tabulka

test {u, v} ∈ E O(1) O(V ) O(1)

test (u, v) ∈ E O(1) O(V ) O(1)

seznam sousedů vrcholu v O(V ) O(1 + deg(v)) O(1 + deg(v))

seznam hran O(V 2) O(V + E) O(V + E)

p̌ridáńı hrany O(1) O(1) O(1)∗

odstraněńı hrany O(1) O(V ) O(1)∗

∗ očekávaná složitost
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu

Everything on earth can be found, if only you do not let yourself be put off
searching. Philemon of Syracuse (ca. 360 BC–264 BC)

pro daný graf G a vrchol s grafu je ćılem
• navšt́ıvit všechny vrcholy grafu dosažitelné z vrcholu s, resp.
• navšt́ıvit všechny vrcholy grafu

pr̊uzkum realizovat maximálně efektivně, tj. se složitost́ı O(V + E)
(vyhnout se opakovaným návštěvám )

jaké daľśı informace o grafu zjist́ıme v pr̊uběhu pr̊uzkumu???
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

Theseus si p̌red bludǐstěm uváže jeden konec nitě na strom a vsouṕı dovniťr.
V prvńım vrcholu (ǩrižovatce) si vybere jednu možnou cestu / hranu a projde po
ńı do daľśıho vrcholu. Aby Theseus neměl zmatek v tom, které hrany už prošel,
tak si všechny hrany, které procháźı označuje ǩŕıdou – a to na obou konćıch.
V každém vrcholu, do kterého Theseus doraźı, provede následuj́ıćı:

Pokud na zemi najde položenou nit’, tak v́ı, že už ve vrcholu byl a že se do
něj p̌ri namotáváńı nitě zase vrát́ı. Odlož́ı tedy daľśı prozkoumáváńı tohoto
vrcholu na později, provede čelem vzad a začne namotávat nit’ na klubko. To
ho dovede zpátky do p̌redchoźıho vrcholu.

Pokud na zemi žádnou nit’ nenajde, tak se vydá prvńı možnou neprošlou
hranou. Pokud by taková hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkoumán.
V tom p̌ŕıpadě Theseus neztráćı čas a začne namotávat nit’ na klubko. T́ım se
dostane zpátky do p̌redchoźıho vrcholu.

T́ımto postupem prozkoumá celé bludǐstě a nakonec se vrát́ı do výchoźıho
vrcholu.6

6Jakub Černý: Základńı grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

implementace

ǩŕıda proměnná označuj́ıćı jestli jsme hranu prošli

klubko položená nit’ vyznačuje cestu z výchoźıho do aktuálńıho vrcholu, cestu si
pamatujeme jako posloupnost vrchol̊u na této cestě. Pro uložeńı cesty
použijeme zásobńık. Odmotáváńı nitě odpov́ıdá p̌ridáńı vrcholu do zásobńıka.
Namotáváńı nitě p̌ri návratu zpět odpov́ıdá odebráńı vrcholu ze zásobńıku.
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

Tento pr̊uchod (prohledáńı grafu) si můžeme p̌redstavit tak, že se do výchoźıho
vrcholu postav́ı miliarda trpasĺık̊u a všichni naráz začnou prohledávat graf. Když se
cesta rozděĺı, tak se rozděĺı i dav ř́ıt́ıćı se hranou. Předpokládáme, že všechny
hrany jsou stejně dlouhé. Graf prozkoumáváme

”
po vlnách“. V prvńı vlně se

všichni trpasĺıci dostanou do vrchol̊u, dokterých vede z výchoźıho vrcholu hrana.
V druhé vlně se dostanou do vrchol̊u, které jsou ve vzdálenosti 2 od výchoźıho
vrcholu. Podobně v k-té vlně se všichni trpasĺıci dostanou do vrchol̊u ve
vzdálenosti k od výchoźıho vrcholu. Kv̊uli těmto vlnám se někdy pr̊uchodu do
š́ı̌rky ř́ıka algoritmus vlny. 7

implementace

V poč́ıtači vlny nasimulujeme tak, že p̌ri vstupu do nového vrcholu ulož́ıme
všechny s ńım soused́ıćı vrcholy do fronty. Frontu pr̊uběžně zpracováváme.

7Jakub Černý: Základńı grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky a do hloubky

pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky se lǐśı pouze použit́ım fronty a zásobńıku

NE
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - strategie

ćılem je prozkoumat všechny vrcholy dosažitelné z daného iniciálńıho vrcholu s

postupujeme od iniciálńıho vrcholu s po vrstvách

nejďŕıve prozkoumáme všechny vrcholy dosažitelné z s po 1 hraně

pak všechny vrcholy dosažitelné po 2 hranách, po 3 hranách atd.

pro manipulaci s vrcholy použ́ıváme prioritńı frontu Q

v ∈ Q právě když byl dosažen (objeven) ale ještě nebyl prozkoumán
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - p̌ŕıklad
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - atributy vrcholu
v.color

v pr̊uběhu výpočtu je vrchol postupně objeven (je zǎrazen do fronty) a
prozkoumán (všechny soused́ıćı vrcholy jsou objeveny)

vrchol má černou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu a byl
již prozkoumán

vrchol má šedivou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu, byl
již objeven, ale nebyl ještě prozkoumán

vrchol má b́ılou barvu právě když neńı dosažitelný z iniciálńıho vrcholu
anebo ještě nebyl objeven

v.π

vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

délka (počet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven
(= délka nejkraťśı cesty z s do v )
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - implementace

BFS(G, s)

1 foreach u ∈ V \ {s}
2 do u.color ← white; u.d←∞; u.π ← Nil od
3 s.color ← gray; s.d← 0; s.π ← Nil
4 Q← ∅
5 Enqueue(Q, s)
6 while Q 6= ∅ do
7 u← Dequeue(Q)
8 foreach v ∈ Adj[u] do
9 if v.color = white

10 then v.color ← gray
11 v.d← u.d+ 1
12 v.π ← u
13 Enqueue(Q, v) fi
14 u.color ← black od
15 od
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS - kompaktńı verze

BFS(G, s)

1 foreach u ∈ V \ {s}
2 do u.d←∞ od
3 s.d← 0
4 Q← ∅
5 Enqueue(Q, s)
6 while Q 6= ∅ do
7 u← Dequeue(Q)
8 foreach v ∈ Adj[u] do
9 if v.d =∞

10 then v.d← u.d+ 1
11 Enqueue(Q, v) fi
12 od
13 od
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS - složitost

operace vložeńı a odstraněńı vrcholu z fronty maj́ı konstantńı složitost, každý
vrchol je ve frontě maximálně jednou; celkově O(V )

seznam následńık̊u každého vrcholu se procháźı maximálně jednou; pr̊uzkum
hrany má konstantńı složitost; celkově O(E)

inicializace má složitost Θ(V )

celková složitost BFS je O(V + E)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS a nejkraťśı cesty v neohodnoceném grafu

Nejkraťśı cesta v neohodnoceném grafu

Délka nejkraťśı cesty z s do v, znač́ıme δ(s, v), je definována jako minimálńı počet
hran na cestě z s do v. Když neexistuje žádná cesta z s do v, tak δ(s, v) =∞.

Nejkraťśı cestou z s do v je každá cesta z s do v která má δ(s, v) hran.
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS a nejkraťśı cesty v neohodnoceném grafu
Věta 12

Necht’ G = (V,E) je graf a s ∈ V jeho vrchol, na které aplikujeme algoritmus
BFS. Pak po ukončeńı výpočtu pro každý vrchol v ∈ V plat́ı

v.d = δ(s, v)

.dokážeme indukćı podle hodnoty v.d

1 vrchol s má s.d = 0 a nejkraťśı cesta z s do s má nula hran

2 p̌redpokládejme, že pro všechny vrcholy s hodnotou v.d ≤ k je v.d délka
nejkraťśı cesty do v

3 poťrebujeme ukázat indukčńı krok a to je, že každý vrchol v s v.d = k + 1
lež́ı ve vzdálenosti k + 1 od s
� pokud ne, tak existuje kraťśı cesta z s do v a necht’ (w, v) je posledńı
hrana na tého cestě
� w.d < k
� potom se ale měl algoritmus p̌ri zpracováváńı vrcholu w pod́ıvat na hranu
(w, v) a nastavit hodnotu v.d na w.d+ 1
� w.d+ 1 < k + 1, spor
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS strom a nejkraťśı cesty

algoritmus BFS definuje p̌res atributy π graf p̌redch̊udc̊u
formálně: pro graf G = (V,E) a iniciálńı vrchol s je graf p̌redchůdc̊u
Gπ = (Vπ, Eπ) definovaný p̌redpisem

Vπ = {v ∈ V | v.π 6= Nil} ∪ {s}
Eπ = {(v.π, v) | v ∈ Vπ \ {s}}

graf p̌redchůdc̊u se nazývá BFS strom

BFS strom je kostrou grafu
pro každý vrchol v ∈ Vπ obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v, která je
současně nejkraťśı cestou z s do v

C

A S

D

B

E

S

A

B

D

C E

S

A

B

D

C E

graf a jeho dva r̊uzné BFS stromy
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS a graf s ohodnocenými hranami

naḿısto fronty použijeme prioritńı frontu

do fronty vkládáme dvojici (vrchol; délka hrany, po které by objeven)
prioritou je délka hrany
z fronty vyb́ıráme vždy nejkraťśı hranu
BFS strom je nejlevněǰśı kostrou grafu
Primův algoritmus

vrcholu ve frontě aktualizujeme hodnotu v.d pokaždé, když je po nějaké
hraně objeven
prioritou je hodnota v.d
z fronty vyb́ıráme vždy vrchol s nejnižš́ı hodnotou v.d
BFS strom je strom nejkraťśıch cest z s do ostatńıch vrchol̊u grafu
Dijkstr̊uv algoritmus

podrobnosti o obou algoritmech později
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Aplikace a algoritmy využ́ıvaj́ıćı BFS

Peer to Peer Networks

Crawlers in Search Engines

Social Networking Websites - hledáńı osob ve vzdálenosti nejv́ıce k

GPS navigačńı systémy

broadcasting

garbage collection

Fordův Fulkersonův algoritmus pro hledáńı maximálńıho toku v śıti

testováńı bipartitnosti
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Bipartitńı grafy

Bipartitńı grafy

Definice 13

Neorientovaný graf se nazývá bipartitńı právě když se jeho množina vrchol̊u dá
rozdělit na dvě disjunktńı množiny tak, že žádné dva vrcholy paťŕıćı do stejné
množiny nejsou spojeny hranou.

alternativńı formulace: vrcholy grafu je možné obarvit dvěma r̊uznými barvami tak,
že každé dva vrcholy spojené hranou maj́ı r̊uznou barvu

aplikace: vytvá̌reńı dvojic, rozvrhu, . . .
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Bipartitńı grafy

Testováńı bipartitnosti využit́ım BFS

Bipartitńı graf neobsahuje cyklus liché délky.

zvoĺıme libovolný vrchol grafu jako iniciálńı vrchol s
BFS pr̊uzkum z vrcholu s definuje vrstvy L0, L1, L2, . . .
do vrstvy Li paťŕı vrcholy, jejichž vzdálenost od s je i (t.j. v.d = i)

žádné dva vrcholy paťŕıćı do stejné vrstvy nejsou spojeny hranou
obarveńı vrchol̊u je určené vrstvami: vrcholy jejichž vzdálenost od s je sudá
(lichá) maj́ı modrou (červenou) barvu
korektnost obarveńı plyne z p̌redpokladu o neexistenci hrany mezi vrcholy ze
stejné vrstvy

existuj́ı dva vrcholy spojeny hranou a paťŕıćı do stejné vrstvy
necht’ u, v jsou vrcholy takové, že u, v ∈ Li a {u, v} ∈ E
necht’ y je nejmenš́ı společný p̌redchůdce vrchol̊u u a v v BFS stromu
cesta z y do u, hrana {u, v} a cesta z v do y tvǒŕı cyklus, jehož délka je lichá
(protože cesta z y do u a cesta z v do y maj́ı stejnou délku)
graf neńı bipartitńı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum grafu do hloubky- motivace

G H C F I J

D A B E

K L

J

L

K

I

E

B

F

C

H

G

DA

pǒrad́ı, v němž BFS zkoumá vrcholy, netvǒŕı souvislou cestu v grafu
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Formulace problému

pr̊uzkum do š́ı̌rky a stejně tak i pr̊uzkum do hloubky je možné použ́ıt bud’

k prozkoumáńı té části grafu, která je dosažitelná z iniciálńıho vrcholu, anebo
k prozkoumáńı celého grafu

pr̊uzkum se dá aplikovat na orientované i neorientované grafy

prezentace pr̊uzkumu do hloubky p̌redpokládá, že
• vstupem je orientovaný graf a
• ćılem je prozkoumat celý graf
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - strategie

na začátku výpočtu a vždy po dokončeńı pr̊uzkumu vybereme jeden z dosud
neprozkoumaných vrchol̊u a zvoĺıme ho za nový iniciálńı vrchol

označ iniciálńı vrchol jako objevený

vyber neprozkoumanou hranu (u, v), která vycháźı z naposledy objeveného
vrcholu u, a když jej́ı koncový vrchol v ještě nebyl prozkoumán, tak ho označ
jako objevený

když všechny hrany vycházej́ıćı z naposledy objeveného vrcholu u byly
prozkoumány, tak ukonči pr̊uzkum vrcholu u a pokračuj vrcholem, ze kterého
byl vrchol u objeven

pr̊uzkum konč́ı když jsou prozkoumány všechny vrcholy dosažitelné
z iniciálńıho vrcholu

pro manipulaci s vrcholy použ́ıváme zásobńık
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum grafu do hloubky - p̌ŕıklad

G H C F I J

D A B E

K L

E F

B D

G

HCI

J

A
1,20

14,19

15,18

16,1710,11

9,12

21,24

22,232,13

3,8

4,7

5,6

K

L
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - atributy vrcholu
v.color

vrchol má černou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu a byl
již prozkoumán, tj. byly prozkoumány všechny hrany vycházej́ıćı z vrcholu

vrchol má šedivou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu, byl
již objeven, ale nebyl ještě prozkoumán

vrchol má b́ılou barvu právě když neńı dosažitelný z iniciálńıho vrcholu
anebo ještě nebyl objeven

v.π

vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

časová značka, která zaznamenává čas prvńı návštěvy vrcholu
(discovery time)

v.f

časová značka, která zaznamenává čas ukončeńı pr̊uzkumu vrcholu
(finishing time)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - implementace
DFS(G)

1 foreach u ∈ V do u.color ← white; u.π ← Nil od
2 time← 0
3 foreach u ∈ V do
4 if u.color = white then Dfs Visit(G, u) fi od

DFS Visit(G, u)

1 time← time+ 1
2 u.d← time
3 u.color ← gray
4 foreach v ∈ Adj[u] do
5 if v.color = white then v.π ← u
6 Dfs Visit(G, v) fi od
7 u.color ← black
8 time← time+ 1
9 u.f ← time
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - složitost

oba cykly v DFS maj́ı složitost Θ(V )

DFS Visit se pro každý vrchol grafu volá jednou, protože bezprosťredně po
zavoláńı dostává vrchol šedivou barvu

každá hrana se v cyklu procedury DFS Visit prozkoumá právě jednou;
ostatńı operace maj́ı konstantńı složitost

celková složitost DFS je O(V + E)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - iterativńı implementace

DFS Iterative Visit(G, u)

1 S ← ∅
2 S.push(u)
3 time← time+ 1; u.d← time
4 u.color ← gray
5 while S 6= ∅ do
6 u← S.pop()
7 if existuje hrana (u, v) taková, že v.color = white
8 then S.push(u)
9 S.push(v)

10 v.color ← gray
11 v.π ← u
12 time← time+ 1; v.d← time
13 else u.color ← black
14 time← time+ 1; u.f ← time fi od
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS strom

analogicky jako u BFS definuj́ı atributy .π graf p̌redchůdc̊u

protože prohledáváme celý graf, který nemuśı být nutně souvislý, graf
p̌redchůdc̊u je DFS les, který se skládá z DFS stromů

Gπ = (V,Eπ)

Eπ = {(v.π, v) | v ∈ V a v.π 6= Nil}
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - vlastnosti časových značek

časové značky, které DFS p̌rǐrad́ı vrchol̊um grafu, obsahuj́ı informace o struktǔre
grafu a DFS stromů

pro každý vrchol u plat́ı u.d < u.f

s každým vrcholem u je asociovaný interval [u.d, u.f ]

časové značky určuj́ı uspǒrádáńı vrchol̊u

preoder uspǒrádáńı podle značky .d (discovery time) v rostoućım pǒrad́ı

postorder uspǒrádáńı podle značky .f (finishing time) v rostoućım pǒrad́ı

reverse postorder uspǒrádáńı podle značky .f (finishing time) v klesaj́ıćım pǒrad́ı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - vlastnosti časových značek

podḿınky správného uzávorkováńı
pro každé dva vrcholy u, v plat́ı právě jedna z podḿınek

intervaly [u.d, u.f ] a [v.d, v.f ] jsou disjunktńı
u neńı následńıkem v v DFS stromu a symetricky
v neńı následńıkem u v DFS stromu

interval [u.d, u.f ] je celý obsažen v intervalu [v.d, v.f ]
u je následńıkem v v DFS stromu

interval [v.d, v.f ] je celý obsažen v intervalu [u.d, u.f ]
v je následńıkem u v DFS stromu
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - vlastnosti časových značek

vrchol v je dosažitelný z vrcholu u v DFS stromu grafu G právě když

u.d < v.d < v.f < u.f

vlastnost b́ılé cesty
v DFS stromu grafu G je vrchol v následńıkem vrcholu u právě když v čase
u.d existuje cesta z u do v obsahuj́ıćı jenom b́ılé vrcholy
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - klasifikace hran
stromová hrana (tree edge) je hrana (u, v) obsažená v DFS lese

p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v b́ılý
u.d < v.d < v.f < u.f

zpětná hrana (back edge) je hrana (u, v) která spojuje vrchol u s jeho
p̌redchůdcem v v DFS stromu
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v šedivý
v.d < u.d < u.f < v.f

dop̌redná hrana ( forward edge) je hrana (u, v), která nepaťŕı do DFS stromu a
která spojuje vrchol u s jeho následńıkem v DFS stromu
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v černý
u.d < v.d < v.f < u.f

p̌ŕıčná hrana (cross edge) všechny ostatńı hrany
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v černý
v.d < v.f < u.d < u.f

všechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud’ stromové anebo zpětné
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Časové značky a klasifikace hran - p̌ŕıklad
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stromové hrany jsou zvýrazněné, zpětné hrany jsou označeny ṕısmenem B,
dop̌redné ṕısmenem F a p̌ŕıčné ṕısmenem C
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Aplikace a algoritmy využ́ıvaj́ıćı DFS

topologické uspǒrádáńı

komponenty souvislosti

artikulace a mosty

testováńı planarity

hledáńı cesty v bludǐsti

generováńı bludǐstě
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Topologické uspǒrádáńı vrchol̊u grafu

Topologické uspǒrádáńı vrchol̊u v orientovaném acyklickém grafu je takové
oč́ıslováńı vrchol̊u č́ısly 1 až n (n je počet vrchol̊u grafu), že každá hrana vede
z vrcholu s nižš́ım č́ıslem do vrcholu s vyš̌śım č́ıslem.

AG

CB

EF D GFEDCBA

A < B < C < D < E < F < G

aplikace: modelováńı proces̊u, které jsou částečně uspǒrádané

problém

existuje v daném grafu topologické uspǒrádáńı?

když ano, tak nalezeńı takového uspǒrádáńı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Topologické uspǒrádańı - podḿınky

Lema 14

Orientovaný graf G má topologické uspǒrádáńı právě když je acyklický.

Důkaz

⇒ z definice

⇐ důkaz indukćı k počtu vrchol̊u grafu

tvrzeńı plat́ı pro n = 1

v orientovaném grafu G s n > 1 vrcholy najdi vrchol v, do kterého
nevstupuje žádná hrana (kdyby takový neexistoval, tak bychom mohli
z libovolného vrcholu j́ıt donekonečna

”
pozpátku“ a našli bychom cyklus)

G− v je acyklický (odstraněńı vrcholu nemůže zp̊usobit vznik cyklu)

z indukčńıho p̌redpokladu G− v má topologické uspǒrádáńı

topologické uspǒrádáńı pro G má na prvńım ḿıstě v následované
uspǒrádáńım pro G− v
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Topologické uspǒrádáńı - naivńı algoritmus

Topological Sort Visit(G)

1 n← |V |
2 for i = 1 to n do
3 v ← libovolný vrchol, do kterého nevstupuje žádná hrana
4 S[i]← v
5 odstraň z G vrchol v a všechny jeho hrany
6 od
7 return S[1 . . . n]

algoritmus pro acyklický graf

nalezeńı vrcholu do kterého nevstupuje žádná hrana má složitost ???

celková složitost algoritmu je ???

existuje efektivněǰśı algoritmus (ideálně s lineárńı složitost́ı)???

symetricky se dá postupovat podle vrchol̊u z nichž nevycháźı žádná hrana
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Acyklický graf - testováńı

Lema 15

Orientovaný graf G je acyklický právě když DFS pr̊uzkum grafu neoznač́ı žádnou
hranu jako zpětnou.

Důkaz

⇒ zpětná hrana (u, v) spojuje vrchol u s jeho p̌redchůdcem v v DFS stromu, tj.
uzav́ırá cyklus

⇐
necht’ v grafu existuje cyklus c, necht’ v je prvńı vrchol cyklu c navšt́ıvený
p̌ri DFS pr̊uzkumu grafu a necht’ (u, v) je hrana cyklu c

v čase v.d vrcholy cesty c tvǒŕı b́ılou cestu z v do u co implikuje, že u je
následńıkem v v DFS stromu

(u, v) je zpětná hrana
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Topologické uspǒrádáńı - algoritmus

1 aplikuj DFS na G

2 když pr̊uzkum označ́ı některou hranu jako zpětnou, tak graf nemá
topologické uspǒrádáńı

3 v opačném p̌ŕıpadě vypǐs vrcholy v uspǒrádáńı reverse postorder, tj. podle
značky .f (finishing time) v klesaj́ıćım pǒrad́ı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Topologické uspǒrádáńı

Korektnost

poťrebujeme dokázat, že pro libovolnou dvojici vrchol̊u u, v plat́ı

jestliže G obsahuje hranu (u, v), tak u.f > v.f

jaké jsou barvy vrchol̊u u a v p̌ri pr̊uzkumu hrany (u, v)?

u je šedivý

v je

šedivý nemůže nastat, protože (u, v) by v takovém p̌ŕıpadě byla zpětnou
hranou a graf by nebyl acyklický

b́ılý v takovém p̌ŕıpadě je (u, v) stromová hrana, v je následńıkem u v DFS
stromu a u.d < v.d < v.f < u.f

černý v takovém p̌ŕıpadě je pr̊uzkum vrcholu v ukončený a pr̊uzkum vrcholu
u ještě neńı ukončený a proto v.f < u.f
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Souvislost v orientovaném grafu

orientovaný graf G = (V,E)

vrchol v je dosažitelný z vrcholu u, znač́ıme u v, právě když v G
existuje orientovaná cesta z u do v

Reach(u) je množina všech vrchol̊u dosažitelných z u

vrcholy u a v jsou silně dosažitelné (strongly connected) právě když u je
dosažitelný z v a současně v je dosažitelný z u

silná dosažitelnost - relace ekvivalence

silně souvislá komponenta grafu je ťŕıda ekvivalence relace silné
dosažitelnosti, tj. maximálńı množina vrchol̊u C ⊆ V taková, že pro každé
u, v ∈ C plat́ı u v a současně v  u

graf nazýváme silně souvislý právě když má jedinou silně souvislou
komponentu

problém

naj́ıt všechny silně souvislé komponenty grafu
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Souvislost v neorientovaném grafu

v neorientovaném grafu jsou pojmy dosažitelnosti a silné dosažitelnost totožné

pro hledáńı silně souvislé komponenty grafu můžeme použ́ıt BFS nebo DFS

jednotlivé DFS (BFS) stromy koresponduj́ı s komponentami souvislosti

složitost O(V + E)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Silně souvislé komponenty v orientovaném grafu

výpočet silně souvislé komponenty obsahuj́ıćı daný vrchol u

najdi množinu Reach(u) všech vrchol̊u dosažitelných z u aplikaćı
DFS Visit(G, u)

najdi množinu Reach−1(u) všech vrchol̊u, ze kterých je dosažitelný u

pro výpočet Reach−1(u) využijeme transponovaný graf8 rev(G), na který
aplikujeme DFS Visit(rev(G), u)

silně souvislá komponenta obsahuj́ıćı u je pr̊unikem Reach(u) ∩Reach−1(u)

časová složitost výpočtu je O(V + E)

8transponovaný graf rev(G) = (V, rev(E)) je graf G s obrácenou orientaćı hran,
rev(E) = {(x, y) | (y, x) ∈ E}
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Silně souvislé komponenty v orientovaném grafu

výpočet všech silně souvislých komponent grafu

můžeme zabalit popsaný postup (podobně jako je DFS Visit(G, u)
zabalené do DFS)

v nejhořśım p̌ŕıpadě má graf |V | komponent souvislosti a detekce každé
z nich má časovou složitost O(E)

celková časová složitost výpočtu je O(V · E)

existuje efektivněǰśı algoritmus, optimálně s lineárńı časovou složitost́ı ???

motivace: v čase O(V + E) dokážeme rozhodnout, zda všechny silně souvislé
komponenty grafu jsou jednoduché (obsahuj́ı pouze jeden vrchol)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Komponentový graf

komponentový graf (aka graf silně souvislých komponent) je orientovaný graf,
který vznikne kontrakćı každé silně souvislé komponenty grafu do jednoho
vrcholu a kontrakćı paralelńıch hran do jedné hrany, znač́ıme scc(G)

scc(G) je orientovaný acyklický graf

vrcholy scc(G) můžeme topologicky uspǒrádat

listová komponenta == list grafu scc(G)

kǒrenová komponenta == kǒren grafu scc(G)

plat́ı rev(scc(G)) = scc(rev(G))
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Př́ıklad

A B

FD E

C

I

G

J

H

K

A B,E C,F

G,H,

I,J,K
D

kǒrenová komponenta A
listové komponenty D, CF, GHIJK
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Komponentový graf
listová komponenta grafu = list grafu scc(G)

z každého vrcholu u listové komponenty C jsou dosažitelné všechny vrcholy
C, tj. DFS pr̊uzkum z u navšt́ıv́ı všechny vrcholy z C

naopak, z vrcholu u neńı dosažitelný žádný vrchol nepaťŕıćı do C (C je listová
komponenta!!), tj . DFS pr̊uzkum z u navšt́ıv́ı pouze všechny vrcholy z C

na tomto pozorováńı můžeme postavit algoritmus pro detekci komponent

Strong Components(G)

1 count← 0
2 while G neńı prázdný do
3 count← count+ 1
4 v ← libovolný vrchol z listové komponenty
5 C ← One Component(v, count)
6 odstraň z grafu G vrcholy z C a hrany vstupuj́ıćı do C od

poťrebujeme (efektivně) naj́ıt vrchol paťŕıćı listové komponentě
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Komponentový graf

poťrebujeme (efektivně) naj́ıt vrchol paťŕıćı listové komponentě

uḿıme (efektivně) naj́ıt vrchol paťŕıćı kǒrenové komponentě

Věta 16

Vrchol s nejvyš̌śı časovou značkou .f lež́ı v kǒrenové komponentě.

Důkaz tvrzeńı je důsledkem následuj́ıćıho obecněǰśıho tvrzeńı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Komponentový graf

Věta 17

Necht’ C1 a C2 jsou silně souvislé komponenty takové, že z C1 vede hrana do C2.
Potom nejvěťśı hodnota .f v komponentě C1 je věťśı než nejvěťśı hodnota .f
v komponentě C2.

Důkaz
mohou nastat dva p̌ŕıpady

v prvńım p̌ŕıpadě navšt́ıv́ı DFS komponentu C2 jako prvńı; pak ale DFS
z̊ustane v komponentě C2 dokud ji celou neprozkoumá, teprve pak se dostane
do C1

v druhém p̌ŕıpadě navšt́ıv́ı DFS komponentu C1 jako prvńı; necht’ v je vrchol,
který byl v C1 navšt́ıven jako prvńı; DFS opust́ı vrchol v, až když prozkoumá
všechný vrcholy, které jsou z v dosažitelné a které dosud nebyly navšt́ıveny;
proto nejprve projde celou komponentu C2 a pad se teprve naposledy vrát́ı
do v
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Algoritmus pro detekci silně souvislých komponent
v lineárńım čase

Robert Tarjan, 1972

Harold Gabow, 2000

Rao Kosaraju, 1978; Micha Sharir, 1981

vrcholy grafu uspǒrádej v obráceném postorder pǒrad́ı, tj. podle značky .f
v klesaj́ıćım pǒrad́ı
proved’ DFS pr̊uzkum z vrchol̊u v daném pǒrad́ı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Silně souvislé komponenty

Kosaraju Sharir(G)

1 foreach u ∈ V do u.color ← white od
2 foreach u ∈ V do if u.color = white then Push DFS(G, u) fi od
3 foreach u ∈ V do u.color ← white od
4 count← 0
5 while S 6= ∅ do
6 u← S.pop()
7 if u.color = white then count← count+ 1
8 Label One DFS(Rev(G), u, count) fi od

Push DFS(G, u)

1 u.color ← gray
2 foreach v ∈ Adj[u] do
3 if v.color = white then Push DFS(G, v) fi od
4 u.color ← black; S.push(u)

Label DFS(G, u, count)

1 u.color ← gray
2 foreach v ∈ Adj[u] do
3 if v.color = white then Label DFS(G, v, count) fi od
4 u.color ← black; u.label← count
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Nejkraťśı cesty

Grafové algoritmy

12 Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost
Pr̊uzkum do š́ı̌rky
Pr̊uzkum do hloubky
Topologické uspǒrádáńı
Silně souvislé komponenty

13 Nejkraťśı cesty
Algoritmus Bellmana a Forda
Acyklické grafy
Dijkstr̊uv algoritmus
Lineárńı nerovnice
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Cesta v grafu

cesta v grafu G = (V,E) je posloupnost vrchol̊u p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 taková, že
(vi−1, vi) ∈ E pro i = 1, . . . , k

jednoduchá cesta je cesta, která neobsahuje dva stejné vrcholy

terminologie

cesta jednoduchá cesta

path simple path

walk path

sled cesta

p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 je cestou z vrcholu u do vrcholu v právě když v0 = u a vk = v
v je dosažitelný z u, u v
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Délka cesty

graf G = (V,E), váhová funkce (ohodnoceńı, délka hran) w : E → R

délka cesty p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 je součet délek hran cesty

w(p)
def
=

k∑
i=1

w(vi−1, vi)

délka nejkraťśı cesty z vrcholu u do vrcholu v je definovaná p̌redpisem

δ(u, v)
def
=

{
min{w(p) | u p

 v} existuje cesta z u do v

∞ jinak

nejkraťśı cesta z vrcholu u do vrcholu v je libovolná cesta p z u do v pro kterou
w(p) = δ(u, v)

pro neohodnocené grafy se délka cesty definuje jako počet hran cesty
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Varianty problému nejkraťśı cesty

nejkraťśı cesty z daného vrcholu do všech vrchol̊u
single source shortest path, SSSP
tato p̌rednáška

nejkraťśı cesty ze všech vrchol̊u do daného vrcholu
pro neorientované grafy totožné s SSSP
pro orientované grafy redukce na SSSP změnou orientace hran

nejkraťśı cesta mezi danou dvojićı vrchol̊u speciálńı p̌ŕıpad SSSP, nejsou
známy asymptoticky rychleǰśı algoritmy než pro SSSP
tato p̌rednáška

nejkraťśı cesty mezi všemi dvojicemi vrchol̊u
řešeńı opakovanou aplikaćı algoritmu pro SSSP
existuj́ı efektivněǰśı algoritmy
ADS II

nejdeľśı, neǰsiřśı, nejspolehlivěǰśı . . . cesty
viz literatura
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Algoritmy pro SSSP

orientované grafy

neohodnocený graf
pr̊uzkum do š́ı̌rky, BFS

acyklický graf
pr̊uzkum do hloubky
tato p̌rednáška

graf s nezáporným ohodnoceńım hran
Dijkstr̊uv algoritmus a jiné
tato p̌rednáška

obecný graf
algoritmus Bellmana Forda a jiné
tato p̌rednáška
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Algoritmy pro SSSP
neorientované grafy

neohodnocený graf

pr̊uzkum do š́ı̌rky, BFS

graf s nezáporným ohodnoceńım hran

hranu nahrad́ıme dvojićı orientovaný hran a p̌revedeme na úlohu
v orientovaném grafu

obecný graf

nahrazeńım hrany se záporným ohodnoceńım dvojićı orientovaných hran
vznikne cyklus záporné délky

pokud původńı graf obsahuje hrany záporné délky, ale žádný cyklus záporné
délky, lze takovou úlohu p̌revést na hledáńı nejlevněǰśıho perfektńıho párováńı

když obsahuje cyklus záporné délky, problém je NP-těžký a uḿıme ho řešit
pouze algoritmy exponenciálńı složitosti

viz literatura
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Nejkraťśı cesta vs nejkraťśı jednoduchá cesta

graf neobsahuje hrany záporné délky

jestliže mezi dvojićı vrchol̊u existuje cesta,
tak mezi nima existuje taková nejkraťśı cesta, která je jednoduchá

necht’ p je nejkraťśı cesta, která neńı jednoduchá, tj. obsahuje cyklus

cyklus nemůže ḿıt zápornou délku (spor s p̌redpokladem neexistence hran
záporné délky)

cyklus nemůže ḿıt kladnou délku (spor s p̌redpokladem, že cesta je nejkraťśı)

cyklus má nulovou délku - cyklus můžeme z cesty vypustit a dostaneme
jednoduchou nejkraťśı cestu

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 355 / 390



Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Nejkraťśı cesta vs nejkraťśı jednoduchá cesta

graf obsahuje hrany záporné délky

S

2

8

8

1−6

4

5

8
3

a c

d

e

b

cyklus 〈b, c, d, b〉 má délku -2

jestliže nějaká cesta z x do y obsahuje cyklus záporné délky, tak žádná cesta
z x do y nemůže být nejkraťśı cestou, δ(x, y) = −∞

v p̌ŕıpadě, že graf obsahuje hrany se zápornou délkou, problém nejkraťśı cesty je
formulovaný jako

1. rozhodni, zda graf obsahuje cyklus záporné délky

2. když ne, tak najdi nejkraťśı (jednoduché) cesty
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Nejkraťśı cesty Formulace problému nejkraťśıch cest

Struktura nejkraťśıch cest

Lemma 18

Každá podcesta nejkraťśı cesty je nejkraťśı cestou.

necht’ p je nejkraťśı cesta z u do v

w(p) = w(pux) + w(pxy) + w(pyv) u
pux

x y v
pxy pyv

p̌redpokládejme, že existuje kraťśı cesta z x do y, w(p′xy) < w(pxy)

zkonstruujeme novou cestu p′ = u
pux x

p′xy
 y

pyv
 v

w(p′) = w(pux) + w(p′xy) + w(pyv)

< w(pux) + w(pxy) + w(pyv)

= w(p)

což je spor s p̌redpokladem, že p je nejkraťśı cesta z u do v
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Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Reprezentace nejkraťśıch cest

strom nejkraťśıch cest

pozor na rozd́ıl mezi stromem nejkraťśıch cest a nejlevněǰśı kostrou grafu

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 358 / 390



Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Reprezentace stromu nejkraťśıch cest z vrcholu s
atribut vzdálenost distance, v.d

• iniciálńı nastaveńı v.d =∞
• hodnota v.d se v pr̊uběhu výpočtu snižuje
• hodnota v.d je horńım odhadem délky nejkraťśı cesty, v.d ≥ δ(s, v)
• na konci výpočtu je v.d = δ(s, v)

atribut p̌redch̊udce parent, v.π
• iniciálńı nastaveńı v.π = Nil
• vrchol v.π je p̌redchůdcem vrcholu v na cestě z s do v délky v.d
• na konci výpočtu je v.π p̌redchůdce vrcholu v na nejkraťśı cestě z s do v,

resp. v.π = Nil když neexistuje cesta z s do v

graf p̌redch̊udc̊u Gp = (Vp, Ep) je definovaný hodnotami .π

Vp = {v ∈ V | v.π 6= Nil} ∪ {s}

Ep = {(v.π, v) | v ∈ Vp \ {s}}
strom nejkraťśıch cest na konci výpočtu je Gp stromem nejkraťśıch cest

• s je kǒren stromu, Vp je množina vrchol̊u dosažitelných z vrcholu s
• pro každý vrchol v ∈ Vp, (jediná) cesta z s do v v Gp je nejkraťśı cestou

z s do v v G
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Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Relaxace

technika, kterou využ́ıvaj́ı algoritmy pro hledáńı nejkraťśıch cest

relaxaćı hrany (u, v) rozuḿıme test, zda je možné zkonstruovat kraťśı cestu
do v tak, že projedeme p̌res vrchol u

když aktuálně známá cesta do vrcholu u prodloužená o hranu (u, v) je kraťśı
než aktuálně známá cesta do v (u.d+ w(u, v) < v.d), tak jsme našli novou -
kraťśı cestu do v a podle toho aktualizujeme hodnoty v.d a v.π
(v.d← u.d+ w(u, v) a v.π ← u )

4

Relax

7

4 10
3

4

Relax

6

4 6
3

u v

hranu (u, v) nazýváme napjatou právě když u.d+ w(u, v) < v.d

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 360 / 390



Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Generický SSSP algoritmus
Init SSSP(G, s)

1 foreach v ∈ V do v.d←∞; v.π ← Nil od
2 s.d← 0

Relax(u, v, w)

1 v.d← u.d+ w(u, v)
2 v.π ← u

Generic SSSP(G,w, s)

1 Init SSSP(G, s)
2 S ← s
3 while S 6= ∅ do
4 vyber u z S
5 foreach hranu (u, v) ∈ E do
6 if v.d > u.d+ w(u, v)
7 then Relax(u, v, w)
8 S ← S ∪ {v} fi od
9 od
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Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Korektnost generického SSSP algoritmu

pro každý vrchol v plat́ı, že hodnota v.d je bud’ ∞, anebo je rovna délce
nějaké cesty z s do v
d̊ukaz indukćı na počet relaxaćı

když graf neobsahuje cyklus záporné délky, tak hodnota v.d je bud’ ∞, anebo
je rovna délce nějaké jednoduché cesty z s do v
d̊ukaz viz diskuse nejkraťśı cesta vs nejkraťśı jednoduchá cesta

důsledek: generický algoritmus pro graf bez záporných cykl̊u skonč́ı,
protože v grafu existuje jenom konečný počet jednoduchých cest

když žádná hrana grafu neńı napjatá, tak hodnota v.d je rovna délce cesty
s→ · · · → v.π.π → v.π → v

když žádná hrana grafu neńı napjatá, tak cesta s→ · · · → v.π.π → v.π → v
je nejkraťśı cestou z s do v
d̊ukaz indukćı na počet relaxaćı

důsledek: když výpočet generického algoritmu skonč́ı, tak Gp je strom
nejkraťśıch cest
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Nejkraťśı cesty Generický SSSP algoritmus

Složitost generického SSSP algoritmu

záviśı od toho

jakou datovou strukturu použijeme pro reprezentaci množiny S obsahuj́ıćı
vrcholy určené k prozkoumáńı
(tj. vrcholy, u kterých byla změněna hodnota .d)

v jakém pǒrad́ı budeme prozkoumávat vrcholy z množiny S
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

Bellman̊uv - Ford̊uv algoritmus

Bellman-Ford(G,w, s)

1 Init SSSP(G, s)
2 for i = 1 to |V | − 1 do
3 foreach (u, v) ∈ E do
4 if v.d > u.d+ w(u, v) then Relax(u, v, w) fi
5 od
6 od
7 foreach (u, v) ∈ E do
8 if v.d > u.d+ w(u, v) then return False fi
9 od

10 return True

optimalizace: výpočet můžeme ukončit, jestliže v iteraci for cyklu v řádćıch 2 - 6
nebyla nalezena žádná napjatá hrana
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

5

2

1

8

3

−8

2

a

b d

ec

(a)

3

c e

db

a

5

2

−8

8

1

2

1

0

5

(b)

5
3

2
7

−8

3

8
8

1

20

1

c e

db

a

(c)

0

c e

db

a

5

2

1

8

3

−8

2
0

61

3

(d)

graf     G p

2

−8

3

8

1

2

5
−23

61

0

c e

db

a

(e)

výpočet algoritmu Bellman-Ford, hledáme nejkraťśı cesty z vrcholu a

v každé iteraci cyklu 2 - 6 relaxujeme hrany v pǒrad́ı (c, e), (d, e), (b, d), (c, d),
(b, c), (a, c), (a, b)
barevně jsou vyznačeny hrany grafu p̌redchůdc̊u Gp
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

Korektnost 1

Lema 19

Když graf G neobsahuje cyklus záporné délky dosažitelný z s, tak po |V | − 1
iteraćıch cyklu 3 - 5 pro všechny vrcholy v plat́ı

v.d = δ(s, v).

necht’ v je dosažitelný z s a necht’ p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 je nejkraťśı jednoduchá
cesta z s do v (v0 = s, vk = v)

protože cesta p neobsahuje cyklus, má nanejvýš |V | − 1 hran, tj. k ≤ |V | − 1

v každé iteraci cyklu se relaxuj́ı všechny hrany grafu, speciálně

• v prvńı iterace se relaxuje hrana (v0, v1)
• v druhé iteraci se relaxuje hrana (v1, v2)
• . . .
• v k-té iteraci se relaxuje hrana (vk−1, vk)

indukćı ově̌ŕıme, že po i-té iteraci plat́ı vi.d = δ(s, vi)
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

Korektnost 2

Lema 20

Když graf G neobsahuje cyklus záporné délky dosažitelný z s, tak algoritmus vrát́ı
hodnotu True.

po ukončeńı výpočtu plat́ı pro každou hranu (u, v) ∈ E

v.d = δ(s, v)

≤ δ(s, u) + w(u, v)

= u.d+ w(u, v)

žádná hrana neńı napjatá a test na řádku 8 nevrát́ı hodnotu False
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

Korektnost 3
Lema 21

Když graf G obsahuje cyklus záporné délky dosažitelný z s, tak algoritmus vrát́ı
hodnotu False.

necht’ c = 〈v0, v1, . . . , vk〉, v0 = vk je cyklus záporné délky dosažitelný z s,∑k
i=1 w(vi−1, vi) < 0

p̌redpokládejme, že algoritmus vrát́ı hodnotu True, tj. pro každou hranu
cyklu plat́ı vi.d ≤ vi−1.d+ w(vi−1, vi)

sumaćı p̌res všechny vrcholy cyklu

k∑
i=1

vi.d ≤
k∑
i=1

(vi−1.d+ w(vi−1, vi)) =

k∑
i=1

vi−1.d+

k∑
i=1

w(vi−1, vi)

každý vrchol se vyskytuje právě jednou v součtech
∑k
i=1 vi−1.d a

∑k
i=1 vi.d

k∑
i=1

vi−1.d =

k∑
i=1

vi.d =⇒ 0 ≤
k∑
i=1

w(vi−1, vi)

spor s p̌redpokladem o délce cyklu c
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Nejkraťśı cesty Algoritmus Bellmana a Forda

Složitost

složitost algoritmu Bellmana a Forda

inicializace má složitost Θ(V )

relaxace hrany má konstantńı složitost

cyklus 3 - 5 má složitost Θ(E); počet jeho opakováńı je V − 1

celková složitost je O(V E)
jiný zápis: O(mn), kde n je počet vrchol̊u a m je počet hran grafu

existuje efektivněǰśı řešeńı?

ne lehce najdeme graf a takové pǒrad́ı relaxace jeho hran, pro které je nutných
V − 1 iteraćı

??? otázka vhodného pǒrad́ı relaxace hran

ano vhodné pǒrad́ı hran dokážeme určit pro speciálńı typy graf̊u

• acyklické grafy
• grafy bez záporných hran
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Nejkraťśı cesty Acyklické grafy

Nejkraťśı cesty v orientovaném acyklickém grafu

optimálně pǒrad́ı relaxace hran v Bellmanově - Fordově algoritmu je takové,
že vždy relaxujeme hranu (u, v) pro kterou u.d = δ(s, u)

pro obecný graf určit pǒrad́ı relaxaćı tak, aby byla dodržena uvedená
podḿınka, může být stejně náročné jako vypoč́ıst nejkraťśı cesty

speciálně pro acyklické grafy se toto pǒrad́ı dá vypoč́ıst jednoduše:
požadovanou vlastnost má topologické uspǒrádáńı vrchol̊u grafu

GFEDCBA

A < B < C < D < E < F < G
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Nejkraťśı cesty Acyklické grafy

Nejkraťśı cesty v orientovaném acyklickém grafu

Dag(G,w, s)

1 najdi topologické uspořádáńı vrchol̊u grafu G
2 Init SSSP(G, s)
3 foreach vrchol u v topologickém uspořádáńı do
4 foreach (u, v) ∈ E do
5 if v.d > u.d+ w(u, v) then Relax(u, v, w) fi
6 od
7 od

časová složitost Θ(V + E)

topologické uspǒrádáńı garantuje, že hrany každé cesty jsou relaxované
v pǒrad́ı, v jakém se vyskytuj́ı na cestě
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Nejkraťśı cesty Dijkstr̊uv algoritmus

Dijkstr̊uv algoritmus

pro reprezentaci množiny vrchol̊u určených k prozkoumáńı využ́ıvá prioritńı
frontu, kde priorita vrcholu v je určena hodnotou v.d

Dijkstr̊uv algoritmus můžeme nahĺıžet i jako efektivńı implementaci
prohledáváńı grafu do š́ı̌rky, na rozd́ıl od BFS neukládáme vrcholy, které maj́ı
být prozkoumané, do fronty, ale do prioritńı fronty

řeš́ı problém SSSP pro grafy s nezáporným ohodnoceńım hran
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Nejkraťśı cesty Dijkstr̊uv algoritmus

Dijkstr̊uv algoritmus

Dijkstra(G,w, s)

1 Init SSSP(G, s)
2 S ← ∅
3 Q← V
4 while Q 6= ∅ do
5 u← Extract Min(Q)
6 S ← S ∪ {u}
7 foreach (u, v) ∈ E do
8 if v.d > u.d+ w(u, v) then Relax(u, v, w) fi
9 od

10 od

algoritmus udržuje dvě množiny

S vrcholy, pro které je již vypočtena délka nejkraťśı cesty
Q prioritńı fronta, Q = V \ S

algoritmus vyb́ırá vrchol u ∈ Q s nejmenš́ı hodnotou u.d a relaxuje hrany
vycházej́ıćı z u
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Nejkraťśı cesty Dijkstr̊uv algoritmus

Dijkstr̊uv algoritmus - p̌ŕıklad

5

0

8

6

x

z

y

s

10

5

3 4

2

1

vrcholy se p̌ridávaj́ı do množiny S v pǒrad́ı s, y, z, x
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Nejkraťśı cesty Dijkstr̊uv algoritmus

Korektnost

Lema 22 (Invariant cyklu while)

Na začátku iterace while cyklu plat́ı v.d = δ(s, v) pro všechny vrcholy v ∈ S.

Inicializace na začátku S = ∅ a tvrzeńı plat́ı triviálně

Ukončeńı na konci Q = ∅, tj. S = V a v.d = δ(s, v) pro všechny v ∈ V
Iterace poťrebujeme prokázat, že když u p̌resuneme do S, tak u.d = δ(u.s)

když u neńı dosažitelný z s tak tvrzeńı plat́ı protože u.d = δ(s, u) =∞
v opačném p̌ŕıpadě necht’ p je nejkraťśı cesta z s do u; cestu p můžeme

dekomponovat na dvě cesty s
p1 x→ y

p2 u tak, že bezprosťredně p̌red
zǎrazeńım u do S všechny vrcholy cesty p1 paťŕı do S a y 6∈ S
x ∈ S =⇒ x.d = δ(s, x)

p̌ri zǎrazeńı x do S byla relaxovaná hrana (x, y)) a s
p1 x→ y je nejkraťśı

cesta do y =⇒ y.d = δ(s, y)

hrany maj́ı nezápornou délku =⇒ δ(s, y) ≤ δ(s, u)

v dané iteraci jsme vybrali vrchol u =⇒ u.d ≤ y.d
spojeńım dostáváme u.d ≤ y.d = δ(s, y) ≤ δ(s, u) =⇒ u.d ≤ δ(s, u)
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Nejkraťśı cesty Dijkstr̊uv algoritmus

Složitost Dijkstrova algoritmu
Θ(V ) operaćı Insert (do fronty p̌ridá nový objekt)

Θ(V ) operaćı Extract Min (z fronty odstrańı objekt s minimálńım kĺıčem)

Θ(E) operaćı Decrease Key (objektu ve frontě sńıž́ı hodnotu kĺıče)

složitost algoritmu záviśı od zp̊usobu implementace prioritńı fronty Q

pole složitost Θ(V · V + E · 1) = Θ(V 2)
Insert má složitost Θ(1)
Extract Min má složitost Θ(V )
Decrease Key má složitost Θ(1)

binárńı halda složitost Θ(V log V + E log V )
Insert má složitost Θ(log V )
Extract Min má složitost Θ(log V )
Decrease Key má složitost Θ(log V )

Fibonacciho halda složitost Θ(V log V + E)
Insert má složitost Θ(1)
Extract Min má složitost Θ(log V )
Decrease Key má složitost Θ(1)
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Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledáńı
nejkraťśı cesty mezi dvěma vrcholy s a t

optimalizace 1

výpočet ukonč́ıme když vrchol t odebereme z prioritńı fronty
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Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledáńı
nejkraťśı cesty mezi dvěma vrcholy s a t

optimalizace 2 - dvousměrné hledáńı (bidirectional search)

současně spoušt́ıme (dop̌redný) výpočet Dijkstrova algoritmu z vrcholu s a
(zpětný) výpočet z vrcholu t, vždy jednu iteraci každého výpočtu

dop̌redný výpočet použ́ıvá frontu Qf a p̌rǐrazuje vrchol̊um hodnoty .df a .πf ,
zpětný frontu Qb a p̌rǐrazuje hodnoty .db a .πb

výpočet ukonč́ıme když nějaký vrchol w je odstraněn z obou front Qf a Qb

po ukončeńı najdeme vrchol x s minimálńı hodnotou x.df + x.db
(pozor, nemuśı to být vrchol w)

využit́ım atribut̊u .πf a .πb najdeme nejkraťśı cestu z s do x a nejkraťśı cestu
z x do t; jejich spojeńım dostaneme nejkraťśı cestu z s do t
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Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledáńı
nejkraťśı cesty mezi dvěma vrcholy s a t

optimalizace 3 - heuristika A∗

pokud bychom dovedli spolehlivě zjistit, že nejkraťśı cesta z s do t nepovede
p̌res vrchol v, mohli bychom zpracováńı vrcholu v a hran s ńım incidentńıch
p̌reskočit =⇒ pracovali bychom s menš́ı grafem, a tedy rychleji

jestliže dva vrcholy jsou stejně daleko od s, chceme p̌ri pr̊uzkumu preferovat
ten, který je bĺıže k ćılovému vrcholu t

pro odhad preferenćı použ́ıváme ohodnoceńı vrchol̊u – potenciál h : V → R

Dijkstr̊uv algoritmus s heuristikou se od klasického lǐśı v tom, že p̌ri výběru
vrcholu z prioritńı fronty vyb́ıráme vrchol s nejnižš́ı hodnotou v.d+ h(v)

jak volit potenciál a proč může urychlit výpočet?
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Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Heuristika A∗ - p̌ŕıpustný potenciál

Potenciál je p̌ŕıpustný právě když pro každou hranu (u, v) ∈ E splňuje podḿınku

h(u) ≤ w(u, v) + h(v)

a pro vrchol t plat́ı h(t) = 0.

pro libovolnou cestu p = 〈v0 = u, v1, . . . , vk = t〉 z u do t a p̌ŕıpustný
potenciál plat́ı

w(p) =

k−1∑
i=0

w(vi, vi+1)

≥ h(v0)− h(v1) + h(v1)− h(v2) + . . .+ h(vk−1)− h(vk)

= h(u)− h(t) = h(u)

t.j. potenciál vrcholu u je dolńım odhadem délky cesty z u do t
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Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Heuristika A∗ - úprava ohodnoceńı grafu pomoćı
potenciálu

vytvoŕıme nové ohodnoceńı grafu w′ : E → R, které definujeme jako

w′(u, v) = w(u, v)− h(u) + h(v)

když h je p̌ŕıpustný potenciál, tak pro nové ohodnoceńı grafu a pro každou
hranu grafu plat́ı

w′(u, v) ≥ 0

t.j. pro výpočet nejkraťśıch cest můžeme použ́ıt Dijkstr̊uv algoritmus

nové ohodnoceńı w′ neměńı nejkraťśı cesty, protože pro každou cestu p z s do
t plat́ı

w′(p) = w(p) + h(t)− h(s)

a potenciálový rozd́ıl medzi s a t je pro všechny cesty z s do t stejný

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 381 / 390



Nejkraťśı cesty Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy

Heuristika A∗ - úprava ohodnoceńı grafu pomoćı
potenciálu

aby hodnoty h měly p̌ŕıznivý vliv na rychlost výpočtu, měli by hodnoty h(v)
být dolńım odhadem vzdálenosti z vrcholu v do ćılového vrcholu t; č́ım je
odhad p̌resněǰśı, t́ım je výpočet rychleǰśı

Dijkstr̊uv algoritmus s heuristikou se od klasického lǐśı v tom, že p̌ri výběru
vrcholu z prioritńı fronty vyb́ıráme vrchol s nejnižš́ı hodnotou v.d+ h(v)

za p̌redpokladu, že ohodnoceńı vrchol̊u h splňuje pro všechny hrany (x, y)
grafu podḿınku w(x, y) ≥ h(x)− h(y), Dijkstr̊uv algoritmus s heuristikou je
korektńı
d̊ukaz prob́ıhá analogicky jako pro Dijkstr̊uv algoritmus
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Nejkraťśı cesty

Dijkstr̊uv algoritmus a obecné grafy

graf se záporně ohodnocenými hranami ale bez cykl̊u záporné délky

algoritmus najde korektńı řešeńı
(po každé změně hodnoty u.d vrát́ıme vrchol u do fronty)

složitost výpočtu může být až exponenciálńı v̊uči velikosti grafu

v praxi někdy rychleǰśı než algoritmus Bellmana a Forda

graf s cykly záporné délky

výpočet algoritmu neńı konečný
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Úloha lineárńıho programováńı

pro danou m× n matici A a vektory b = (b1, . . . , bm) a c = (c1, . . . , cn) naj́ıt
vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, který optimalizuje hodnotu účelové funkce∑n
i=1 cixi p̌ri splněńı ohraničeńı Ax ≤ b

p̌ŕıklad
minimalizovat −2x1 − 3x2 − x3
p̌ri splněńı ohraničeńı −x1 − x2 − x3 ≤ 3

3x1 + 4x2 − 2x3 ≤ 10
2x1 − 4x2 ≤ 2

4x1 − x2 + x3 ≤ 0
x1, x2, x3 ≥ 0

p̌ŕıpustné řešeńı (0, 0, 0)
optimálńı řešeńı (0, 5, 5)

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 384 / 390



Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Úloha lineárńıho programováńı

význam

• mnoho problémů dokážeme vyjáďrit jako úlohu lineárńıho programováńı
(nap̌r. problém nejkraťśı cesty)
• pro řešeńı těchto problémů potom stač́ı použ́ıt algoritmus pro řešeńı úlohy

lineárńıho programováńı 9

algoritmická složitost

• existuj́ı polynomiálńı algoritmy pro řešeńı úlohy lineárńıho programováńı
• pro řešeńı speciálńıch p̌ŕıpadů úlohy lineárńıho programováńı existuj́ı

mnohem rychleǰśı algoritmy
• problém lineárńıch ohraničeńı je p̌ŕıkladem takovéto speciálńı úlohy
• ukážeme postup založený na SSSP

9viz kurz IA101 Algoritmika pro těžké problémy
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Problém lineárńıch nerovnic

je daná množina nerovnic tvaru xi − xj ≤ bk, kde

x jsou proměnné, 1 ≤, i, j ≤ n
b jsou konstanty, 1 ≤ k ≤ m

úkolem je naj́ıt takové hodnoty proměnných x, které splňuj́ı všechny
nerovnice (tzv. p̌ŕıpustné řešeńı; v p̌ŕıpadě, že neexistuje žádné p̌ŕıpustné
řešeńı, tak výstupem je False

p̌ŕıklad
x1 − x2 ≤ 5
x1 − x3 ≤ 6
x2 − x4 ≤ −1
x3 − x4 ≤ −2
x4 − x1 ≤ −3

p̌ŕıpustné řešeńı x = (0,−4,−5,−3)
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Graf lineárńıch nerovnic

ohodnocený, orientovaný graf G = (V,E)

V = {v0, v1, . . . , vn}
(jeden vrchol pro každou proměnnou plus vrchol v0)

E = {(vi, vj) | xj − xi ≤ bk je nerovnica }∪
∪{(v0, v1), (v0, v2), . . . , (v0, vn)}

w(v0, vj) = 0 pro všechny j

w(vi, vj) = bk když xj − xi ≤ bk

x1 − x2 ≤ 5
x1 − x3 ≤ 6
x2 − x4 ≤ −1
x3 − x4 ≤ −2
x4 − x1 ≤ −3

0

0 -4

-3 -5

0

0

0

0

5

-3
-1

6

-2

v0

v1 v2

v3v4
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Nejkraťśı cesty v grafu lineárńıch nerovnic
Věta 23

Pro daný systém lineárńıch nerovnic a k němu odpov́ıdaj́ıćı graf lineárńıch
nerovnic G = (V,E) plat́ı:

1 když G nemá cyklus záporné délky, tak

x = (δ(v0, v1), δ(v0, v2), . . . , δ(v0, vn))

je p̌ŕıpustným řešeńım systému nerovnic;

2 když G má cyklus záporné délky, tak systém nemá žádné p̌ŕıpustné řešeńı.

1 z neexistence cyklu záporné délky plyne

δ(v0, vj) ≤ δ(v0, vi) + w(vi, vj)

po dosazeńı

xj ≤ xi + bk

xj − xi ≤ bk
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Nejkraťśı cesty v grafu lineárńıch nerovnic
Věta 24

Pro daný systém lineárńıch nerovnic a k němu odpov́ıdaj́ıćı graf lineárńıch
nerovnic G = (V,E) plat́ı:

1

2 když G má cyklus záporné délky, tak systém nemá žádné p̌ŕıpustné řešeńı.

1

2 necht’ c = 〈v1, v2, . . . , vk〉, kde v1 = vk, je cyklus záporné délky
hrany cyklu c odpov́ıdaj́ı nerovnostem

x2 − x1 ≤ w(v1, v2)

x3 − x2 ≤ w(v2, v3)

...

xk − xk−1 ≤ w(vk−1, vk)

p̌ŕıpustné řešeńı x muśı splňovat všechny tyto nerovnosti
po sečteńı všech nerovnost́ı dostaneme 0 ≤ w(c), což je spor s p̌redpokladem
o záporné délce cyklu c
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Nejkraťśı cesty Lineárńı nerovnice

Algoritmus pro problém lineárńıch nerovnic

1 vytvǒr graf lineárńıch nerovnic

• n+ 1 vrchol̊u
• m+ n hran
• časová složitost Θ(m+ n)

2 najdi nejkraťśı cesty z vrcholu v0 algoritmem Bellmana a Forda

• časová složitost O((n+ 1)(m+ n)) = O(n2 + nm)

3 když algoritmus vrát́ı hodnotu False, tak problém lineárńıch nerovnic nemá
p̌ŕıpustné řešeńı když algoritmus vrát́ı hodnotu True, tak p̌ŕıpustným
řešeńım je x = (δ(v0, v1), δ(v0, v2), . . . , δ(v0, vn))

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 390 / 390


	Návrh a analýza algoritmu
	Složitost a korektnost algoritmu
	Motivace
	Analýza složitosti
	Korektnost algoritmu
	Asymptotická notace

	Rozdel a panuj
	Maximální a minimální prvek
	Složitost rekurzivních algoritmu
	Jak nepoužívat rekurzi
	Problém maximální podposloupnosti

	Prehled algoritmu 
	Razení sléváním
	Merge sort
	Problém inverzí

	Quicksort
	Razení haldou
	Razení haldou
	Prioritní fronty

	Razení v lineárním case
	Counting Sort
	Radix Sort
	Bucket Sort


	Datové struktury
	Vyhledávací stromy
	Binární vyhledávací stromy
	Intervalové stromy

	Cerveno cerné stromy
	Cerveno cerné stromy
	Rank prvku

	B-stromy
	Hašovaní
	Zretezené hašování
	Otevrená adresace

	Pruzkum grafu a grafová souvislost
	Pruzkum do šírky
	Pruzkum do hloubky
	Topologické usporádání 
	Silne souvislé komponenty

	Nejkratší cesty
	Algoritmus Bellmana a Forda
	Acyklické grafy
	Dijkstruv algoritmus
	Lineární nerovnice



