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L
Motivace

Fesit jinak neresitelné problémy...

Chicago road networks, http://csun.uic.edu/dataviz.html
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L
Motivace

naudit se néco nového...

An algorithm must be seen to be believed, and the best way to
learn about what an algorithm is all about is to try it.
— Donald Knuth, The Art of Computer Programming

Algorithms: a common language for nature, human, and compu-
ter. — Avi Wigderson
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Motivace
stat se dobrym programdatorem...

I will, in fact, claim that the difference between a bad programmer
and a good one is whether he considers his code or his data
structures more important. Bad programmers worry about the
code. Good programmers worry about data structures and their
relationships. — Linus Torvalds (creator of Linux)

Progress is possible only if we train ourselves to think about pro-
grams without thinking of them as pieces of executable code.
— Edsger W. Dijkstra

Algorithms + Data Structures = Programs.
— Niklaus Wirth
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L
Motivace

Siroké uplatnéni...

navrh pocitaci logické obvody, systém souborl, prekladale
Internet vyhledavani, distribuované sdileni, cloud computing, packet routing
pocitactova grafika virtudlni realita, video, hry

multimédia mp3, jpg, rozpoznavani obrazu

socialni sité doporuéeni a predikce, reklama

[
[
[
[
m bezpelnost Sifrovani, hlasovani, e-obchod
[
m fyzika simulace

[

biologie projekt lidského genomu, simulace
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Motivace
pro zabavu a zisk...

Google @ amazoncom | A

SECURITY®

JLLX. A R

Honeywell redrat
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Slofitost a korektnost algoritmii

Navrh a analyza algoritmu

Slozitost a korektnost algoritmi
m Motivace
m Analyza sloZitosti
m Korektnost algoritmi
m Asymptotickd notace
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SloZitost a korektnost

Motivace

najdi nejkrat$i cestu pro rozvoz Cerstvé pizzy

ALGORITMUS???
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Slofitost a korektnost algoritmii

Reseni 1

vyber pocdtecni vrchol vg,i < 0

while existuje nenavstiveny vrchol do
1+—1+1
necht p; je nenavstiveny vrchol nejbliz k p;_;
navstiv p; od

return vrat cestu z pg do p;
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SloZitost a korektnost algoritmii

Reseni 1

vyber pocdtecni vrchol vg,i < 0

while existuje nenavstiveny vrchol do
1+—1+1
necht p; je nenavstiveny vrchol nejbliz k p;_;
navstiv p; od

return vrat cestu z pg do p;

TR S5 Thro 1 3 11
& L J e e e © e
21 =5 10 1 3 11
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SloZitost a korektnost algoritmii

Reseni 2
necht n je pocet vrcholt
fori=1ton—1do

d <+ oo
for kazdou dvojici (z,y) koncovych bodu ¢dstecnych cest do

if dist(z,y) < d then z; < x,y; < y,d < dist(z,y) fi od
spoj vrcholy z;,y; hranou od
spoj hranou koncové vrcholy cesty
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SloZitost a korektnost algoritmi Motivace

ReZeni 2
necht n je pocet vrcholl
fori=1ton—1do

d <+ oo
for kazdou dvojici (z,y) koncovych bodu ¢dstecnych cest do

if dist(z,y) < d then z; + z,y; < y,d < dist(z,y) fi od
spoj vrcholy x;,y; hranou od
spoj hranou koncové vrcholy cesty
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SloZitost a korektnost algoritmii

Korektni algoritmus

d <+ oo
for kazdou z n! permutaci II; vrcholu do
if cost(Il;) < d cost(I1;)je cena cesty uréené permutact I1;

then d < COSt(Hi) N Poin < 11; fi od
return P,,;,

korektnost algoritmus prové¥fi viech n! moznych zpisobi projiti grafu
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SloZitost a korektnost algoritmii

Korektni algoritmus

d <+ oo
for kazdou z n! permutaci II; vrcholu do
if cost(Il;) < d cost(I1;)je cena cesty uréené permutact I1;

then d < COSt(Hi) N Poin < 11; fi od
return P,,;,

korektnost algoritmus prové¥fi viech n! moznych zpisobi projiti grafu
sloZitost algoritmus je nepouZzitelny jiZz pro velmi malé grafy
7?77 existuje efektivnéjsi algoritmus 777

Congratulatians,

i€ only took yoo

65299 second:
L.

s Jotyen oo ke
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SloZitost a korektnost algoritmi Analyza sloZitosti

SloZitost

Charles Babage, 1864

As soon as an Analytic Engine exists, it will necessarily guide the future course of
the science. Whenever any resul is sought by its aid, the question will arise - By

what course of calculation can these results be arrived at by the machine in the
shortest time?

THE ANALYTICAL ENGINE

kolikrat musime zatocit klikou?
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Slofitost a korektnost algoritmii

Casova slozitost

Casova slozitost vypoctu = soulet cen viech vykonanych operaci

Casova slozitost algoritmu je funkce délky vstupu

e slozitost v nejhor§im p¥ipadé
maximalni délka vypo&tu na vstupu délky n
e slozitost v nejlepsim pFipadé
minimalni délka vypotu na vstupu délky n
e primérna sloZitost
pramé&r sloZitosti vypo&td na viech vstupech délky n

sloZitost = &€asova sloZitost v nejhorSim pFipadé

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Vyhledavani prvku v posloupnosti

Vstup posloupnost prvki A[l...n] a prvek z

Vystup index i takovy, Ze A[i] = z, resp. hodnota NoO, jestlize prvek x se
v posloupnosti nevyskytuje

Procedure Linear Search

1 answer < NO

2 fori =1 to n do

3 if A[i] =z then answer + i fi
4 od

5 return answer
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Vyhledavani prvku v posloupnosti — optimalizace |

Procedure Better Linear Search

1 fori=1ton do

2 if A[i] =z then return i fi
3 od

4 return NO

m prvni vyskyt x ukon&i prohledavani

m kaZdy priichod cyklem znamen3d 2 testy: v ¥adku 1 testujeme rovnost i < n,
v Fadku 2 testujeme rovnost A[i] = x

m stadi 1 test?
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Vyhledavani prvku v posloupnosti — optimalizace ||

Procedure Sentinel Linear Search

1 last < Aln]

2 Aln] + x

314+ 1

4 while Afi] #x do i < i+ 1 od
5 A[n] < last

6ifi<n V An|=xz

7 then return i

s  else return No fi

m prvni vyskyt x ukon&i prohleddvani

m sentinel (zardzka) pro p¥ipad, Ze pole neobsahuje prvek x
m kazdy prichod cyklem znamena 1 test

m 2 testy na zavér (fddek 6)
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Casova slozitost Linear Search

1 answer < NO

2 fori =1 ton do

3 if Ali] =2

4 then answer + i fi od
5 return answer

ozname t; cenu operace na ¥adku 4

operace z fadkid 1 a 5 se vykonaji jednou

¥adek 2 se vykond n + 1 krat

tadek 3 se vykond n krat

p¥irazeni v ¥adku 4 se vykona Gmérné poctu vyskytl = v poli

Casova sloZitost v nejlepsim pripadé
ti+ta-(n+1)+t3-n+1ts-0+1t5

Casova sloZitost v nejhorsim pripadé
ti+ta-(n+1)+t3-n+t, n+ts

sloZitost je tvaru c-n + d, kde ¢ a d jsou konstanty nezdvislé na n
sloZitost je linearni vzhledem k délce vstupu n
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Casova slozZitost optimalizovanych algoritmii

Better Linear Search

1 for i =1 to n do if A[i] = x then return i fi od
2 return NoO

m Casova sloZitost v nejhorsim p¥ipadé je linearnf

m Casova sloZitost v nejlepsim pFipadé je konstantni

Sentinel Linear Search
1 last < Aln], A[n] < x,i + 1
2 while A[i]| Z#x doi+ i+ 1 od
s Aln] < last
4 if i <n V A[n] = x then return i else return NO fi

m Casova sloZitost v nejhorsim p¥ipadé je linedrni
m asova sloZitost v nejlepsim p¥ipadé je konstantnf

m rozdil je v konstantnich faktorech
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Korektnost algoritmu

vstupni podminka ze v8ech moZnych vstupl pro dany algoritmus vymezuje ty,
pro které je algoritmus definovan

vystupni podminka pro kazdy vstup daného algoritmu spliiujici vstupni
podminku uréuje, jak ma vypadat vysledek odpovidajici danému vstupu

algoritmus je (totdln&) korektni jestlize pro kazdy vstup spliiujici vstupni
podminku vypocet skonéi a vysledek spliiuje vystupni podminku

tplnost (konvergence) pro kazdy vstup spliiujici vstupni podminku vypo&et
skon&i

tastetna (parcialni) korektnost pro kazdy vstup, ktery spliiuje vstupni
podminku a vypolet na ném skon&i, vystup spliiuje vystupni podminku
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Korektnost iterativniho algoritmu

analyzujeme efekt jednotlivych operaci

analyza efektu cyklu
® u vnofenych cykli za&indme od cyklu nejhlubsi Grovn&
m pro kazdy cyklus uréime jeho invariant

m invariantem cyklu je takové tvrzeni, které plati pred vykonanim a po vykonani
kaZdé iterace cyklu

m dokaZeme, Ze invariant cyklu je pravdivy
B vyuZitim invariantu
e dokdzeme kone¢nost vypoctu cyklu
o dokazeme efekt cyklu

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Slofitost a korektnost algoritmii

Invariant cyklu

Inicializace invariant je platny pfed zalatkem vykonavani cyklu

Iterace jestlize invariant plati pfed iteraci cyklu, ziistdva v platnosti i po
vykondni iterace

Ukonceni cyklus skonéi a po jeho ukonéeni platny invariant garantuje
pozadovany efekt cyklu
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SloZitost a korektnost algoritmi Korektnost algoritmi

Korektnost Better Linear Search

1 for i =1 to n do if A[i] = z then return i fi od
2 return NO

Invariant cyklu

Na zatatku kazdé iterace cyklu plati, Ze jestlize prvek x se naléza v A, tak se
naléza v &asti mezi pozicemi i a n.

Inicializace Na zalatku je i = 1 a proto tvrzeni plati.

Iterace PYedpokladejme platnost tvrzeni na zacatku iterace.
JestliZe iterace nevrati vysledni hodnotu, tak A[i] # . Proto « musi byt na
nékteré z pozic ¢ + 1 aZ n a invariant zistdva v platnosti i po ukon&eni
iterace (tj. pred nésledujici iteracf).
JestliZe iterace vrati hodnotu ¢, platnost tvrzeni po ukonceni iterace je
zfejma.

Ukonégeni Cyklus skon&i bud proto, Ze je nalezena hodnota z anebo proto, %e
1 > n. V obou pfipadech z platnosti tvrzeni po ukoneni iterace cyklu plyne
korektnost vypotitaného vysledku.
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Slofitost a korektnost algoritmii

Problém fFazeni

Vstup posloupnost n &isel (a1, az,...,a,)

Vystup permutace (preuspo¥adani) (a},aj,...,al,) vstupni posloupnosti
takovd, Ze af < af <...<a
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Princip fazeni vkladanim

(@)

(b) (©)
q'ﬂﬂﬂﬂ hﬁgﬂﬂﬂ [2]a[7 ] 1 [5]
\J)

(d) () (f)

2l4f7[o 3] [1]2]4]7]0 [1]2]3[4]7]9
SASASAS) UU
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L shitosta korekenost aloritmd
.
Algoritmus

Insert Sort(A)

1 //Vstup: A[l...n]
2 for j =2 to A.length do
3 key < Alj]
// Vloz A[j] do setazené postupnosti A[l...5 — 1]
i g1
while i >0 A Afi] > key do
Ali + 1] + A[q]
i1+i—1od
Ali + 1] < key od

© 0 X D G
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SloZitost a korektnost algoritmi Razeni vklddanim

Korektnost fazeni vkladanim

Invariant cyklu

Na zatstku kaZdé iterace for cyklu obsahuje pole A[1...j — 1] stejné prvky jako
na zalatku vypoctu, ale sefazené od nejmensiho po nejvétsi.

Inicializace PYed prvni iteraci je j = 2 a tvrzenf plati.

Iterace Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pted iteraci j, tj. prvky v A[1...5 — 1]
jsou sefazeny. Jestlize A[j] < A[j — 1], tak prvky
Aly — 1], A[j — 2], A[j — 3], ... posouvaji o jednu pozici doprava v t&le
cyklu se tak dlouho, aZ se najde vhodna pozice pro prvek A[j] (¥. 5 - 7).
Pole A[1...j] proto na konci iterace cyklu obsahuje stejné prvky jako na
zalatku, ale sefazené. Po navy3eni hodnoty j zlstdva tvrzeni v platnosti.

Ukontgeni Cyklus skon&i kdyz j > A.length = n. ProtoZe v kaZdé iteraci se
hodnota j navySuje o 1, musi platit j = n + 1. Z platnosti invariantu

cyklu plyne, Ze A[l...n] obsahuje stejné prvky jako na za&atku vypoctu,
ale sefazené.
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SloZitost a korektnost algoritmii

Slozitost fazeni vkladanim

Insertion Sort(A)
1 for j = 2 to A.length do

Ali + 1] < key od

2 key < Alj]

5 14 37—1

4 while i > 0 A A[i] > key do
5 Ali + 1] + A[i]

6 t1+<1i—1od

7

cena

C1

t; oznaluje polet opakovani while cyklu pro danou hodnotu j

pocet testl v hlavi¢ce cyklu je o 1 vy33i neZ polet iteraci cyklu
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Slozitost Fazeni vkladanim -nejlepsi pripad

Insertion Sort(A) cena pocet
1 for j =2 to A.length do c1 n
2 key < Alj] ) n—1
3 147 —1 C3 i =1l
4 while i > 0 A Afi] > key do ¢, 2?22 i g =1
5 Ali + 1] < A[f] Cs E?ZQ(tj - 1)
6 i<1—1od Cg 2?22@]‘ — 1)
7 Ali + 1] + key od cr n—1

T(n)=cn+ca(n—1)+cs(n—1) +C4Zt +C5Zt -1)

+CGZt — 1) +cr(n—=1)
j=2
=cnt+cm—1)4+c(n—1)+cs(n—1)+cr(n—1)
=an+b

linearni slozZitost
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Slozitost Fazeni vkladanim -nejhorsi pFipad

Insertion Sort(A) cena pocet
1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key + A[j] () n—1
3 g —1 C3 "1
4 while i > 0 A A[l] > key do ¢y 2?22 tj tj =
5 Ali + 1] + A[i] cs > i—a(ti —1)
6 i<i—1od Ce Z;L:Q(tj — 1)
7 Ali +1] « key od cr n—1
n(n+1)
T(n)=cn+c(n—1)+cs(n—1)+ 04(T —-1)
n(n—1 n(n—1
+C5( ( B ))+C6( ( 2 ))+C7(Tl—1)
=an’+bn+c

kvadraticka sloZitost
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Asymptoticka notace

® asymptotickou notaci vyuZivdme p¥i popisu sloZitosti algoritmi
m umoZiiuje abstrahovat od detailii / zdiiraznit podstatné

ptiklad
n(n+1)
T(n) =cn+ C2(n — 1) + 03(71 — 1) + (:4(T _ 1)
n(n+1 nin+1
+Cs(—( D) ))+CG(¥)+C7(7L—1)
:(C—4 §+C_6)n2—|—(cl+02—|—c3+c_4_C_5_c_6+c7)n

2 "2 "2
—(co+c3+ca+cr)

=an’+bn+c
= @(n2)
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,
Typy notaci

m f(n) = O(g(n)) znamend, ze C x g(n) je horni hranici pro f(n)
m f(n) = Q(g(n)) znamend, ze C' x g(n) je dolni hranici pro f(n)
m f(n) =0O(g(n)) znamend, ze C1 x g(n) je horni hranici pro f(n) a

Cy x g(n) je dolni hranici pro f(n)

f, g jsou funkce, f,g: N — N

C, C1,C5 jsou konstanty nezdvislé na n
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SloZitost a korektnost algoritmii

O notace

Definice

f(n) = O(g(n)) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a ¢ takové, Ze pro
vdechna n > ng plati f(n) < cg(n)

A cg(n)

fn)

m zapis f(n) € O(g(n)) vs zépis f(n) = O(g(n)) (historické divody)
m funkce f(n) neroste asymptoticky rychleji nez funkce g(n)
m alternativni definice f(n) = O(g(n)) prdvé kdyz hmsup fgz; < 00
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Slofitost a korektnost algoritmii

O notace - priklady

m 8n? — 88n 4 888 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 888 < 8n? pro viechna n > 11

m 8n? — 88n + 888 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 8 < 1n? pro véechna n > 10

m 8n? — 88n + 888 # O(n)
protoZe cn < 8n? — 88n + 888 pro n > ¢
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Slofitost a korektnost algoritmii

() notace

Definice

f(n) = Q(g(n)) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a ¢ takové, Ze pro
vdechna n > ng plati f(n) > cg(n)

A f(n)

cg(n)

no f(n) =Qg(n))

funkce f(n) neroste asymptoticky pomaleji nez funkce g(n)
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() notace - priklady

m 8n? — 88n + 8 = Q(n?) protoze 8n? — 88n +8 > n? pron > 13
m 8n? — 88n + 8 # Q(n?) protoZe 8n? — 88n + 8 < cn® pron > &

m 8n? — 88n + 8 = Q(n) protoze 8n® —88n +8 > n pron > 11
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Slofitost a korektnost algoritmii

© notace
Definice

f(n) = O(g(n)) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng,c; a ¢; takové, Ze pro
vdechna n > ng plati c1g(n) < f(n) < cag(n)

no f(’ll) = @(g(n))

funkce f(n) a g(n) rostou stejn& rychle

Donald E. Knuth: Big Omicron and big Omega and big Theta.
ACM SIGACT, Volume 8 Issue 2, April-June 1976, pp. 18 - 24.
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© notace - priklady

m 8n? — 88n + 8 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 8 = O(n?) a soutasn& 8n? — 88n + 8 = Q(n?)

m 8n? — 88n + 8 # O(n?) protoze 8n? — 88n + 8 # Q(n?)

m 8n? — 88n + 8 # O(n) protoZe 8n? — 88n + 8 # O(n)

1B002 Algoritmy a datové struktury |



© notace - priklad

%n2 —3n = 0(n?)

® musime najit kladné konstanty c1, co a ng takové, ze

1
cln2 < 5712 —3n < 62712

plati pro v8echna n > ng
® po Upravé dostdvdme

c1 <

3
— <o
n

DN | =

m prava nerovnost plati pro kazdé n > 1 jestlize zvolime ¢ > 1/2
m levad nerovnost plati pro kazdé n > 7 jestlize zvolime ¢; < 1/14

m volba ¢; = 1/14, co = 1/2 a ng = 7 dokazuje platnost vztahu
sn? — 3n = O(n?)
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Slofitost a korektnost algoritmii

Asymptoticka notace - vlastnosti

tranzitivita

f(n) = ©(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
f(n) = O(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
f(n) =Q(g(n)) a g(n) = Q(h(n)) implikuje f(n) = 2(h(n))
reflexivita
f(n) =0(f(n)) podobn& pro O a O
symetrie

f(n) =©(g(n)) pravé kdyz g(n) = ©(f(n))

transpozice

f(n) = O(g(n)) pravé kdyz g(n) = Q(f(n))

pozndamka: ne kaZda dvojice funkci je asymptoticky srovnatelnd
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Rozdél a panuj

Navrh a analyza algoritmu

Rozdél a panuj
m Maximalni a minimalni prvek
m SloZitost rekurzivnich algoritmi
m Jak nepouZivat rekurzi
m Problém maximalni podposloupnosti
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Navrh algoritmu

idedlni svét navod (algoritmus) ,jak konstruovat algoritmy"

realita osvédéené postupy
e iterativni pFistup
e rekurzivni p¥istup (rozdé&l a panuj, divide et impera, divide and conquer)

dynamické programovani
hladové techniky
heuristiky

nahodnostni techniky
aproximativni techniky
parametrizované techniky
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Rozdgl a panuj

Rozdél a panuj - principy

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs Henry Ford

Rozdél [divide] problém na podproblémy, které maji men3i velikost nez pavodni
problém.

Vyfe$ [conquer]| podproblémy stejnym postupem(rekurzivng). Jestlize velikost
podproblému je mala, pouZzij pfimé feseni.

Kombinuj [combine] ¥eSeni podproblémi a vyfes pivodni problém.
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Rozdgl a panuj

Maximalni a minimalni prvek

m problém nalezeni maximalniho a minimalniho prvku posloupnosti S[1...n]

m sloZitostni kritérium - pocet porovnani prvka

MaxMin lterative(.S)

maz + S[1]
min < S[1]
for i =2 ton do
if S[i] > max then mazx < SYi] fi
if S[i] < min then min < S[i] fi
od

D ;v A L =

celkem 2(n — 1) porovnani
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PFistup Rozdél a panuj

posloupnost rozdél na dvé (stejn& velké) podposloupnosti
H najdi minimalni a maximalni prvek v obou podposloupnostech

kombinuj ¥eSeni podproblém:
maximalnim prvek posloupnosti je vétsi z maximalnich prvk(i podposloupnosti
minimalnim prvek posloupnosti je mensi z minimalnich prvkid podposloupnosti

MaxMin(S, [, r)

1 if r = then return (S[l], S[r]) fi

2 if r =1+ 1 then return (max(S[{], S[r]), min(S[l], S[r])) fi
3 if r > 1+ 1 then (A, B) <~ MAXMIN(S, [, (I +7)/2])

4 (C,D) < MAXMIN(S, | (I +7)/2] +1,7)
5 return (max(A, C), min(B, D)) fi

inicidlni volani MAXMIN(S, 1,n)
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Korektnost

konetnost vypoltu plyne z faktu, Ze kazdé rekurzivni volani se provede pro
posloupnost mensi délky

spravnost vypot&itaného vysledku dokdZeme indukci vzhledem k délce vstupni

posloupnosti

n = 1,n = 2 provedou se p¥ikazy v ¥adku 1, resp. v ¥adku 2

indukéni predpoklad algoritmus vypodita korektni hodnoty pro viechny
posloupnosti délky nejvyse n — 1 (n > 1)

platnost tvrzeni pro n dle induk&niho p¥edpokladu jsou &isla A a B maximalnim
a minimalnim prvkem posloupnosti S[1,..., (1 +n)/2]], stejn& tak &isla C
a D jsou maximalnim a minimalnim prvkem posloupnosti
S +mn)/2] +1,...,n]
vEtsi z &isel A, C je pak maximdlnim prvkem posloupnost A[l,...,n] a
mensi z ¢isel B, D jejim minimem
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Slozitost

rozdél problém na podproblémy mensi velikosti
vyfe$ podproblémy
kombinuj YeSeni podproblémil a vy¥e$ pivodni problém

n je délka vstupu, podproblémy maji velikosti ni,nso,...,nk
T(-) je Easova sloZitost vypoctu na vstupu délky n

T'(n) = sloZitost rozdéleni+
T(ni)+T(ng)+...T(ng)+
+ sloZitost kombinace

konkrétn& pro algoritmus M AXMIN, sloZitost je poet porovnani prvki
posloupnosti

0+T([n/2])+T([n/2])+2 pron>2
T(n)=<1 pron =2
0 pron=1
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SloZitost
T([n/2])+T([n/2]) +2 pron>2

T(n)=1<1 pron =2
0 pron=1

indukci vzhledem k n ové&fime, Ze pro n > 1 platf

)

indukéni zéklad n =2 T(2) =1< 5-2-2
indukéni predpoklad nerovnost plati pro v8echny hodnoty ¢, 2 < i < n
platnost pro n

T(n) = (Ln/ 2])+T([n/2]) + vyuZijeme indukéni pfedpoklad

<2 Ln/2j—2+ [n/21—2+2—§n—2
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Kdo je nejrychlejsi???

Min1(S, )
manimum < S[I]
fori=1+1tordo
if minimum > S[i] then minimum < S[i] fi od
return minimum

Min2(S, 1, r)

if » = [ then return S[r] fi

if > [ then A < MIN2(S,[, |[(I +7)/2])
B+ MIN2(S, (I +7)/2] +1,r)
return min(A, B) fi

Min3(S, 1, 7)

if » = [ then return S[r] fi
if » > [ then A < MIN3(S,l,7r — 1)
return min(A4, S[r]) fi
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Rozdgl a panuj

Slozitost rekurzivnich algoritmi

m sloZitost obvykle zapiseme pomoci rekurentni rovnice, kterd vyjad¥uje
sloZitost vypo&tu na vstupu velikosti n pomoci sloZitosti vypoltli na mensich
vstupech

m ozname 7'(n) Casovou sloZitost vypoctu na vstupu délky n

m pro dostate¢n& maly vstup (n < ¢) si pfimé Fedeni vyZaduje konstantni ¢as

m velky vstup rozd&lime na a podproblémii z nichz kazdy ma velikost 1/b
velikosti plvodniho vstupu

m YeZeni kazdého podproblému si vyZzada ¢as T'(n/b)
m oznatme D(n) &as potfebny na konstrukci podproblémii a C'(n) &as pot¥ebny
na kombinaci ¥eSeni podproblém{ a nalezeni feSeni ptvodniho problému

_Je) pron <c
T = {aT(n/b) +D(n) +C(n) jinak

Jjak najit FeSeni’! rekurentni rovnice???

Inerekurzivni popis funkce, ktera spliiuje podminky rovnice



Rozdél a panuj

ReSeni rekurentnich rovnic

substituéni metoda ,uhodneme" ¥eSeni a dokdZeme jeho spravnost
matematickou indukci

metoda rekurzivniho stromu konstruujeme strom, jehoZ vrcholy vyjadfuji
sloZitost jednotlivych rekurzivnich volani; vyslednou sloZitost vypo&itdme

jako sumu ohodnoceni vrcholli stromu

kuchatkova véta (master method) vzorec pro Fedeni rekurentni rovnice tvaru
T(n) = aT(n/b)+ f(n)
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Substituéni metoda

,uhodni* ¥eSeni
matematickou indukci dokaZ jeho korektnost

Priklad

)1 pron =1
Tn) = {ZT( In/2]) +mn jinak

T(n) = O(nlogn)
indukci dokdzeme, Ze T'(n) < cnlogn pro dostatetné velké n a vhodn&
zvolenou konstantu ¢
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Rozdél a panuj

dokazujeme T'(n) = O(nlogn) pro rovnici

)1 pron =1
T = {QT(Ln/QJ) +tn jinak

Induk&ni krok

m predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro viechna m < n, tj. specidlné pro
m = |n/2] plati T(|n/2]) < ¢|n/2]log(|n/2])
® vyuZitim induk&éniho pfedpokladu dokaZeme platnost tvrzeni pro n

T(n) < 2(c[n/2log(|n/2])) +n
< cnlog(n/2) +n
=cnlogn —cnlog2 +n
=cnlogn —cn+n

< cnlogn
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Rozdél a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

dokazujeme T'(n) = O(nlogn) pro rovnici

)1 pron =1
Tl = {QT(Ln/QJ) +n o jinak

m jako indukéni zdklad nemiZeme pouZit pfipad n = 1, protoZe neplatf
T(1) <cnlogn=cllogl =0

m vyuZijeme, Ze dokazujeme asymptoticky vztah, a proto stadi, aby nerovnost
platila pro vSechna dostate¢né velkd n

m tvrzeni dokdZeme pro n > 2

m zdkladem indukce bude platnost vztahu pron=2an =3

m pro n > 3 zavisi hodnota T'(n) jenom od T'(2) a T(3)

Indukéni zéklad n=2an =3
m dosazenim do rovnice zjistime, ze T(2) =4 a T(3) =5
m zvolime konstantu ¢ > 1 tak, aby pro n =2 a n = 3 platilo T'(n) < cnlogn
m dobrd volba je ¢ > 2, protoze plati T'(2) < ¢-2log2 i T(3) <c¢-3log3
RS



Rozdél a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

Metoda rekurzivniho stromu

m ,rozbalovani rekurze"

m prehledny zdpis pomoci stromu, jehoZ vrcholy vyjadfuji sloZitost jednotlivych

rekurzivnich volan{
m vrchol stromu je ohodnocen sloZitosti dekompozice a kompozice
m synové vrcholu odpovidaji jednotlivym rekurzivnim volanim

m vyslednou sloZitost vypo&itdme jako sumu ohodnocenfi vrchold, obvykle
selitdme po jednotlivych drovnich stromu

metodu miZeme pouZit pro
m nalezeni pfesného FeSeni (je nutné pfesné potitani)
m pro ziskani odhadu na ¥eSeni rekurentni rovnice; pro diikaz YeSeni se pak
pouZije substitu¢ni metoda
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Metoda rekurzivniho stromu - priklad

)1 pron=1
T(n) = {3T(Ln/4j) en?  jinak

metodu pouZijeme pro ziskani odhadu ¥eSeni, mizZeme proto ptedpoklidat, Ze n je
mocninou 4

T(n) cn
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Rozdgl a panuj

)1 pron=1
T(n) = {3T(Ln/4j) +en?  jinak
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Rozdél a panuj

cn

cn

Y

logy n

Y T T(Q) T T) T(Q) T TA) T TA) T(1) ... T(1) TQ) T(Q) = @(nl°g43)

v
nlogg 3

@ Total: O(n?)
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Rozdél a panuj

m kofen ma hloubku 0

m (vnitini) vrchol v hloubce i je oznaZen sloZitosti c(n/4%)?
m pocet vrcholii s hloubkou i je 3!

m soulet sloZitosti vrcholli v hloubce i je 3ic(n/4")? = (3/16)%cn?

m list je oznaZen sloZitosti 1 (zaklad rekurentni rovnice) a ma hloubku
i = log, n (protoZe n/4l°8" = 1)

m potet listi je 310847 = ploga3

B sumaci pres vdechny lrovné& dostadvame

3 \log, n—1
) 84 Cn2_+_nlog43

3
T(n) =en? + —cen2 4+ .- il
(n) =cn +16cn + +(16
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Rozdél a panuj

T(n) = cn? + %crﬂ +-+ (%)log“n "en? + O(n'o8s3
_ logi—l (i)icng 4 @(n10g4 3)
16

= 0(n?)

hodnotu O(n?) pouZijeme jako odhad pro substituéni metodu
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Rozdél a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

Kuchatkova véta (Master method)

Necht @ > 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je polynomidIni funkce, a necht T'(n) je
definovana na nezapornych &islech rekurentni rovnici

T(n) = aT(n/b) + f(n)

Potom plati
O(f(n)) kdyz af(n/b) = kf(n) pro n&akou konstantu x < 1
T(n) = < ©(n'oss ) kdy? af(n/b) = K f(n) pro n&jakou konstantu K > 1

O(f(n)log,n)  kdyZz af(n/b) = f(n)
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Rozdél a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

Kuchafkova véta - alternativni varianta

Necht a > 1, b > 1 a ¢ > 0 jsou konstanty a necht T'(n) je definovdna na
nezapornych &islech rekurentni rovnici

T(n) = aT(n/b) + O(n°)

Potom plati
O(n°) kdyZ a < b° pFipad 1
T(n) =< O(n°logn) kdyz a = b° pFipad 2
O(n'oer @) kdyZ a > b° pFipad 3

véta plati i ve varianté& pro O a )
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Ptiklady pouziti kucharkové véty |

mT(n)=4T(n/2)+1 = T(n) = O(n?)
ptipad 3, a =4,b=2,c =0, 4 > 2°

m T(n) =4T(n/2) +n = T(n) = O(n?)
ptipad 3, a =4,b=2,c=1, 4> 2!

m T(n) =4T(n/2) +n?> = T(n) = 0O(n’logn)
ptipad 2, a =4,b=2,c = 2, 4 = 22

m T(n) =4T(n/2) +n®> = T(n) = O(n?)
ptipad 1, a =4,b=2,c =3, 4 < 23
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Ptiklady pouziti kucharkové véty Il

mT(n)=2T(n/2)+1 = T(n) =0O(n)
ptipad 3, a =2,b=2,c =0, 2 > 2°

mT(n)=2T(n/2)+n = T(n) =0O(nlogn)
pfipad 2, a =2,b=2,c=1, 2=2!

m T(n) =2T(n/2) +n?> = T(n) =0(n?)
ptipad 1, a = 2,b=2,c = 2, 2 < 22

m T(n) =2T(n/2)+n®> = T(n) =0(n3)
pipad 1, a =2,b=2,c =3, 2 < 23
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Priklady

Hanojské véze
T(n) =2T(n — 1) + 1, zékladni p¥ipad T(0) =0
T(n)=2"—-1

MergeSort
T(n) < 2T(n/2) + O(n)

T(n) = O(nlogn)

nasobeni celych ¢&isel
T(n) =4T(n/2) + O(n)

T(n) = O(n?)

Strasseniiv algoritmus pro nasobeni celych ¢&isel

T(n) =7T(n/2) + O(n?)
T(n) — O(nlogb a) — 0(nlog2 7) — 0(n2.81)
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Rozdél a panuj

Jak nepouzivat rekurzi - nedefinovany vypocet

Bad_Factorial(n)

return n - BAD_FACTORIAL(n — 1)

chybi zaklad rekurze
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Rozdél a panuj

Jak nepouzivat rekurzi - nekonec¢ny vypocet

Awful_Factorial(n)

if n = 0 then return 1
else return - AWFUL_FACTORIAL(n + 1) fi

Beta(n)

if n =1 then return 1
else return n(n — 1)BETA(n — 2) fi
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Jak nepouzivat rekurzi - slozitost
Fibonacciho posloupnost

FO:07 F1:1, Fo=F, 1+ F, 2

RecFibo(n)

if n < 2 then return n
else return RECF1BO(n — 1) + RECF1BO(n — 2) fi

Casova slozitost algoritmu
TO)=1, TQ) =1, T(n)=Tn—-1)+T(n-2)+1

T(n)=0("), ¢=(5+1)/2

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Rozdél a panuj

Jak nepouzivat rekurzi - slozitost

Fibonacciho posloupnost

Fy =0, F1:]., Fo=F, 1+ F, 2

IterFibo(n)

F[0] <0
F1] +1
for i =2 ton do
Fli] < Fli — 1]+ F[i — 2] od
return F[n]

Casova sloZitost algoritmu

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Rozdél a panuj

Jak pouzivat rekurzi - vyznam definice podproblémii

problém maximalni podposloupnosti
m dané je pole celych &isel A[l..n]

m cilem je najit takové indexy 1 < ¢ < j < n, pro které je suma
Ali] + -+ - + A[j] maximaln{

m 13, -3, -25, 20 -3, -16, -23, 18, 20, -7, 12, -5, -22, 15, -4, 7
feSenim je 18, 20, -7, 12

¥eSeni hrubou silou - prozkoumat v8echny dvojice indexi i, j
kvadraticka sloZitost

existuje lepsi YeSeni

rozdél a panuj?
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Rozdél a panuj

dand je posloupnost Aflow ... high] a hodnota mid

hledané ¥eseni Ali ... j]

(A) je podposloupnosti Allow ...mid] (low < i < j < mid)

(B) je podposloupnosti A[mid+ 1...high] (mid+1 <i < j < high)

(C) zasahuje do obou podposloupnosti (low < i < mid < j < high)

m (A) a (B) jsou problémy stejného typu jako plvodni problém

m (C) 77772
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. .
Rozdél a panuj

dand je posloupnost Aflow ... high] a hodnota mid

hledané Yeseni Afi. .. j]

(A) je podposloupnosti Allow ...mid] (low < i < j < mid)

(B) je podposloupnosti A[mid+ 1...high] (mid+1 <i < j < high)

(C) zasahuje do obou podposloupnosti (low < i < mid < j < high)

m (A) a (B) jsou problémy stejného typu jako plvodni problém
m (C) 7777

m pro Fedeni (C) stali poznat podposloupnosti tvaru Afi...mid] a
Almid+1...j] s maximalni sumou
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P¥ipad C
FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY
F_M_C_S(A, low, mid, high)

1 leftsum < —oo

2 sum <+ 0

s for i = mid downto low do

4 sum < sum + Ali]

5 if sum > leftsum then leftsum < sum

6 mazleft < i fi od

7 rightsum < —oo

8 sum < 0

9 for j = mid+ 1 to high do
10 sum + sum + A[j]
11 if sum > rightsum then rightsum < sum
12 mazxright < j fi od
13 return (maxleft, maxright,le ftsum + rightsum)
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Problém maximain{ podposloupnost
.
Algoritmus

FIND_MAXIMUM_SUBARRAY
F_M_S(A, low, high)

1 if high = low

2 then return (low, high, Allow])

s else mid = [(low + high)/2]

4 (leftlow,lefthigh,leftsum) < F_M_S(A, low, mid)

5 (rightlow, righthigh, righttsum) <~ F_M_S(A, mid + 1, high)
6 (crosslow, crosshigh, crosssum) < F_M_C_S(A, low, mid, high) fi
7 if leftsum > rightsum A leftsum > crosssum

8 then return (leftlow,lefthigh,leftsum) fi

9 if leftsum < rightsum A rightsum > crosssum
10 then return (rightlow, righthigh, rightsum)
11 else return (crosslow, crosshigh, crosssum) fi
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Rozdél a panuj

SlozZitost

procedura FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY (A4, low, mid, high)
m oznalme n = high — low + 1
m jedna iterace obou cykld ma konstantni sloZitost
m pocet iteraci cyklu pro levou &3st posloupnosti je mid — low + 1
m polet iteraci cyklu pro pravou &ast posloupnosti je high — mid
m celkova slozitost je O(n)

algoritmus FIND_MAXIMUM_SUBARRAY
dekompozice a kompozice v konstantnim ¢ase, fedeni problému (C) v &ase O(n)

_Jjeq) pron=1
T(m) = {2T(n/2) +O(n) jinak

T(n) = O(nlogn)
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Rozdél a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

pro

intuitivni, jednoduchy navrh

dikaz korektnosti vyuZitim matematické indukce
analyza sloZitosti vyuZitim rekurentni rovnice

efektivni FeSeni

proti
m neefektivni implementace

® ne vzdy podpora ze strany programovaciho jazyka

m neefektivni FeSeni

m kaZdy rekurzivni algoritmus Ize pfevést na iterativni
m simulace zasobniku volani

m (resp. dynamické programovani)

® jednoduchy ptepis v pfipadé tail rekurze

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Rozdél a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

tail rekurze -specialni p¥ipad rekurze, kde se po rekurzivnim volani nedé&ld Zadny
vypoclet

ANO F(z,y)
if y = 0 then return z

else F(z-y+x,y—1)fi

G(z)
if y = 0 then return z

else y < G(z — 1) fi
return x -y

NE

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Rozdél a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

F(z,y)
if y = 0 then return z

else F(z-y+x,y—1) fi

F(z,y)
label : if y = 0 then return x

elsex <z -y+x
y<—y—1
goto label fi

F(z,y)
ret < x

for y=1to y do
ret < ret -y + ret od
return ret
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Rozdél a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

BIN SEARCH(z, A, left, right)

if right = left then return Alleft] ==z fi

if right < left then mid = |(left + right)/2|
if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left < mid + 1

else right < mid fi

BIN SEARCH(z, A, left, right)

fi

BIN SEARCH(z, A, left, right)
while right < left do mid = | (left + right)/2]
if A[mid] = z then return true fi
if Ajmid] < z then left < mid +1
else right « mid fi
od
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Rozdél a panuj

r

Domaci ukol

Vistup: pole A[l...n] celych &isel
COTODELA(n)

if n =1 then write A
else for i =1 to n do
CoToDELA(n — 1)
if n je liché then swap A[l] a A[n]
else swap Ali] a A[n] fi
od fi

B co je vystupem algoritmu?
m jaka je sloZitost vypoctu?

1B002 Algoritmy a datové struktury |



P¥ehled algoritmd

Razeni

Ptehled algoritmu
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P¥ehled algoritmd

Problém Fazeni

® je dand mnozina K, nad kterou je definované dplné usporadani
m vstupem problému ¥azenf je posloupnost A = (ki,...,k,) prvki z K

m vystupem je posloupnost A’ = (k{,..., k] ), kterad je takovou permutaci

posloupnosti A, Ze Vi, j,1 <i < j <n, plati ki <k}
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Stabilni algoritmy a algoritmy in situ

m prvky mnoZiny K mohou byt strukturované
m Fazeni podle klice

B Yazen{ se nazyva stabilni pravé kdyZ zachovavé vzajemné poradi poloZek se
stejnym kli¢em

m prostorovd sloZitost algoritmi ¥azeni je 2(n), protoZze samotnd vstupni
posloupnost ma délku n

B pro presné&jsi charakterizaci prostorové sloZitosti jednotlivych algoritmi
uvaZujeme tzv. extrasekvencni prostorovou sloZitost, do které
nezapotitdvdme pamét obsazenou vstupni posloupnosti

m algoritmy, jejichZ extrasekvenini sloZitost je konstantni, se nazyvaji in situ
(in place)
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P¥ehled algoritmd

Ptehled

&asova sloZitost

&asova sloZitost

algoritmus v nejhorsim v primérném
p¥ipadé ptipadé

Yazen( vklddanim O(n?) O(n?)

Ffazeni vyb&rem O(n?) O(n?)

fazeni slévanim O(nlogn) O(nlogn)

Ffazeni haldou O(nlogn) O(nlogn)

Yazen( rozd&lovanim | ©(n?) O(nlogn)

Fazen{ po&itanim O(k +n) Ok +n)

&islicové Fazeni O(d(n +k)) O(d(n+k))

prihradkové Yazeni | ©(n?) O(n)
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Pfehled

algoritmy zaloZené na porovnavani prvka

vkladanim, Insertion sort in situ, stabilni

vyb&rem, Selection sort in situ, neni stabilni

slévanim, Merge sort asymptoticky ¢asové& optimalni, neni in situ, stabiln{
haldou, Heapsort asymptoticky &asové optimalni, in situ, neni stabilni

rozdélovanim, Quicksort neni &asov& optimalni, extrasekven&ni sloZitost a stabilita
z3visi od implementace (optimaln& in situ, existuji stabilni implementace), velmi
dobry v praxi (primérna sloZitost je ©(nlogn))

algoritmy, které ziskavaji informace jinak neZz porovnavanim prvki
pot&itanim, Counting sort vstupni prvky jsou z mnoziny {0,...,k}

Cislicové Fazeni, Radix sort zobecnéni ¥azeni pocitanim

prihradkové Fazeni, Bucket sort vyZzaduje znalost o pravdépodobnostnim rozdéleni
&isel na vstupu

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Razenf slévanim

N~

Razeni

A Razeni slévanim
m Merge sort
m Problém inverzi
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Razenf slévanim

Razeni slévanim (Merge sort)

Rozdél posloupnost na dvé stejné velké podposloupnosti
Vyies ob& podposloupnosti (rekurzivng)

Kombinuj dvé& sefazené podposloupnosti do jedné
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Spojeni dvou sefazenych posloupnosti - Merge

m otazkou je, jak spojit dvé sefazené posloupnosti do jedné, kterd bude sefazena

m pti slévani porovnavame vedouci prvky obou posloupnosti

® mensi z porovnavanych prvk{ pfesuneme do vysledni posloupnosti

m procedura MERGE m4a 4 parametry
pole A
indexy p,q,r takové, Ze p < q<r
predpoklddame, Ze posloupnosti A[p...q] a Alg+ 1...7] jsou sefazené

m pro provedeni vypottu je posloupnost Alp...r] sefazend

m pro zjednodusSeni kédu pouzivame sentinel
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Razenf slévanim

9 10 11 12 13 14 15 16 17
|2|4|5|7|1|2|3|6|
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2]4]s]7]o] R[12[3]6]ox]

' (a) 7

9 10 11 12 13 14 15 16 17
|1|2|5|7|1|2|3|6|
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2]4]s]7]] R[A]2[3]6]ox]
' () 7

9 10 11 12 13 14 15 16 17
Dilals[r]i]2 s el..
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2]4ls]7]] R[A]2[3]6]ox]
‘ ®) 7

9 10 11 12 13 14 15 16 17
|1|2|2|7|1|2|3|6|
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2]a]s]7]] RI[1]2]3]6 o0
' (d) g
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Razenf slévanim

9 10 11 12 13 14 15 16 17
“TiT2[2[sTafzls]s]..
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Ll2]4]5]7]x] R[1]2]3]6]x]
‘ (e) I
9 10 11 12 13 14 15 16 17

“Til2[2Ts]1]s [sTel..
k

L EEE ) R B
) !

9 10 11 12 13 14 15 16 17
|1|2|2|3|4|5|6|7|
k

Llélilil?|;| » IRl
") j

9 10 11 12 13 14 15 16 17
-Til2[2[s]4J2[s]s]..
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Ll2]4]s5]7]e] R[1]2]3]6]c]
' (f) J
9 10 11 12 13 14 15 16 17

Til2[2ls[1]s ofeL..
k

[ BT R ElEsles]
) i
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Merge

Procedure Merge(A, p, q,7)

1 +—qg—p+1

2Ny 1 —¢q

3 //mecht L[1...n; +1] a R[1...n2 + 1] jsou nova pole
4 fori=1tong do L[i] + A[p+i—1] od
5 for j =1 to ny do R[j] + A[q+ j] od

6 Ling + 1] + o0

7 R[na + 1] o0

§ 141

97+ 1

10 for k = p to r do

11 if L[;] < R[j] then A[k] < L[i]

12 1+ 1+1

13 else A[k] < R[j]
14 j& g+ 1fi
15 od
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Razeni slévanim Merge sort

Korektnost procedury Merge

Invariant

Na zatstku kaZdé iterace cyklu for v ¥adcich 10 - 15 posloupnost Ap...k — 1]
obsahuje k — p nejmensich prvkii z L[1...ny + 1] a R[1...n2 + 1] a to v poradi
podle velikosti. Navic, L[i] a R[j] jsou nejmensi prvky mezi t&mi prvky ve svych
posloupnostech, které jest& nebyly zkopirované do A.

Inicializace Na zatdtku je k = p. Navic i = j =1 a tedy L[i] a R[j] jsou
nejmensi prvky v L a R.

Iterace Ptedpokladejme, Ze L[i] < R[j]. Potom LJ[i] je nejmensi prvek z t&ch,
které jeté nebyly zkopirované do A. Protoze A[p...k — 1] obsahuje k —p

nejmensich prvki, pole Alp...k| bude obsahovat k — p + 1 nejmensich
prvkid. ZvySenim k a 4 zaru€ime platnost invariantu i po ukonéeni iterace.

Ukonceni Cyklus konéi kdyz k = r + 1. Z platnosti invariantu posloupnost
Alp...k—1] = Alp...r] obsahuje sefazenych k — p = r — p+ 1 nejmensich
prvki z L[1...ny + 1] a R[1...n2 + 1]. Pole L a R obsahuji v souttu
ny +ne + 2 =1 —p+ 3 prvkl. V8echny prvky, s vyjimkou dvou nejvétsich,
byly zkopirované do A. Dva nejv&tsi prvky jsou sentinely.
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SlozZitost procedury Merge

m Fadky 1 - 2 a 6 - 9 maji konstantni sloZitost

m for cykly v ¥adcich 4 a 5 maji v souttu sloZitost ©(ny + ng) = O(n), kde
n=r—p-+1

m for cyklus v ¥adcich 10 - 15 iteruje n krat, v8echny pfikazy v ¥adcich 11 - 14
maji konstantni sloZitost

m sloZitost procedury MERGE je O(n)
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Merge Sort

® vyuZiva proceduru MERGE
m pro sefazeni celé posloupnosti voldme MERGE SORT(A4, 1, A.length)

Procedure Merge Sort(A, p, )
1ifp<rthenq<+ |(p+71)/2]

2 MERGE SORT(4,p, q)
3 MERGE SORT(A,q + 1,7)
J MERGE(A, p, ¢, 7) fi

1B002 Algoritmy a datové struktury |



sefazena posloupnost

[1]2]2]3[4]5]6][7]

vstupni posloupnost
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Razenf slévanim

Slozitost algoritmu Merge Sort

Rozdél rozdéleni znamend vypolet indexu, proto ma sloZitost ©(1)

Vytres rekurzivng zpracujeme dv& posloupnosti velikosti n/2, €asova sloZitost je
2T (n/2)

Kombinuj sloZitost procedury MERGE je ©(n)

_Jeq) akn =1
T = {2T(n/2) +O(n) jinak

sloZitost MERGE SORT je T'(n) = ©(nlogn)
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Razenf slévanim

Problém inverzi

motivace
porovndni seznamu preferenci

formulace problému

e je dand posloupnost vzajemné rlznych &isel aq, ..., a,
e inverzi v posloupnosti je dvojice index( i, j takovych, Ze ¢ < j a soulasné
a; > a;

e likolem je najit v8echny inverze v dané posloupnosti &isel

p¥iklad
posloupnost 1, 4, 6, 8, 2, 5 ma 5 inverzi

naivni algoritmus
otestuje viechny dvojice indexil, sloZitost O(n?)
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Problém inverzi - pFistup Rozdél a panuj

rozdél posloupnost rozdélime na dvé (stejné velké) podposloupnosti

vyfes v kazdé z podposloupnosti spolitdme inverze

kombinuj k poctu inverzi z podposloupnosti pfipocitame inverze mezi prvky
riznych podposloupnosti

m cilem je navrhnout algoritmus s lepsi sloZitosti nez je sloZitost naivniho
algoritmu (O(n?))

m jestliZze chceme, aby Casova sloZitost rekurzivniho algoritmu byla
T(n) = O(nlogn), tak musi platit T'(n) < 2T(n/2) + O(n), tj. slozitost
vypocltu v bodech 1 a 3 nesmi byt vétsi neZ linedrni

m jak spotitat inverze mezi prvky riznych posloupnosti (bod 3) v &ase O(n) ?
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Razenf slévanim

Problém inverzi - kombinuj - pokus 1

otdzka jak spocitat inverze mezi prvky z posloupnosti A a posloupnosti B 7
odpovéd jednoduchd za predpokladu, e A i B jsou sefazené

algoritmus
msetad Aa B

m pro kaZzdy prvek b € B
bindrnim vyhledavanim v A uri, kolik prvki v A je vétSich nez b
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Problém inverzi - kombinuj - pokus 2

A: (al,ag,...,ak), B: (bl,bg,...,bl)

m predpokldadame, Ze

e prvky v obou posloupnostech jsou sefazeny vzestupné
e viechny prvky posloupnosti A maji ve vstupni posloupnosti mensi index nez
prvky posloupnosti B

postupujeme stejné jako v procedufe MERGE

m prvky ai,...,a;—1 a bi,...,bj_1 jsou jiZ zafazené

porovndvame prvek a; s prvkem b;
e mensi z porovnavanych prvkl zafadime do vystupni posloupnosti
e jestlize a; < bj, tak a; neni v inverzi se Zddnym z prvkil b;,b41,...,0

o jestlize a; > bj, tak b; je v inverzi se v&emi prvky a;, ..., ar, a proto
k pottu inverzi pfipoteme k — i + 1
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Razenf slévanim

zafazené prvky

[ | A
vyslednd posloupnost i

| B

m inverze mezi prvky zafazenymi do vysledné posloupnosti jsou jiZz zapo&itané

m jestlize a; < bj, tak do vysledné posloupnosti pfesuneme a;
ai<bj <bj+1 <bj+2<...
a; neni v inverzi se Zddnym z b;,b;41,bj42. ..

m jestlize a; > bj, tak do vysledné posloupnosti pfesuneme b;

bj <o < Qi1 < Ajp2 < ...
b; je v inverzi s kazdym z a;, @41, Qiq2 . - .
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N L LY Probtém inverzi
Algoritmus

Merge_and_Count(A4, B)
1ie 1 je1
2 //i, j jsou indexy prvnich nezarazenych prvku z A resp. B
s Count < 0
//Count je pocet nalezenych inverzi
while seznamy A, B jsou neprazdné do
porovnej a; a b;
mensi z prvki zafad do vysledného seznamu
if b; < a; then zvys Count o pocet nezafazenych prvki z A fi
zvys$ index ¢ resp. j od
10 if jeden seznam je prazdny
11 then zaiad zbyvajici prvky do vysledného seznamu fi
12 return Count a vysledny seznam

© 0 [ A
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Razenf slévanim

Algoritmus
Sort_and_Count(L)

1 if length(L) = 1

2 thenr <+ 0

s  else A < leva polovina L

4 B < prava polovina L

5 (ra,A) + SORT_AND_COUNT(A)

6 (rp, B) < SORT_AND_COUNT(B)

7 (r,L) + MERGE_AND_COUNT(A, B)
8 r<r+ra+rgfi

9 return (r, L)

sloZitost algoritmu

_Je) pron =1
T(n) = {2T(n/2) +O(n) jinak

T(n) = O(nlogn)
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N~

Razeni

H Quicksort
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Razeni rozdélovanim - Quicksort

Rozdé&l posloupnost Ap...r| na dv& podposloupnosti A[p...q— 1] a Alg...r]
tak, aby vdechny prvky v A[p...q — 1] byly men¥i nejvyZe rovné prvkiim
v Alg...r]

Vyre$ obg& posloupnosti (rekurzivng) sefad

Kombinuj protoZe ob& podposloupnosti jsou sefazené, neni nutny Zadny dalsi
vypocet

Mergesort
Rozdél posloupnost na dvé& posloupnosti poloviéni velikosti.
Vy¥e§ ob& podposloupnosti (rekurzivng) sefad

Kombinuj spoj dvé& sefazené podposloupnosti do jedné
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Quicksort

m hlavni &asti algoritmu je rozdélovani posloupnosti do dvou posloupnosti
poZadovanych vlastnosti

p¥i rozdélovani vyuZivdime pivota

kaZdy prvek posloupnosti porovnavame s pivotem

podposloupnosti prvki mengich / v&t3ich neZ pivot
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Quicksort

Quicksort

i pj L L B
@ |2]8l7][1]3][5]6]4] ® [2][1[3|8]7]|5]6]4]
.p7i.j IT p il ljlr
® |2|8f[7]1]3][5]6]4] © |2]1][3]|8]7]5]6]4]
p,i. .j .T p i. .T
© [2]8]7]1][3]5]6]4] m [2[1]3]8]7[5]6]4]
pii i T Pt -
@ |2|8f7]1]3][5]6]4] o |2][1]3]4]7]5]6]8]|
p i 7 r

© [2]1|7]8]315]6]4]
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Quicksort

Quicksort(A, p, )

1ifp<r

2 then g < PARTITION(A, p,r)

3 QUICKSORT(A,p,q — 1)

4 QUICKSORT(A, g + 1,7) fi

Partition(A, p, )

1 pivot <+ Alr]

214 p—1

s for j =p tor do

4 if A[j] < pivot then i< i+ 1

5 vymén Ali] a A[j] fi od
6 return ¢
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Korektnost

chceme dokazat, Ze procedura PARTITION vrati index i takovy, Ze
m Afi] = pivot
m pro p < k < plati A[k] < A[i]
m pro i < k <r plati A[k] > A[i]

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Inicializace

inicidIni p¥itazeni je pivot < Alr], i< p—1aj+p
invariant (trividlng&) plati
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Korektnost

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Iterace
Alj] > pivot - efektem iterace cyklu je zvyZeni hodnoty j o 1; invariant plati

Alj] < pivot - efektem iterace cyklu je zvy3eni hodnoty i a vymé&na Afi] s A[j],
to garantuje zachovani platnosti podminky 1

zachovani platnosti podminky 2 garantuje fakt, Ze jsme do A[j — 1] p¥esunuli
prvek v&tsi nez pivot
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Korektnost

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Ukonéeni

vypolet kon&i kdyZ j = r + 1, coZ spolu s faktem, Ze po poslednim provedenf{
iterace plati invariant, garantuje, Ze pro p < k < i plati A[k] < AJi] a pro

i <k <rplati Alk] > Al{]

v posledni iteraci je j = p, A[j] = pivot < pivot, provede se vyména Ali] s A[j],
co? garantuje, Ze po ukon&eni vypoctu cyklu plati A[i] = pivot
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Slozitost

sloZitost v nejhorsim ptipadé
nap¥. pro vstupni posloupnost, kterd je jiZ sefazend, nebo kterd obsahuje
stejné prvky
Tn)=Tn—-1)+T0)+06(n)=T(Mn—-1)+06(n)
T(n) = ©(n?)
sloZitost v nejlepsim ptipadé
nastava, kdyz p¥i kazdém rekurzivnim volani rozdé&li pivot posloupnost na
dvé stejné velké podposloupnosti
T(n) =2T(n/2) + ©(n)
T(n) = O(nlogn)
primérna slozitost
T(n) = O(nlogn)
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Alternativni postup rozdélovani |
m postupujeme od obou koncti posloupnosti az do chvile, neZ jsou detekovany
dva prvky, které jsou viigi sobé v opa&ném potadi; prvky si vyméni svou pozici
B p¥i tomto postupu se udéld primérné 3 krat méné vymén
m algoritmus neni stabiln{

Hoare Partition(A4, p,r)

1 x < Ap]

214 p—1

3j+r+1

4 while true do

5 repeat j < j — 1 until A[j] <z od

6 repeat i < i+ 1 until A[{] > z od

7 if i < j then swapA[i] a A[j] else return j fi od

Quicksort(A, p, )

1 if p < r then g < HOARE PARTITION(A, p, )
2 QUICKSORT(A, p, q)
3 QUICKSORT(A, g + 1,7) fi
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Alternativni postup rozdélovani Il

m obé& uvedend schémata se chovaji 3patné v pfipadé, Ze ve vstupni posloupnosti
se prvky opakuji

rozdélovaci schéma, které ¥e$i posloupnosti s opakujicimi se prvky
p¥i rozdélovani se hledaji prvky mensi neZ pivot a vé&tsi neZ pivot
prvky stejné jako pivot jsou jiZ na své pozici

prvky men3i (v&t3i) nez pivot se sefadi rekurzivng
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Iterativni verze Quicksortu
algoritmus ve tvaru tail rekurze

Tail Recursive Quicksort(A, p, )
1 while p < r do

2 q + PARTITION(A, p, 1)
3 TAIL RECURSIVE QUICKSORT(A,p,q — 1)
4 p+<q+1od

Iterative Quicksort(A,p, )

1 stack =[]

2 stack.push(p,r)

s while stack do

4 pos = stack.pop()

5 p, T = pos[l], pos[2]

6 q < PARTITION(A, p, 1)

7 if ¢ — 1 > p then stack.push((p,q — 1)) fi
8 if ¢ + 1 < r then stack.push((q+1,r)) fi
9 od
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Slozitost problému Fazeni

sloZitost Fadicich algoritm( zaloZenych na vzdjemném porovnavani prvki
posloupnosti je Q(nlogn)

buno vstupni posloupnost aq, ..., a, obsahuje vzajemné rizné prvky
kazdé porovnani uréi v&tsi ze dvou prvki
vypocet algoritmu miZeme popsat rozhodovacim stromem, jehoZ vnit¥ni

vrcholy jsou oznadeny y porovnavanych prvkl a maji dva syny odpovidajici
vztahu < a >

@A vypolet na konkrétnim vstupu pfedstavuje cestu v rozhodovacim stromé
z koFene do listu; jeho sloZitost je imérna délce cesty

H kazdy list jednoznatng urluje sefazeni ar(1) < aq(2) < ... < Gr(pn) vstupnich
prvki

@ algoritmus musi mit moZnost vypoditat kaZdou moZnou permutaci vstupnich
prvkd

pocet rliznych permutaci je n!
H strom musi mit alespofi n! listd = m& hloubku alespofi log(n!) = Q(nlogn)
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Razeni haldou

N~

Razeni

@ Razeni haldou
m Razeni haldou
m Prioritni fronty
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Razeni haldou - Heapsort

idea
m cilem je sefadit posloupnost prvki
najdeme nejv&tsi prvek x posloupnosti P
prvek x pfiddme na zaddtek posloupnosti jiz sefazenych prvki
odstranime prvek x z P

postup opakujeme dokud posloupnost P neni prazdna

co potFebujeme
m datovou strukturu nad kterou dokdZeme
efektivn& najit nejvétsi prvek a
efektivn& z ni odstranit nejvétsi prvek

m halda

co je halda

m halda je stromova datova struktura splfiujici vlastnost haldy
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Razeni haldou

KoFenovy strom

m strom s vyznafenym vrcholem r nazyvame? kotenovym stromem s kofenem 7

m u koFenovych stromil pouzivdme pojmy rodi¢, déti/synové, sourozenci,
potomek

m kofen nema Zadného rodice, ostatni vrcholy jsou potomky kofene
m listem je kaZdy vrchol, ktery nema potomky

B misto slova vrchol ¢asto pouZivdme termin uzel

® podstrom urleny vrcholem z je podgraf indukovany viemi nasledniky vrcholu
x; tento podstrom je opét kofenovym stromem s kofenem x

2definice viz utebny text Matematické Zaklady Informatiky (FI:IB000) prof. Hlin&ného



Razeni haldou

KoFenovy strom

stupeii vrcholu v kofenovém stromé T' je polet jeho syni

hloubka vrcholu x v T je délka cesty (tj. poCet hran) z kofene do x; koFen je
tedy v hloubce nula

vyska vrcholu x v T je délka nejdeldi cesty z = do listu; list ma tedy vysku nula

hloubka stromu T = vyska stromu T je délka nejdel3i cesty od kofene k listu

k-ta hladina stromu T je mnoZina vSech vrchol stromu 7' leZicich v hloubce k;
hladiny zagindme po&itat od nulté

binarni strom je strom, ve kterém ma kazdy vrchol nejvy$e dva syny; tyto &asto
oznalujeme jako levého a pravého syna

k-arni strom je strom, ve kterém ma kaZdy vrchol nejvyse k synii
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Stromova datova struktura

m stromova datova struktura je reprezentace stromu v po&itadi

B pfi reprezentaci stromu v pocitadi je dilezité, abychom se z kazdého vrcholu
uméli dostat k jeho syniim a z kazdého vrcholu, kromé kofene, k jeho rodici

m strom miZeme reprezentovat dynamicky pomoci ukazateld (pointrl) a nebo
staticky v poli

m v kazdém vrcholu v stromu si pamatujeme hodnotu v.key, které se ¥ika kli¢;
v pfipadé potfeby si miZzeme pamatovat i dalsi hodnoty
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Razeni haldou

Halda a binarni halda

halda
B je stromovd datovd struktura spliiujici vlastnost haldy

m kofenovy strom ma vlastnost haldy pravé tehdy, kdyZ pro kazdy uzel v a pro
kaZdého jeho syna w plati v.key > w.key

m diky této vlastnosti obsahuje kofen stromu nejv&tsi kli¢ z celé haldy

binarni halda
m je Gplny bindrni strom s vlastnosti haldy

® bindrni strom je Gplny, pokud jsou viechny jeho hladiny kromé& posledni (pln&
zaplnény a v posledni hlading lezi listy co nejvice vlevo

maximova vs. minimova halda
d-reguldrni halda, binomialni halda, Fibonacciho halda
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Binarni halda a jeji reprezentace v poli

m prvky pole A odpovidaji uzlim bindrniho stromu

m uzly ocislujeme po hladindch potinaje od jednitky; kli¢ z uzlu ¢ uloZzime do
Alil

m levy syn uzlu k£ bude uloZen na pozici 2k a pravy syn uzlu k na pozici 2k + 1

m otec uzlu k se bude nachazet na pozici |k/2]
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Binarni halda a jeji reprezentace v poli

pole reprezentujici haldu ma atributy
m A.length je polet prvki v poli
m A.heap_size je polet prvki haldy uloZzenych v poli
m prvky haldy jsou v poli uloZeny na pozicich A[l... A.heap_size]

pro dany index i vypo&teme indexy synii a otce uzlu A[i] pfedpisem
PARENT(7)
return [i/2]
LEFT(7)
return 2;
RIGHT(%)
return 2; + 1
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Operace nad haldou

jak vybudovat haldu?

jak vyuzit haldu k sefazeni posloupnosti?

vybudovani haldy
vstupem je posloupnost kli¢d uloZend v poli A[l...n|
klite v poli preuspofadame tak, aby na konci vypoctu tvofili haldu

varianta A

v odpovidajicim binarnim stromu postupujeme od listd smérem ke kofeni
operace MAX_HEAPIFY
tasova slozitost O(n)

varianta B

v odpovidajicim binarnim stromu postupujeme od kofene smérem k listiim
operace INSERT
tasova slozitost O(nlogn)
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GEPSUMIEIST  Razeni haldou

Vybudovani haldy

varianta A
invariant

e v kazdém kroku algoritmu spliiuji viechny uzly 7, pro i < 7 < n, vlastnost haldy
e v nasledujicim kroku nechdame kli¢ z uzlu ¢ — 1 prebublat dolli takZe také uzel
© — 1 bude spliiovat vlastnost haldy

procedura Max _HEAPIFY(A, i)

m predpoklada, Ze bindrni stromy s kofeny LEFT(i) a RIGHT(i) maji vlastnost
haldy a Ze kli¢ A[i] miZe byt meni neZ jeho naslednici, tj. nemusi spliiovat
vlastnost haldy

m procedura modifikuje A tak, Ze po jeji provedeni strom s kofenem A[i] ma
vlastnost haldy

m Uprava je zaloZena na pFesunu prvku Afi] smé&rem doli
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GEPSUMIEIST  Razeni haldou

Max_Heapify

Max_Heapify(A, i)

1 1 < LEFT(4)

2 17 < RIGHT(7)

3 if | < Aheap_size N All] > Ali]

4 then largest + 1

5  else largest < i fi

6 if r < A.heap_size N Alr] > Allargest]
7 then largest < r fi

s if largest # i

9 then swap A[i] a Allargest]
10 MAX_HEAPIFY(A, largest) fi

sloZitost operace je O(h), kde h je hloubka stromu s kofenem A[i]
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GEPSUMIEIST  Razeni haldou

Vybudovani haldy

m vyuZitim procedury MAX_HEAPIFY zkonvertujeme pole A[l...n] na
maximovou haldu

m prvky A[|n/2] 4+ 1], A[[n/2]| + 2]... A[n] jsou listy stromu a proto kaZzdy
tvofi haldu s 1 vrcholem

m proceduru MAX_HEAPIFY aplikujeme na zbylé prvky pole v poFadi odspodu
smé&rem nahoru a na dané drovni smérem zprava doleva

Build_Max_Heap(A4)

1 A.heap_size < A.length
2 for i = | A.length/2| downto 1 do
3 MAXx_HEAPIFY(A,:) od
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Vybudovani haldy
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GEPSUMIEIST  Razeni haldou

Build_Max_Heap - korektnost

Invariant cyklu

Na zad4tku kazdé iterace for cyklu je kazdy z vrcholti A[i + 1], A[i + 2], ..., A[n]
kofenem maximové haldy.

Inicializace na zaditku je i = |n/2], vrcholy A[|n/2] + 1], A[|n/2] + 2] ,
...,Aln] jsou listy a jsou tedy kofeny (trividlni) haldy

Iterace levy a pravy podstrom vrcholu A[i] jsou maximové haldy (plati pro n&
invariant), vlastnost haldy miZe byt porusena jedin& hodnotou A[il;
procedura MAX_HEAPIFY (A, ) vybuduje maximovou haldu s ko¥enem i

Ukonéeni cyklus skon&i kdyz ¢ = 0 a z platnosti invariantu plyne, Ze A je
maximova haldu
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Razeni haldou

Build_Max_Heap - sloZitost

m sloZitost procedury MAX_HEAPIFY je O(h), kde h je hloubka stromu, na
ktery se procedura aplikuje

m pocet podstromii hloubky h je nejvyge [Zh%—‘
m kofen m3 hloubku |logn]|

m celkova sloZitost je proto

[log n] llog 7] oo
zg: |5 [0 = 0(n : %):O(nZ%):O(n)
h=0 h=0 h=0

pFi zjednoduSovani vyrazu jsme vyuZili rovnost

—h 12
DB A (T

h=0
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GEPSUMIEIST  Razeni haldou

Algoritmus tazeni haldou, Heapsort

m pouzitim procedury BUiLD_MAX_HEAP vybudujeme haldu nad polem
A[l...n], kde n = A.length

m maximdlni prvek pole A je uloZeny v ko¥eni A[1] a proto ho miZeme
presunout na jeho findIni pozici A[n] (vym&nime prvky A[1] a A[n])

m prvek, ktery jsme pfesunuli do kofene, miiZe porusit vlastnost haldy a pro
obnoveni vlastnosti haldy pouZijeme MAX_HEAPIFY (A, 1)

m cely proces opakujeme pro haldu velikosti n — 1

Heapsort(A)

1 BuiLD_MAX_HEAP(A)

2 for i = A.length downto 2 do vymeén A[1] a A[i]
3 A.heap_size < A.heap_size — 1

4 Max_HEAPIFY(A4, 1) od
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Heapsort - slozZitost

m procedura BUILD_MAX_HEAP m3 sloZitost O(n)
m kazdé z n — 1 volani procedury MAX_HEAPIFY m3 sloZitost O(logn)

m algoritmus HEAPSORT ma sloZitost O(nlogn)
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Optimalizace a varianty

m strom vySsi arity

m ve vrcholu stromu uloZenych nékolik hodnot

m budovani haldy vyménou zdola nahoru halda je na zadatku prazdna a
postupné do ni vkladdme prvky vstupni posloupnosti; prvek vloZime na
posledni misto (jako list) a v p¥ipad& porugeni vlastnosti haldy ho (rekurzivng)
zamé&nime s jeho roditem; Casova sloZitost vybudovani haldy je ©(nlogn)

m bottom - up heapsort optimalizuje etapu sefazovani prvki; maximalni prvek
z koFene si vyméni misto s poslednim prvkem haldy a pro obnoveni vlastnosti
haldy vymé&nami se postupuje zdola nahoru

m Smoothsort (Edsger Dijkstra) - stejnd asymptotickd sloZitost, lepsi chovani
pro vstupni posloupnosti, které jsou témé&F usporadané
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Prioritni fronty

m datova struktura pro reprezentaci mnoziny, nad prvky mnoziny je definovano
usporadani

®m umoZiiuje efektivni realizaci operaci:
INSERT(S, x) vloZi prvek 2 do mnoZiny S
MAaXIMUM(S) vrati nejvétsi prvek mnoZiny S
EXTRACT_MAX(S) odstrani z mnoZiny S nejvétsi prvek
INCREASE_KEY(S, x, k) nahradi prvek = prvkem k za predpokladu, Ze k > =

m alternativn& mizZeme definovat prioritni frontu viéi minimalnimu prvku

m prioritni frontu implementujeme jako maximovou haldu
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Razeni haldou Prioritn{ fronty

Maximum a Extract_Max
m prvky mnoZiny S tvofi haldu A
m maximalni prvek haldy je v jejim koFeni; jeho nalezeni ma konstantni sloZitost
Heap_Maximum(A)

1 return A[l]

m odstranéni maximalniho prvku se implementuje stejné jako v algoritmu ¥azeni
m sloZitost operace je O(logn)

Heap_Extract_Max(A)

1 if A.heap_size < 1 then return prézdna fronta fi
2 max < All]

3 A[l] + A[A.heap_size]

4 A.heap_size < A.heap_size — 1

5 MAX_HEAPIFY(A,1)

6 return max
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Increase_Key

m procedura HEAP_INCREASE_KEY implementuje operaci INCREASE_KEY
m index ¢ identifikuje prvek, ktery ma byt operaci nahrazen (navysen)

® nejdfive zménime hodnotu A[i] na novou hodnotu key a potom obnovime
vlastnost haldy

Heap_Increase_Key(A, i, key)

1 if key < A[i] then return novd hodnota je mens{ nez puvodnf fi
2 Ali] «+ key

g while i > 1 A A[PARENT(Z)] < A[i] do

4 vymeén Afi] a A[PARENT(7)]

5 i < PARENT(7) od

sloZitost: O(logn)
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Razeni haldou

Insert

m procedura MAX_HEAP_INSERT implementuje operaci INSERT

® na konec pole vloZime novy prvek, ktery je men3i neZ v3echny ostatni prvky,
symbolicky ho oznalujeme —oo

® zvy$ime hodnotu vloZeného prvku na hodnotu prvku, ktery chceme vloZit do
fronty

Max_Heap_Insert(A, key)

1 A.heap_size < A.heap_size + 1
2 A[A.heap_size] + —oo
3 HEAP_INCREASE_KEY(A, A.heap_size, key)

sloZitost: O(logn)
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Razeni v linedrnim case

N~

Razeni

Razeni v linedrnim &ase
m Counting Sort
m Radix Sort
m Bucket Sort
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Razeni pocitanim - Counting Sort

predpokladd, Ze vstupni posloupnost obsahuje cela &isla z intervalu 0. .. k, kde &k
je n&jaké pevné& dané prirozené &islo

jestlize k = O(n), tak sloZitost Yazeni potitdnim je ©(n)
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Counting sort

m vstupni posloupnost A[l...n]
m pole B[1l...n] obsahuje sefazenou posloupnost

m pole C[0...k] se vyuZiva v prib&hu vypottu

m pro kaZdou hodnotu ¢ = 0,1,..., k spolitdme, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel ¢, vysledny polet ulozime do C1i]

m pro kaZdou hodnotu ¢ = 0,1,..., k spolitdme, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel mensich nebo rovnych ¢, vyuZijeme k tomu hodnoty
napocitané v predchdzejicim kroku a vysledny po&et uloZime opét do Ci]

m prochazime vstupni posloupnost od konce a kaZdé &islo uloZzime do B p¥fimo

na jeho pozici, kterad je uréend po¢tem mensich nebo rovnych &isel; hodnoty
v C pribé&zné aktualizujeme
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ORI CowndngSort
Counting sort

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Al2]s]3]0]2]3]0]3] Y s s T T T

01 2 3 4 5 clzf2]a]7]7]s] 1 4 5
cl2]o]2]3]o]1] cl2]2]4]6]7]8]

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
sl T T T[] Al T T s[5 e s 4 s e s
Blolo]2]2]3]3]3]5]
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

cl1l2]4]6][7]8] clal2]4]s]7]s]
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GEVIRAMIETAIREE Counting Sort

Counting_Sort(A, B, k)

1 //inicializace C[0. .. k]

2 for i =0 to k do

3 C[i] + 0 od

4 for j =1 to A.length do

5 ClA[]] « C[A[j]] + 1 od

6 //Ci] obsahuje pocet ¢isel rovnych 4
7 for i =1 to k do

8 Cli] + Cli]+Cli—1] od

9 //Cli] obsahuje pocet ¢isel mensich nebo rovnych ¢
10 for j = A.length downto 1 do
i BICIA] < ALj
1z ClA[f]] - C[A[j]] - 1 od
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Casova slozitost

cyklus na ¥adcich 2 - 3 (inicializace C) — sloZitost O(k)
cyklus na ¥adcich 4 - 5 (potet &isel = i) — sloZitost ©(n)
cyklus na ¥adcich 7 - 8 (potet &isel < i) — sloZitost O(k)

¥adcich 10 - 12 (pFesun z A do B) - sloZitost ©(n)
celkovd slozitost ©(k + n)

cyklus na

v praxi pouzivany pro k = O(n)

stabilni algoritmus: prvky se stejnou hodnotou se ve vystupni posloupnosti
vyskytuji ve stejném potadi jako ve vstupni posloupnosti (dileZité nap¥. pro
radix sort)
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Razeni v linedrnim &ase

Varianty a optimalizace

m v p¥ipadg, Ze vstupni posloupnost obsahuje pouze &isla (a ne sloZit&jsi datové
objekty s klitem), tak druhy cyklus algoritmu je moZné vynechat a zapisovat
do pole B pfimo ¢&isla

m algoritmus se da vyuZit k odstraiovani duplicitnich kli¢d (pole C' nahradime
bitovym polem)

m umoZiuje efektivni paralelizaci (vstupni posloupnost rozdélime na stejn& velké
podposloupnosti a pro kaZzdou z nich potitdme frekvence vyskytu paralelng)

m extrasekvenini sloZitost algoritmu je O(n + k)
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Cislicové fazeni - Radix Sort

Fazeni &isel podle &islic na jednotlivych bitech

postup zleva doprava (most significant digit, MSD) - pouZiva se nap¥. pro
lexikografické usporadani
postup zprava doleva (least significant digit, LSD), stabilni ¥azen{

da se pouZit i pro fazeni polozZek, které nemaji &iselny charakter

pouZiva se napt. kdyZ pot¥ebujeme sefadit polozky vzhledem k riiznym kli¢dm

Radix_Sort(A, d)

1 fori=1to ddo
2 pouzij stabilni fazeni a sefad polozky podle ite &islice
3 od
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Razeni v linedrnim &ase

Radix Sort

Lema 1

Danou posloupnost n &isel s d &islicemi, pFicemZ Eislice miaZou nabyvat k riznych
hodnot, sefadi RADIX_SORT korektné v &ase ©(d(n + k)) za predpokladu, Ze
stabilni Fazeni, které vyuZivd, md sloZitost ©(n + k).

m sloZitost je garantovand nap¥. pfi pouziti algoritmu Counting sort

m jestlize d je konstanta a k = O(n), pak €asova sloZitost Cislicového Fazeni je
linedrni
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Radix Sort
i
Varianty

m Yazeni bindrnich &isel (Ize zobecnit pro libovolnou &iselnou soustavu)

m necht kaZdé &islo ma b bitl, zvolime r < b

m &islo rozdélime na [b/r] skupin po 7 bitech

m kaZdou skupinu chdpeme jako &islo z intervalu 0 az 2" — 1

B pti Fazeni postupujeme po skupindch, pouZijeme Counting sort pro k = 2" — 1

Lema 2

Danou posloupnost n binarnich b bitovych &isel RADIX_SORT korektné sefadi v
case ©((b/r)(n + 27)) za pFedpokladu, Ze stabilni Fazeni, které vyuZivd, ma
sloZitost ©(n + k) pro &isla z intervalu 0 aZ k.

otdzka vhodné volby parametru r pro dané n a b zavisi od pomé&ru veli¢in n a b
|b <logn| pror <bplati (n+2") = ©(n), optimdlni je proto volba r = b pro
kterou je celkova sloZitost &islicového Yazeni (b/b)(n + 2°) = O(n)

|b>1logn| wm pror = |logn| je sloZitost je ©(bn/logn)
m pro r > |logn] je sloZitost je Q(bn/logn)
m pro r < |logn] hodnota vyrazu (b/r) klesd a hodnota vyrazu n 4 2"

ziistava O(n)
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P¥ihradkové fazeni - Bucket Sort

predpoklada, Ze
m vstupni posloupnost obsahuje &isla z intervalu [0...1)

m Cisla rovnomé&rné pokryvaji cely interval

m interval [0...1) rozd&lime na stejn& velké podintervaly - kose
m vstupni &isla rozdélime dle jejich hodnoty do kosi

m sefadime prvky v kazdém kosi
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Razeni v linedrnim &ase

Bucket sort

10

A

.78

17

LN

.39

.26

72

.94

21

LN

—>| 68 /

12

o [ ]

.23

.68

LN

> 94 /

(a)

(b)
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Bucket sort

Bucket_Sort(A)

1 //Bl0...n— 1] je nové pole

2 n < A.length

s fori=0ton—1do

4 BJi] + prézdny seznam od

5 fori =1 ton do

6 pridej A[i] do seznamu Bl|n - A[i]|] od
7fori=0ton—1do

8 sefad prvky seznamu B[i] pouZitim fazen{ vkladénim od
9 spoj seznamy B[0], B[1],..., B[n — 1] do jednoho seznamu

m necht n; oznaluje polet prvki v kosi Bli]
m slozitost je T(n) = O(n) + 3.1, O(n?)

m olekdvana sloZitost je pro vstup s uniformné& rozdélenymi &isly ©(n)
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N 7:H\acni datové struktury
Datové typy

® jakd data jsou pot¥ebné pro Feseni problému?
® jak se budou data reprezentovat?

m jaké operace se budou nad daty provadét?

Datovy typ

m rozsah hodnot, které miZe nabyvat proménna daného datového typu
m mnoZina operaci, které jsou pro dany datovy typ povolené / definované

® nezdvisi na konkrétni implementaci
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Datové typy a struktury

jednoduchy (skalarni) datovy typ

data zabiraji vzdy konstantni (typicky malé) mnoZstvi paméti, zp¥istupnéni
hodnoty skaldrniho typu trvd konstantni &as

Ciselné a znakové typy, typ pravdivostnich hodnot, vyctovy typ

sloZzeny datovy typ
implementace sloZzeného datového typu se nazyva datova struktura

m staticky - pevna velikost; &asova sloZitost zp¥istupnéni prvku je konstantni
k-tice, pole konstantni délky

m dynamicky - neomezena velikost; ¢asova sloZitost zp¥istupnéni prvku je
funkci zavislou na velikosti
seznam, zasobnik, fronta, slovnik, strom, graf
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N 7:H\acni datové struktury
Dynamické datové typy

B mnoZina objektl; v prib&hu vypoltu miZeme do mnoZiny prvky pridavat a
odebirat resp. mnoZinu jinak modifikovat (tzv. dynamickd mnoZina)

m kaZdy prvek dynamické mnoZiny je reprezentovany jako objekt, jehoZ atributy
maZeme zkoumat a modifikovat za p¥edpokladu, Ze mame ukazatel /
referenci na tento objekt

® jeden z atributl objektu je jeho identifikator - kli¢ key

m jestlize v8echny prvky maji rlizné kli¢e, ¢asto mluvime o mnoZiné obsahujici
klice
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Y Zodadni datové strukaury
Dynamické datové typy - zakladni operace
SEARCH(S, k) pro mnoZinu S a ki€ k vrati ukazatel x takovy, Ze x.key = k
resp. NIL, kdyZ objekt s kli¢em k neni obsaZen v mnoZzing& S
INSERT(S, z) do mnoZiny S vloZi objekt s ukazatelem x
DELETE(S, z) z mnoZiny S odstrani objekt s ukazatelem x

MaximMuMm(S) pro mnoZinu S s Gplng uspo¥adanymi objekty vrati ukazatel x na
objekt, jehoz kli¢ je maximaln{

MiNIMUM(S) pro mnoZinu S s lpln& uspofddanymi objekty vrati ukazatel x na
objekt, jehoZ kli¢ je minimalni

SUCCESSOR(S, z) pro mnoZinu S s (pln& uspo¥adanymi objekty vrati ukazatel
na objekt, jehoZ kli¢ ndsleduje bezprostfedné za klicem x.key, resp.
hodnotu NIL kdyZ x je maximalni

PREDECESSOR(S, z) symetricky k SUCCESSOR
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Datové struktury

B Vyhledavaci stromy
m Binarni vyhledavaci stromy
m Intervalové stromy
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Vyhledavaci stromy

Problém rezervaci

online rezervaéni systém
(nap¥. rezervace lékaFského vysetFeni, pFistavaci ranveje, . ..)

B mnoZina rezervaci R
m poZadavek t na rezervaci

m rezervace miiZe byt potvrzena pravé kdyz v intervalu (¢t — k, t + k) neni 2adn3
jind rezervace (k je délka trvani uddlosti) a souasn& t je aktudlni

B mazani realizovanych aktualizaci
priklad: R = {21,26,29,36}, k = 3, aktualni &as 20

rezervace 24 neni validni (moZnd), protoZe 26 € R
33 je OK
15 nenf validni, protoZe aktudlni &as je 20
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Vyhledavaci stromy

Problém rezervaci - feSeni
jaky datovy typ je vhodny pro reprezentaci R a realizaci pozadovanych operaci???

usporadany seznam

ov&feni rezervace v Case O(n), zdznam rezervace v &ase O(1)
uspofadané pole

ovéFeni rezervace v Case O(logn), zdznam rezervace v Case O(n)

neuspofradany seznam / pole
ov&feni rezervace v Case O(n), zdznam rezervace v &ase O(1)

minimova halda
ov&Feni rezervace v ase O(n), zdznam rezervace v ase O(logn), aktudlnost
rezervace v ase O(1)

binarni pole rezervace t je uloZena v poloZce s indexem t — problém velikosti pole

existuje lepsi feSeni?? soulasné& efektivni vyhledavani i vklddani!
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Vyhledavaci stromy

m umoziuji efektivni implementaci operaci SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM,
PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT, DELETE

m operace nad vyhledavacim stromem maji sloZitost imérnou hloubce
stromu, tj. v nejhorsim p¥ipadé aZ linedrni

m bindrni vyhledavaci stromy - kaZdy vrchol stromu ma nejvySe 2 nasledniky,
tj. strom mdZe mit az hloubku n

m vyvazené binarni vyhledavaci stromy maji logaritmickou hloubku, t;j.
operace maji sloZitost O(logn)
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Binarni vyhledavaci stromy (BVS)

m datova struktura, kterd vyuZiva ukazatele
m kazdy vrchol (uzel) stromu p¥edstavuje jeden objekt

m kazdy vrchol obsahuje
o kit
e ukazatele left, right a p na levého syna, pravého syna a na otce; ukazatel
ma hodnotu Nil pravé kdyZ vrchol nema pfislusného syna, resp. otce
e pfipadné dalsi data

v bindrnim vyhledavacim stromu jsou kli¢ce vzdy uloZeny tak, Ze plati

BVS vlastnost
jestlize z je vrchol BVS a
y je vrchol v levém podstromu vrcholu z, tak plati y.key < x.key

y je vrchol v pravém podstromu vrcholu x, tak plati y.key > x.key
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BVS - prochazeni stromu

m cilem je projit strom tak, aby kazdy vrchol byl navstiven pravé jednou

® vyuZiti: provedeni operace nad kaZzdym vrcholem, vypis kli¢d, kontrola
vlastnosti stromu, ...

strom prochazime rekurzivné
za&indme v kofeni stromu

(rekurzivn&) navitivime vechny vrcholy levého podstromu kofene

(rekurzivng) navitivime vechny vrcholy pravého podstromu kofene
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BVS - vypis klici

klite ulozené v BVS miiZeme vypsat v pofadi

inorder hodnotu kli¢e uloZeného v kofeni vypiseme mezi vypsanim kli¢h
uloZenych v jeho levém a pravém podstrom& (2355 7 8)

preorder hodnotu kli¢e uloZeného v kofeni vypieme pied vypsianim kli¢a
uloZenych v jeho levém a pravém podstrom& (5325 7 8)

postorder hodnotu kli¢e uloZzeného v kofeni vypiSeme po vypsani kli¢d uloZenych
v jeho levém a pravém podstrom& (253 8 7 5)
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Vyhledavaci stromy

Inorder

Inorder_Tree_Walk(z)

1 if x # Nil

2 then INORDER_TREE_WALK(z.left)
3 print x.key

4 INORDER_TREE_WALK (z.1ight)
5 fi

® INORDER_TREE_WALK(T.root) vypise klite ulozené v BVS T
od nejmensiho po nejvétsi

m Casovi sloZitost je O(n), kde n je potet vrchold stromu T
m BVS SORT - &asova sloZitost 777
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BVS - vyhledavani ve stromu

m za¢indme v kofeni stromu, postupujeme rekurzivné

m porovname hledany kli¢ k s klicem uloZenym v navstiveném uzlu, jestliZze se
rovnaji, tak vyhledavani koné&i tspéchem

m jestlize hledany kli¢ k je mensi neZ kli¢ z.key uloZeny v navstiveném uzlu z,
tak pokratujeme v levém podstromu uzlu x

® v opacném pfFipadé pokralujeme v pravém podstromu uzlu z

m vyhleddvani kon&i netspéchem pravé kdyz hledany kli¢ neni uloZen ani
v navstiveném listu

Tree_Search(z, k)

1 if x = Nil V k= x.key

2 then return z fi

s if k < z.key

4 then return TREE_SEARCH(xz.left, k)

5  else return TREE_SEARCH(x.right, k) fi
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Vyhledavaci stromy

BVS - minimalni a maximalni kli¢

m jestlize hleddme minimalni kli¢, tak v stromu postupujeme vZdy doleva
m jestlize hleddme maximalni kli¢, tak v stromu postupujeme vzdy doprava

Tree_Minimum(x)

1 while z.left # Nil do = + x.left od
2 return

Tree_Maximum(z)

1 while z.right # Nil do x < x.right od
2 return
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BVS - pfedchiidce a naslednik

m predpokladiame, Ze viechny klite uloZené v stromé jsou vzajemné riizné3

m naslednikem uzlu z je uzel, ktery obsahuje nejmensi kli¢ vétsi nez x.key
(successor)

m predchiidcem uzlu x je uzel, ktery obsahuje nejvétsi klic mensi nez z.key
(predecessor)

3analogicky se operace definuji i pro strom, ktery mii¥e obsahovat uzly se stejnymi klici
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Vyhledavaci stromy Binarni vyhledavaci stromy

naslednikem uzlu z je uzel, ktery obsahuje nejmensi kli¢ vétsi nez x.key

B jestlize uzel x ma neprdzdny pravy podstrom, tak jeho naslednikem je
nejmensi kli¢ uloZeny v jeho pravém podstromu

B jestliZe pravy podstrom je prazdny, tak
e naslednikem z je uzel y takovy, Ze x.key je nejvétsim klicem v levém
podstromu uzlu y
e uzel y je prvnim uzlem na cesté z = do kofene stromu takovy, Ze
y.key > x.key (jinymi slovy x pat# do levého podstromu uzlu y)

Tree_Successor(x)

1 if x.right # Nil

2 then return TREE_MINIMUM(z.right) fi
ER TR )

4 while y # Nil AN x = y.right

5 doz+y

6 Y < Y.p

7 od

8 return y
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Vyhledavaci stromy Binarni vyhledavaci stromy

BVS - pfidani nového uzlu
m prochazime strom stejné jako kdybychom kli¢ nového uzlu vyhledavali
m hleddme vrchol, jehoZ p¥isluiny podstrom je prazdny (levy podstrom, kdyz
kli€ nového uzlu je mendi nez kli¢ vrcholu, pravy podstrom kdyz je v&tsi) a
novy uzel se stane jeho pfisluSnym synem

Tree_Insert(T), z)

1y <+ Nil

2 x < T.root

s while z # Nil do

4 Yy

5 if z.key < x.key then x < x.left

6 else x < z.right fi

7 od

8 2Py

9 if y = Nil then T.root + z
10 else if z.key < y.key then y.left + z
11 else y.right < z fi
12 fi
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Vyhledavaci stromy

BVS - odstranéni uzlu - pfipad 1

p¥i odstrafiovani uzlu z, miZou nastat 3 p¥ipady
z nema zadného syna

uzel odstranime

z NIL

NIL NIL
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Vyhledavaci stromy

BVS - odstranéni uzlu - p¥ipad 2

z ma jediného syna

syna pfesuneme na pozici uzlu z tak, Ze otec uzlu z se stane otcem jeho syna

q q
z r

NIL r

: S
e NIL ' '
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BVS - odstranéni uzlu - p¥ipad 3

z ma dva syny

m potfebujeme najit uzel y, ktery nahradi uzel z

m vhodnym kandiddtem na y je néslednik uzlu z (symetricky bychom mohli
vyuZit pfedchidce uzlu z)

m protoZe pravy podstrom uzlu z je neprazdny, tak naslednik y uzlu z je
nejmensim uzlem v pravém podstromé uzlu z

® y nema levého syna, proto ho miZzeme pfesunout na pozici z

NIL X
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Vyhledavaci stromy

BVS - pfesun podstromii

m TRANSPLANT nahradi podstrom s kofenem u podstromem s kofenem v
m otcem uzlu v se stane otec uzlu u

m otec uzlu u bude mit uzel v jako svého syna

Transplant(T', u, v)
1 if u.p = Nil then T.root < v

2 else if u = u.p.left then u.p.left + v
3 else u.p.right < v
4 fi

5 fi

6 if v# Nil then v.p + u.p fi
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BVS - odstranéni uzlu

Tree_Delete(T), z)

1 if z.left = Nil

2 then TRANSPLANT(T, z, z.right)
s elseif z.right = Nil

4 then TRANSPLANT(T, z, z.left)

5 else y + TREE_MINIMUM(z.right)

6 if y.p # z then TRANSPLANT(T, y, y.right)
7 y.right < z.right

8

9

y.right.p <y
fi
10 TRANSPLANT(T, 2, y)
11 y.left < z.left
12 yleft.p <y
13 fi
14 fi
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Vyhledavaci stromy

Slozitost

m v8echny uvedené operace nad bindrnim vyhleddvacim stromem maji sloZitost
dmé&rnou hloubce stromu, tj. v nejhorsim p¥ipadé O(n), kde n je polet uzl
stromu

® pti hledani pfedchiidce a naslednika nemusime viibec porovndvat klice

m operace se daji vyuzit k sefazeni kli¢i nap¥. tak, Ze najdeme minimalni kli¢ a
pak (rekurzivng) jeho nislednika (sloZitost?!)
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Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

hloubka stromu je logaritmicka

sloZitost operaci je imérna hloubce stromu

m AVL stromy

m 2 - 3 stromy

m 2 -3 -4 stromy
m B stromy

m Cerveno Cerné stromy
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Vyhledavaci stromy

Modifikace datovych struktur

m redlné situace, ve kterych potfebujeme datovou strukturu odlisnou od
»ucebnicovych struktur”

m 77?7 (&elnost navrhu Gpln& nové struktury

B moZné FeSeni:
e rozsiteni nékteré znamé struktury o nové informace
e navrh novych operaci nad takto rozsitenou strukturou
e ... pfi zachovani efektivnosti ptvodnich operaci

pfiklad: vyuZiti binarnich vyhleddvacich stromi pro reprezentaci mnoZiny intervali
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Vyhledavaci stromy Intervalové stromy

Reprezentace intervali

m Ciselny interval (t1,t2)
m objekt i s atributy i.low a i.high
m intervaly i a ¢ se p¥ekryvaji pravé kdy? i.low < i'.high a soutasn&
i .low < i.high
m pro libovolné dva intervaly ¢ a 7’ plati prav& jedna z moZnostf
e intervaly se prekryvaji
e interval i je vlevo od ¢/, tj. i.high < i'.low
e interval i’ je vlevo od i, tj. 7/.high < i.low

hleddme datovou strukturu pro reprezentaci mnoZiny intervald nad kterou je
mozZné efektivné implementovat operace
m INTERVAL_INSERT(T, z) — do mnoZiny intervaldl T p¥ida objekt reprezentujici
interval x
m INTERVAL_DELETE(T, ) — z mnoZiny intervald T odstrani objekt
reprezentujici interval x
m INTERVAL_SEARCH(T, i) — vrati ukazatel na objekt, ktery reprezentuje
interval p¥ekryvajici se s intervalem i resp. hodnotu Nil, kdyZ takovy objekt
neexistuje
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Vyhledavaci stromy

~ re

feSeni
m seznam intervall
m pt¥idani intervalu v konstantnim &ase

m odebrani a vyhledanfi intervalu v &ase O(n) (n je pocet intervali v mnoZing)

~ re

FeSeni
m usporddany seznam intervalli

3

m viechny operace v &ase O(n)

intervalové stromy

m rozsiteni binarnich vyhleddvacich strom{
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Vyhledavaci stromy

Intervalové stromy

m bindrni vyhledavaci strom
m kazdy uzel ma atributy i.low, i.high, a i.max
m jako kli¢ je pouZita hodnota z.low

B x.maz je maximalni hodnota krajniho bodu intervalu uloZeného v podstromu
s kofenem

x.max = max{x.high, x.left.mazx, x.right.max}
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Vyhledavaci stromy

P¥idani nového intervalu

m postupujeme jako v BVS od kotene, vklddany uzel se stane listem

m kaZzdému uzlu y na cesté z kofene do nového uzlu = aktualizujme hodnotu
y.max pravé kdyz y.max < z.high

m pro Zadny vrchol neleZici na cesté z kofene do nového uzlu se hodnota max
neménf{
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Vyhledavaci stromy

7 =

Odstranéni intervalu

m postupujeme jako v BVS
B na pozici odstranéného uzlu se presune uzel y

m pro aktualizaci hodnot max prochazime cestu od plvodni pozice uzlu y do
kofene a kaZzdému uzlu z na této cesté aktualizujeme hodnotu
z.max = max{z.left.maz, z.right.mazx, z.high}

m sloZitost operace se navysi o O(n)

m celkovd sloZitost operace odstranéni intervalu zlstdva asymptoticky stejna
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Vyhledavaci stromy Intervalové stromy

Vyhledavani intervalu

Interval_Search(T, :)
1 x < T.root
2 while x # Nil A intervaly i a (x.low,x.high) se nepfekryvaji do
3 if xz.left # Nil N\ z.left.max > i.low
4 then x < z.left
5 else © < z.right fi
6 od
7 return T

sloZitost
m vyhleddvani zacind v koteni
m po kaZdé iteraci cyklu testujeme uzel, jehoZ hloubka je o 1 vyssi

m sloZitost je Umérnad hloubce stromu
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Intervalové stromy
Vyhledavani intervalu

Interval_Search(T, i)

1 x < T.root
2 while x # Nil A intervaly i a (x.low,x.high) se nepiekryvaji do

3 if x.left # Nil N\ z.left.max > i.low
4 then x < z.left

5 else x « x.right fi od

6 return z

korektnost - pFipad 1 - ve vyhledavani postupujeme doprava

m predpoklddejme, Ze ve vyhledavani postupujeme z uzlu x doprava a levy
podstrom neni prazdny

m plati z.left.max < i.low (jinak bychom postupovali doleva)

m pro kazdy interval (a,b) z levého podstromu plati
b < z.left.max (z definice hodnoty max)

m b < i.low znamend, Ze i se nepfekryva se Zddnym intervalem v levém
podstromu
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Intervalové stromy
Vyhledavani intervalu

Interval_Search(T, i)

1
2
3
4
5
6
7

x < T.root
while z # Nil A intervaly i a (z.low,z.high) se neprekryvaji do
if x.left # Nil N z.left.max > i.low
then x < z.left
else x < x.right fi
od
return z

korektnost - p¥ipad 2 - ve vyhledavani postupujeme doleva

ptedpokladejme, Ze Zadny interval levého podstromu se neptekryva s i

v levém podstromu leZi interval (¢, d) takovy, Ze d = z.left.max

i.high < c (i a {(c,d) se nepFekryvaji)
pro kazdy interval {(a,b) z pravého podstromu plati ¢ < a (vlastnost BVS)

i.high < a znamena, Ze ¢ se neprekryvd se zddnym intervalem v pravém
podstromu
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Vyhledavaci stromy

Intervalové stromy - modifikace

m vyhleddvani vSech prekryvajicich se intervall
m intervaly vySsi dimenze

® namisto obecného bindrniho vyhleddvaciho stromu miZeme pouZit vyvazeny
bindrni vyhleddvaci strom
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Vyhledavaci stromy

Radix trees

B vyuZiti bindrnich vyhleddvacich stromi pro lexikografické ¥azeni bindrnich
Fetézcl

m Fetézce postupné vkldddme do vyhledavaciho stromu
m po vloZeni viech Yetézcli strom prohledame a kli¢e vypiseme v por¥adi preorder
m Zasova sloZitost je O(n), kde n je soutet délek viech Yet&zcl

m zobecnéni pro Yetézce nad libovolnou abecedou - pouZijeme stromy, jejichz
arita je stejnd jako velikost abecedy
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Datové struktury

B Cerveno &erné stromy
m Cerveno &erné stromy
m Rank prvku
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Cerveno &erné stromy Cerveno &erné stromy

Cerveno cerné stromy

Cerveno &erny strom je binarni vyhledavaci strom, jehoZz kazdy uzel je obarveny
Cervenou anebo &ernou barvou a spliiuje podminky

koFen stromu je erny

listy stromu nenesou Zadnou hodnotu, tj. jsou oznaceny Nil, a maji ¢ernou
barvu

kdyZ je uzel Cerveny, tak jeho otec je Cerny

A pro kaZzdy uzel x stromu plati, Ze v8echny cesty z uzlu = do listl obsahuji
stejny pocet Cernych uzli

alternativné: oba synové Cerveného uzlu maji Eernou barvu

m kazdy uzel obsahuje atributy key, color, left, right, p

B jestlize uzel nemd nékterého syna anebo otce, tak pfislugny atribut ma
hodnotu Nil
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Cerveno &erné stromy

Vyska uzlu a ¢erna vyska uzlu

m vysSka uzlu x je rovna poctu hran na nejdel$i cesté z x do listu

m &ernd vyska uzlu z, bh(z), je rovna poltu €ernych uzlli na cesté z x do listu
(uzel x nezapotitdvame)
(diky vlastnosti 4 je Eernd vySka dobFe definovana!)

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL
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Cerveno &erné stromy Cerveno &erné stromy

Vyska cerveno €erného stromu

Lema 3

Kazdy uzel s vyskou h m3 &ernou vysku alespoii h/2.

z vlastnosti 4 plyne, Ze v nejhor$im p¥ipadé je kazdy druhy uzel na cest& Cerveny
Lema 4

Pro kaZdy uzel x plati, Ze podstrom s koFenem x md alespori 2"(*) — 1 vnit¢nich
uzli*.

dlikaz indukci k vySce h uzlu z

h =0 z je list = bh(z) = 0 a soutasné& polet vnit¥nich uzli podstromu
s kofenem x je 0

h >0 e necht x ma vysku h a &ernou vysku bh(z) = b
e kazdy syn uzlu z ma vysku h — 1 a ernou vy$ku b anebo b — 1
e 7 induk&niho predpokladu ma podstrom kazdého syna alespori
20h(@)=1 _ 1 ynit¥nich uzli
e podstrom s kofenem x ma alespoii 2(20/(*) =1 — 1) 41 = 2¥h(®) _ 1
vnit¥nich uzl{

4yniténim uzlem rozumime uzel, ktery nese hodnotu, tj. list neni vnitFnim uzlem
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Cerveno &erné stromy

Vyska cerveno €erného stromu

Véta 5

Cerveno &erny strom s n vnitinimi uzly md vysku nejvye 2log,(n + 1).

m necht strom m3 vyéku h a &ernou vysku b

m z ptedchozich lemmat plyne
n>20—-1>2"2_1

m po upravé log,(n+ 1) > h/2, a tedy h < 2logy(n + 1)
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Cerveno &erné stromy

Cerveno cerné stromy - operace

B SEARCH, MIN, MAX, SUCCESSOR, PREDECESSOR se implementuji stejné
jako pro binarni vyhledavaci stromy

® vyjmenované operace maji slozitost O(logn)

m INSERT a DELETE modifikuji strom
m modifikace miZe porusit vlastnosti ¢erveno &erného stromu
B jsou pottebné dal3i kroky, které vlastnosti obnovi

m zakladni operaci, kterd vede k obnoveni poZadovanych vlastnosti, je rotace
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Cerveno &erné stromy

Rotace

RIGHT_ROTATE(y)

® . ®
() A A 0
A A < LEFT_ROTATE(x) A A

m rotace zachovava vlastnost bindrniho vyhleddvaciho stromu

acabefcey=a<z<b<y<c

m Casovd sloZitost O(1)
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Rotace

Left_Rotate(T’, z)
1y < x.right
x.right < y.left
if y.left # Nil
then y.left.p < x fi
Y.p < x.p
if x.p = Nil
then T.root + y
else if x = x.p.left
then z.p.left <y
else z.p.right < y fi fi
yleft < x
TPy

© 0 X D G AN W

NN N
[\SEEE Y
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Cerveno &erné stromy

P¥idani nového uzlu

m uzel x do stromu p¥iddme stejnym postupem jako do bindrniho vyhledavaci
stromu
® jakou barvou mame obarvit novy uzel?

m obé& moZnosti maji za dlsledek poruseni nékterych vlastnosti ¢erveno erného
stromu

v X s

m feSeni: obarvi uzel x ¢ervenou barvou

m vlastnosti

1 (¢erny koFen) jestlize x je koFenem, tak vlastnost neplati
3 (otec Cerveného uzlu je Eerny)  nemusi platit
4 (stejnd Cernd vySka) z(stdva v platnosti
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Cerveno &erné stromy Cerveno &erné stromy

P¥idani nového uzlu - schéma
RB_Insert(7, a)

1 TREE_INSERT(T, a)

2 a.color < red

s while a # T'.root A a.p.color = red
4 do if a.p = a.p.p.left

5 then d < a.p.p.right

6 if d.color = red

7 then pfipad 1

8 else if a = a.p.right
9 then pr¥ipad 2
10 else ptipad 3
11 fi
12 fi
13 else stejné jako THEN se zaménou left a right
14 fi
15 od

16 T.root.color < black
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Cerveno &erné stromy Cerveno &erné stromy

P¥idani nového uzlu - schéma
pripad 1

a.p.color < black
d.color < black
a.p.p.color < red
a4 a.p.p

pripad 2

a <+ a.p
LEFT_ROTATE(T) a)

pfipad 3

a.p.color < black
a.p.p.color < red
RIGHT_ROTATE(T, a.p.p)
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P¥idani nového uzlu - korekce - pfipad 1

m nové pridany uzel a je Cerveny
m jeho otec b je Zerveny a je levym synem svého otce®
m stryc d uzlu a je Cerveny

m praotec c uzlu a je Eerny

m obarvi otce (b) a stryce (d) uzlu a €ernou barvou

m obarvi praotce (¢) uzlu a Cervenou barvou

Xy Xy
ji Cerny koFen a v8echny maji stejnou €ernou vysku
5situace kdy¥ b je pravym synem svého otce se ¥e¥i symetricky
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P¥idani nového uzlu - korekce - pfFipad 2

uzel a je Cerveny a je pravym synem svého otce
jeho otec b je Cerveny a je levym synem svého otce
stryc d uzlu a je €erny

praotec ¢ uzlu a je ¢erny

proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

pokraduj na pfipad 3

= = pokraluj na
y p q pfipad 3
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P¥idani nového uzlu - korekce - pfipad 3

m uzel a je Cerveny a je levym synem svého otce
m jeho otec b je Cerveny a je levym synem svého otce
m stryc d uzlu a je €erny
m praotec c uzlu a je &erny
m proved pravou rotaci kolem praotce (c) uzlu a
m vyméh obarveni mezi otcem (b) uzlu a a jeho novym bratrem (c)
= =
y P q z x y z x y
Z_ X RIGHT-ROTATE(c) P4 P4
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Cerveno &erné stromy

Slozitost pfidani nového uzlu

m ptipad 1: zmé&na obarveni 3 uzli

m pfipady 2 a 3: jedna nebo dvé& rotace a zmé&na obarveni 2 uzli

m v pfipadé 1 miZe zm&na barvy praotce (c¢) uzlu a zplsobit novy konflikt a to
kdyZ otec uzlu ¢ ma Cervenou barvou

B v popsaném pfipadé musime pokrafovat dalsi iteraci a korigovat barvu uzlu ¢

m kone¢nost je garantovana faktem, Ze kazdou iteraci se zmen3uje vzdélenost
korigovaného uzlu od ko¥ene stromu

m celkovd sloZitost O(logn)
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu

m uzel x ze stromu odstranime stejnym postupem jako z bindrniho vyhledavaci
stromu

m v pFipadé, Ze odstranény uzel mél &ervenou barvu, vlastnosti stromu zlstavaji
zachované

m v pfipadg, e mél Eernou barvu, miiZe dojit k porugeni vlastnosti 4 (stejnd
Zernd vyska)

m Cernou barvu z odstran&ného uzlu presouvdme smérem ke kofenu tak,
abychom obnovili platnost vlastnosti 4
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu a - pfipady 1 a 2

a nema levého syna
m odstrail a a nahrad ho jeho pravym synem (b)
m jestlize po pFesunu uzel b a jeho otec poruduji vlastnost 3 (oba jsou Eervené),
tak uzel b obarvime &ernou barvou; tim zachovdme ¢ernou vysku (a musel byt
erny)

a nema pravého syna - symetricky

—>

NIL b

q
a b
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Odstranéni uzlu a - pFipad 3
a ma dva syny, naslednik (successor) uzlu a je jeho pravym synem

m odstrail a a nahrad ho jeho naslednikem (c)
m levy syn uzlu a se stane levym synem naslednika uzlu a

m po presunu obarvime naslednika (¢) barvou uzlu a

m jestlize ndslednik mél pivodné &ernou barvu, tak &ernou barvu dostane jeho
syn, tj. syn ma dvé barvy (Cervenou a &ernou anebo Eernou a &ernou)

m problém dvou barev vyfesime pFi korekci
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu a - p¥ipad 4

a ma dva syny, naslednik (successor) uzlu a neni jeho synem

m naslednika (d) nahrad jeho pravym synem (e)

m odstrail a a nahrad ho jeho ndslednikem (d), synové uzlu a se stanou syny
naslednika (d)

m po pFesunu obarvime naslednika (d) barvou uzlu a

m jestlize naslednik mél plivodné& &ernou barvu, tak &ernou barvu dostane jeho
syn, tj. syn ma dvé barvy (Zervenou a Cernou anebo Eernou a Cernou)

m problém dvou barev vyfeSime p¥i korekci

NIL €
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pfipad 1

uzel a ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu a je €erveny

m proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

® vymé&h barvy mezi otcem (b) a praotcem (c) uzlu a
m pokraluj nékterym z nasledujicich p¥ipadi

jiny p¥ipad

stromy z, vy, z, w, p, ¢ maji stejnou &ernou vysku, nemaji zadny uzel s dvéma
barvami a neporuduji Zadnou vlastnost &erveno &erného stromu
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pfipad 2

uzel ¢ ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu a stejn& jako oba jeho synové (d,e) maji &ernou barvu

m vezmi jednu &ernou barvu z uzlu a a p¥esufi ji do jeho otce (b)
m bratr (¢) uzlu a dostane Zervenou barvu (aby se zachovala &ernd vyska)

m uzel se dvéma barvami se presunul bliz ke kofenu, problém jeho dvou barev
Fe$ime rekurzivné

e

z w p g w o p q
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - p¥ipad 3

uzel ¢ ma dvé barvy

bratr (¢) uzlu a a jeho pravy syn (¢) maji &ernou barvu, levy syn (d) je
cerveny

m proved pravou rotaci kolem bratra (c) uzlu a

® vyméh barvy mezi plivodnim a novym bratrem uzlu a (d, ¢)
m pokraluj pfipadem 4

= pokraduj
p¥ipadem 4

Lz w p q.
. TATE_RIGHT
... ROTATE. RiGHT | / Pq Pd
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Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pf¥ipad 4

uzel ¢ ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu ¢ ma €ernou barvu, jeho pravy syn (¢) ma &ervenou barvu

m proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a
m obarvi nového praotce (c¢) uzlu a barvou jeho otce (b)

m presufi ernou barvu z uzlu a na jeho otce (b), otec (b) se stane Eernym

m uzel (e) se stane &ernym

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Pofadi (rank) prvku

vyuZiti &erveno Eernych stromi p¥i uréeni ranku (poFadi) prvku a vyhleddvani
prvku s danym rankem

B mnozina A obsahujici n vzajemné riiznych C&isel

m Cislo x € A md rank i pravé kdyZ v A existuje pfesn& i — 1 &isel mensich neZ x

mozZné FeSeni

m jestlize prvky A jsou uloZené v poli, tak v €ase O(n) miZeme
e najit &islo s rankem 1
e uréit rank daného ¢&isla

existuje efektivngjsi Yeseni?

pFi pouZiti Cerveno Cernych stromi dokdZeme oba problémy vy¥edit v €ase O(logn)
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Cerveno &erné stromy

RozSifeni €erveno ¢ernych stromi

poZadujeme
m efektivni implementaci standardnich operaci nad €erveno &ernym stromem

m efektivni implementaci operace RB_SELECT(x, ¢), kterd najde i-ty nejmensi
kli¢ v podstromé& s kofenem x

m efektivni implementaci operace RB_RANK(T.x), kterd ur&i rank klice
uloZeného v uzlu x

Jjestlize strom obsahuje uzly se stejnymi kli¢i, tak rankem klice je poFadi uzlu
v INORDER usporadani uzli stromu
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..
Princip

ke kazdému uzlu z pfiddme atribut z.size - potet (vnitfnich) uzli v podstromé&
s kofenem z, v€etné uzlu =

x.size = z.left.size + x.right.size + 1

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL
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Vyhledani klice s danym rankem

RB_Select(z, i)

11+ xleft.size+ 1
2 if i = r then return z

3 else if i < r then return RB_SELECT(z.left,7)
4 else return RB_SELECT(z.right,i — ) fi fi
korektnost

m z definice atributu .size plyne, Ze polet uzll v levém podstromu uzlu x
navygeny o 1 (r) je presn& rank kli¢e uloZeného v = v podstromé s kofenem x

m kdyZ ¢ = r, tak x je hledany uzel

m kdyZ i < r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachazi v levém podstromé uzlu z a je
i-tym nejmensim kli¢éem v tomto podstromé

m kdyZ ¢ > r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachazi v pravém podstromé uzlu z a
jeho poradi v tomto podstromé je i snizené o polet uzlii levého podstromu
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Cerveno &erné stromy

Vyhledani klice s danym rankem

RB_Select(z, i)

117 xleft.size+1
2 if ¢ = r then return z

3 else if i < r then return RB_SELECT(z.left, )
4 else return RB_SELECT(z.right,i — r) fi fi
sloZitost

m kazdé rekurzivni voldni se aplikuje na strom, jehoZ hloubka je o 1 mensi
m hloubka Eerveno &erného stromu je O(logn)

m sloZitost RB_SELECT je O(logn)
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Urceni ranku daného prvku

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL

rank prvku 11
m viechny uzly v levém podstromé& uzlu 11
m sledujeme cestu od 11 do kofene
m jestlize uzel na cesté je levym synem, neméni rank prvku 11
B jestliZze uzel na cest& je pravym synem, tak on sam jakoZ i jeho levy podstrom

obsahuji kli¢e mensi nez 11
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Cerveno &erné stromy

Urceni ranku daného prvku

RB_Rank(T, z)

1 r <+ xleft.size+ 1
2y

s while y # T.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r + y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

korektnost

invariant na zalatku kazdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e z.key
v podstromé s kofenem y

inicializace na zalatku je r rovné ranku x.key v podstromé& s kofenem z a x =y
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RB_Rank(T, z)

11+ zleft.size+ 1

2 y+x

s while y # T.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r +y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

invariant na zalatku kazdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e x.key
v podstromé& s kofenem y
iterace

m na konci cyklu se vykond y < y.p

m po provedeni cyklu proto musfi platit, Ze 7 je rank z.key v podstromé
s kofenem y.p

m jestlize y je levy syn, tak v8echny kli¢e v podstromé jeho bratra jsou vétsi
nez x.key a r se neméni

m jestlize y je pravy syn, tak viechny hodnoty v podstromé jeho bratra jsou

men3i neZ x.key a hodnota r se zvy3i o velikost tohoto stromu plus 1 (kli¢

v uzlu y.p je taky mensi nez x.key)
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RB_Rank(T, z)

117+ zleft.size+ 1

2y x

s while y # T'.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r +y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

invariant na zacatku kazdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e x.key
v podstromé s kofenem y

ukon&eni

vypolet kon&i kdyz y = T.root, z platnosti invariantu plyne korektnost
algoritmu

slozZitost

v

m po kaZdé iteraci se snizi vzdalenost y od kofene o 1
m hloubka &erveno &erného stromu je O(logn)
m sloZitost RB_RANK je O(logn)
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Cerveno &erné stromy

P¥idani nového uzlu

pridani uzlu postupujeme od kofene do listu, kde vytvofime novy uzel, pfitom se
zméni (o 1) pouze velikost podstromii téch uzli, kterymi prochdzime
korekce stromu zména barvy uzlu nemé&ni velikost podstromu
p¥i rotaci se miZe zménit velikost podstrom
proceduru LEFT_ROTATE doplnime o p¥ikazy
y.size <— x.812€
x.size « x.left.size + x.right.size + 1
symetricky pro pravou rotaci

LEFT_ROTATE(T, x)

> x
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Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu

prvni faze odstrani uzel ze stromu
e na pozici odstranéného uzlu se presune uzel y
e pro aktualizaci hodnot size prochdzime cestu od plvodni pozice uzlu y do
kofene a kazdému uzlu na této cesté sniZzime hodnotu size o 1
e sloZitost operace se navysi o O(logn)

korekce obarveni stromu
e ke zméné velikosti podstromu mizZe dojit p¥i rotaci, aktualizace hodnot viz
pFidani nového uzlu
e potet rotaci je nejvyse 3, sloZitost se navy3i o O(1)

sloZitost pFidavani i odstrafiovani uzlu zlstava asymptoticky stejnd
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Datové struktury

i B-stromy
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B stromy

B stromy jsou zobecné&nim binarnich vyhleddvacich stromi
m B strom je balancovany, v8echny listy maji stejnou hloubku
® vnit¥ni uzel stromu obsahuje ¢ — 1 kli¢l a ma ¢ nasledniki

m kli¢e ve vnitfnich uzlech stromu zaroveii vymezuji ¢ intervalli, do kterych patff
kli¢e kazdého z jeho t podstromii

vyuziti B stromi

m B stromy se typicky pouZivaji v databazovych systémech a aplikacich, kde
objem zpracovavanych dat neni mozné uchovavat v operaéni paméti

m polet kli¢l uloZenych v uzlu (a tim i potet naslednikl) se mize pohybovat
od jednotek po tisice; cilem je minimalizovat polet pFistupi na disk

m v pseudokédu modelujeme pFistupy operacemi DISK_READa DISK_WRITE
B existuji rGizné varianty, podrobnégji viz nap¥. PV062
m Bayer, McCreight 1972
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B stromy vs BVS a cerveno ¢erné stromy

m zachovan princip vyhledavani
m vSechny uzly maji stejnou hloubku
m uzly B stromid miZou mit vic naslednikl

m vyska B stromu je O(logn), diky v&tSimu pottu nasledniki miZe byt ale
vyrazné mens{

m operace minimalizuji priichod stromem
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Stupeii B stromu

minimalni stupefn stromu

&islo t, které definuje dolni a horni hranici na pocet kli¢i ulozenych v uzlu

m kazdy uzel (s vyjimkou ko¥ene) musi obsahovat alespofi ¢ — 1 kli¢d
m jestlize strom je neprazdny, tak kofen musi obsahovat alespori jeden kli¢
m kazdy vnitini uzel (s vyjimkou kofene) musi mit alespoii ¢ naslednikd

m kazdy uzel miZe obsahovat nejvyse 2t — 1 kli¢d
m kazdy vnitfni uzel miZe mit nejvyse 2t nasledniki

m uzel, ktery ma p¥esné 2t — 1 kli¢d, se nazyva plny

T

m nejjednodussi B strom ma minimalni stupeii 2
m kaZdy jeho vnitfni uzel ma 2, 3 anebo 4 nasledniky
m obvykle se oznaduje jako 2-3-4 strom

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Vyska B stromu

vSechny listy maji stejnou hloubku

B strom s n > 1 kli¢i a minimalnim stupném ¢ > 2 ma hloubku nejvyse

n+1

h <log,

m kofen obsahuje alespoii jeden kli¢, kazdy vnit¥ni uzel alespoii ¢t — 1 kli¢d

m strom ma 1 uzel hloubky 0 (ko¥en), alespoii 2 uzly hloubky 1, alespoii 2t uzl
hloubky 2, alespoii 2¢? uzlii hloubky 3, obecn& alespoii 2t"~1 uzlii hloubky h

h h—1
no> 14 (-1 2 =142t -1) )
i=1 =0

th —1 h
= 1+2(t—1)( )=2t" -1
t—1
m z toho t" < 2FL 3 tedy log, t" < log, 2t O
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Klice v B stromu

m kazdy uzel x m3 atributy
e x.n - polet kli¢h uloZenych v uzlu x
o klite x.keyy, x.keys, - - , x.key, n, které jsou uloZeny v neklesajicim poradi
e x.leaf - booleovskd promé&nnd nabyvajici hodnotu je true pravé kdyz uzel x
je listem stromu

m kazdy vnit¥ni uzel x obsahuje navic x.n + 1 ukazateld
T.C1,L.Coy...,T.Cpm41

m klite z.key; definuji intervaly, z kterych jsou kli¢e uloZené v kazdém
z podstromd; jestlize k; je kli¢ uloZeny v podstromé s kofenem z.c;, tak plati

k1 <xkeyr < ko <mkeys < ... < wkeyrn < ket
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Operace nad B stromem

m vytvoreni stromu; vyhledavani, pfidani a odstranéni kli¢e

m typické aplikace, které vyuZivaji B stromy, pracuji s daty uloZzenymi na
externim disku

m pred kazdou operaci, kterd pfistupuje k objektu x, se nejd¥ive musi vykonat
operace DISK_READ(x), kterd zkopiruje objekt do operaZni paméti
(za predpokladu, Ze tam neni)

m symetricky operace DISK_WRITE(x) se pouZije pro uloZeni viech zmén
vykonanych nad objektem x

m predpokldadame, Ze kofen B stromu je vZdy uloZeny v operaéni paméti a proto
nad kofenem vykondvdme pouze operaci DISK_-WRITE

m asymptotickd sloZitost viech operaci je imé&rna hloubce stromu, tj. O(logn),
kde n je pocet kli¢h uloZzenych v stromu

m z divodu optimalizace poctu pfFistupl na externi disk jsou viechny operace
navrzeny tak, aby se uzel stromu navstivil nejvyse jednou, tj. véechny operace
postupuji smé&rem od kofene doli a nikdy se nevraceji do jiz navstiveného uzlu
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Vyhledavani

m analogicky jako v bindrnim vyhledavacim stromé&, vybirame jednoho
z nésledniki uzlu

B argumentem operace je ukazatel T.root na kofen stromu a hledany kli¢ &

m jestlize klit k je v B strom&, operace vrati dvojici (y, 1), kde y je uzel a i
index takovy, Ze y.key; = k

B v opacném p¥ipadé vrati hodnotu N4l

vyhledani klice R T root
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Vyhledavani

B-Tree_Search(z, k)

1141

2 while i < z.n A z.key; < k do

3 i< i+1od

4 ifi<xzn A xkey;, =k

5 then return (z,7) fi

6 if z.leaf then return Nil

7 else DISK_READ(z.¢;)

8 return B-TREE_SEARCH(z.¢;, k) fi

m polet DISK_READ operaci je ohranieny hloubkou stromu h
m polet opakovani cyklu 2 - 3 je nejvyZe 2t (¢ je minimalni stupeil B stromu)
m celkovd sloZitost je O(th) = O(tlog, n)
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Vytvoreni prazdného stromu

B-Tree_Create(7)

1 x + ALLOCATE_NODE()
2 x.leaf < true

3 xn <+ 0

4 DISK_WRITE(z)

5 T.root < x

celkovd sloZitost O(1)
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Pridani klice

m podobné jako u BVS hleddme list, do kterého uloZime novy kli¢

m nemiZeme vytvofit novy list (jako v BVS), protoZze bychom porusili vlastnost
minimalniho poétu kli¢d v uzlu

m kli¢ vloZime do existujiciho listu

m kdyzZ vloZenim kli¢e dojde k porugeni vlastnosti maximdlniho poc¢tu kli¢a, tak
list rozdélime na dva nové listy

m rozdélenim se zvysi polet naslednikid pfedchldce plvodniho listu

m pokud se tim porusi vlastnost maximalniho po¢tu ndsledniki, tak musime
(rekurzivn&) rozdélit i predchidce

m proces rozdélovani uzld se v nejhorsim pfipadé zastavi aZ v kofeni stromu
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Pt¥idani klice B do listu, ktery neni piny

minimalni stupefi stromu je 3
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Ptidani klice () do plného listu

minimalni stupefi stromu je 3
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B-stromy

Rozdéleni uzlu - schéma

minimalni stupen stromu je 4

./’\ ‘/‘\ . N
Rt T N
z R Tz & s e

—
y=w.ci y=z.ci / \ 2= @it

] I

T T3 Ty T5 T Tr Ty T'yTI3Ty 15161713

argumentem operace B-TREE_SPLIT je
® vnitfni uzel z, ktery neni plny

m index ¢ takovy, Ze x.c; je plny néslednik uzlu x
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Rozdéleni kofene - schéma

T.root

T.root
\ ,

\ADFHLNP| ———— L NP
TVTo T3 Ty T5 Ts T7 Ty T T3Ty T5 15 T7 T3

m kdyZ potfebujeme rozdélit kofen stromu, tak nejdfive vytvofime novy,
prazdny uzel, ktery se stane novym kofenem stromu

m rozdéleni kofene zplisobi navy3eni hloubky stromu o 1
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Rozdéleni uzlu - implementace

B-Tree_Split(z, 7)

1 z < ALLOCATE_NODE()
2 Y x.04
3 zleaf < y.leaf
4 zn+t—1
5 for j =1tot—1do z.key; < y.key;4+. od
6 if ~y.leaf then for j =1 to t do z.c; < y.cj4; od fi
7yn+—t—1
s for j =x.n+ 1 downto i +1 do z.cj4q < z.c; od
9 T.Ci41 < 2
10 for j = x.n downto i do xz.key;,1 < x.key; od
11 x.key; < y.key;
12 zn+—zn+1
13 DISK_WRITE(y)
14 DISK_WRITE(z)
15 DISK_-WRITE(x)
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Rozdéleni uzlu - slozitost

m rozd&lujeme uzel y (¥adek 2)

m kdyZ y neni list, tak ma p¥ed rozdélenim 2t naslednikd a po rozdé&leni polet
jeho nasledniki klesne na ¢

m z je novy uzel (Yadek 1) a jeho nésledniky tvofi ¢ nejvétSich nasledniki uzlu y
m celkovi sloZitost je O(t)
m polet operaci DISK_-WRITE a DISK_READ je O(1)
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Pridani klice - optimalizace
zakladni varianta

m rozdé&leni uzlu zplsobi navy3eni poétu naslednikli pfedchlidce rozdélovaného
uzlu

m pokud se tim porusi vlastnost maximalniho po¢tu nasledniki, tak musime
(rekurzivng) rozdélit i predchiidce

m proces rozdélovani uzld se v nejhorsim pfipadé zastavi aZ v kofeni stromu

optimalizace

m cilem je realizovat celou operaci p¥idani kli¢e p¥i jednom priichodu stromu od
kofene k listu (optimalizace poctu pFistupii na disk!!!)

m rozdélovani milize nastat pouze u téch uzld, které jsou plné, tj. obsahuji
maximalni povoleny potet kli¢i (2t — 1)

m vZdy, kdyZ prochazime ptes plny uzel, rozdélime ho na dva nové uzly a to tak,
Ze kazdy ze dvou novych uzll dostane ¢t — 1 kli¢d a jeden kli¢ se pfesune do
jejich otce

m korektnost postupu je garantovana, protoZe predchiidce rozdélovaného uzlu
neni plny



P¥idani klice L - prochazime ptes piny uzel
minimalni stupefi stromu je 3
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P¥idani klice - implementace

B-Tree_Insert(T, k)

1 1<+ T.root

2 ifrm=2t—-1

s then s < ALLOCAT_NODE()

T.root < s

s.leaf < false

sn+0

S.C1 T

B-TREE_SPLIT(s, 1)
B-TREE_INSERT_NONFULL(s, k)
10  else B-TREE_INSERT_NONFULL(r, k)
11 fi

© 0 [ A

m Fadky 3 - 9 ¥esi plny kofen stromu

m na konci se volad procedura B-TREE_INSERT_NONFULL, kterd vloZi kli¢ do
stromu, jehoZ kofen neni plny
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P¥idani klice - implementace

B-Tree_Insert_Nonfull(z, k)

114+ 2xn

2 if x.leaf
s then while i > 1 A z.key; > k

4 do z.key; 11 <+ x.key;

5 i1+ 1—1od

6 z.keyiy1 <+ k

7 zn—zxn+1

8 Disk_WRITE(z)

9 else whilei>1 A x.key; >k doi<i—1od
10 141+ 1
11 Disk_READ(z.¢;)
12 if 2.c;.n = 2t — 1 then B-TREE_SPLIT(z, 7)
13 if v.key; < k then ¢ < i + 1 fi fi
14 B-TREE_INSERT_NONFULL(x.¢;, k)
15 fi
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P¥idani klic¢e - slozitost

m polet operaci DISK_WRITE a DISK_READ je O(h)
(vZdy jenom jedna mezi dvéma volinimi B-TREE_INSERT_NONFULL)

m celkovs sloZitost je O(th) = O(tlog, n)

m procedura B-TREE_INSERT_NONFULL je tail - rekurzivni, a proto je polet
uzld, které musi byt uloZeny v operaéni paméti, konstantni
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Odstranéni klice

odstranéni probiha analogicky jako u bindrniho vyhleddvaciho stromu
m jestlize se kli¢ uréeny k odstranéni nachazi v listu, odstranime ho

m jestlize se kli¢ ureny k odstranéni nachazi v uzlu, ktery neni listem,
nahradime ho jeho naslednikem (resp. p¥edchiidcem) a néslednika odstranime
z listu ve kterém se pivodné& nachazel

m samotné mazani kli¢e se vZdy realizuje v listu

m operace ma stejnou asymptotickou sloZitost jako u BVS

®m samotnd implementace ma ale né&kolik specidlnich p¥ipadi, protoZe kli¢ miZze
byt odstranén z libovolného uzlu

m v optimalizované varianté kli¢ odstranime p¥i jednom priichodu stromem od
kofene dolii, s moZnou vyjimkou navratu do uzlu, ve kterém byl plivodné
uloZen odstraiiovany kli¢
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Odstranéni kli¢e - zakladni varianta

odstranéni klice k£ z listu x

list x je souasné kofenem stromu
e kli¢ k odstranime

list = neni kofenem a obsahuje alespofi ¢ kli¢h
e kli¢ k odstranime

list = neni kofenem a obsahuje p¥esné ¢ — 1 kli¢a
e vezmi toho bratra y listu =, ktery ma vice kli¢a

e vytvoF seznam obsahujici klice z listd « a y a navic ten kli¢ z otce p listu
x, ktery tvoFi hranici mezi z a y

o délka seznamu je t — 2 (= polet kli¢d v z) + 1 (= kli¢ z otce) + potet
Kigtvy >t—2+1+¢—1

e rozliSujeme dva p¥ipady podle délky seznamu
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Odstranéni kli¢e - zakladni varianta - délka seznamu

rv o

3 A seznam obsahuje alespoii 2t — 1 klica

m seznam rozdé&lime na 3 &3sti: Left, Middle a Right, kde Middle je median
seznamu, Left obsahuje kli¢e mensi nez medidn a Right kli¢e v&tsi neZ median

m kli¢ Middle vratime do otce p, ze kterého jsme p¥edtim odebrali hrani¢ni kli¢
m klite Left a Right vloZzime do dvou uzld z a y

m uzly z a y maji alespori ¢ — 1 kli¢d, pocet kli¢h v uzlu p zdstal nezménény,
hotovo

3 B seznam obsahuje pravé 2t — 2 kli¢a
m uzly  a y nahradime jedinym uzlem obsahujicim viechny kli¢e seznamu
® novy list ma povoleny po&et kli¢h
m otec p ma pocet kli¢h o 1 niZsi neZ plvodné
m v pfipadé, Ze pocet kli¢h v uzlu p klesl pod minimalni hranici ¢t — 1,
opakujeme (rekurzivng) postup pro uzel p

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Odstranéni kli¢e - zakladni varianta

m po odstranéni kli¢e z listu miZe klesnout pocet kli¢h v jeho uzlu pod
minimaln{ hranici

m musime realizovat operace, které obnovi platnost podminky minimalniho
poctu kli¢d v uzlu

m miZe nastat situace, kdyZ se prochazi strom od ko¥ene k listu a potom
zpétky od listu ke ko¥eni (nap¥. kdyZ vsechny uzly na cest& od koFene do listu
obsahujiciho kli¢ maji stuperi pFesné t)

m podobné jako p¥i vkladani kli¢e optimalizujeme proces odstranéni klice tak,
abychom minimalizovali po&et p¥istupl na disk
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Odstranéni klice - optimalizace

m postupujeme od kofene smérem k listu
m vZdy, kdyZ prochdzime ptes uzel, ktery ma presné ¢ — 1 kli¢d, tak udélame
takovou korekci, kterd zvysi polet kli¢d v uzlu na ¢

m kdyZ narazime na uzel, ze kterého potfebujeme odstranit kli¢, mame garanci,
Ze jeho otec m3d alespoii t kli¢h

m kdyZ odstranéni klice z uzlu zplsobi sniZeni poétu kli¢d v jeho otci, nevznikne
Zadny problém

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Optimalni odstranéni klice - pravidla
odstrafiujeme kli¢ k

1 kdyz kli¢ & je v listu x, odstrai k z

2 kdyz kli€ k je ve vnitfnim uzlu z, tak

a. jestlize syn y, ktery je p¥ed k v z, obsahuje alesponi ¢ kli¢d, tak najdi
v podstromé& s korenem y predchiidce k' kli¢e k; nahrad v z kli¢ k klitem
k': rekurzivné odstrafi kli¢ &k’

b. jestlize syn y ma méné nez t kli¢d tak, symetricky, prozkoumej syna z,
ktery ndsleduje za k v x; v p¥ipadé Ze z obsahuje alespoii ¢ kli¢d, tak
najdi v podstromé& s kofenem z naslednika k' kli¢e k; nahrad v x kli¢ k
klicem k’; rekurzivn& odstran kli¢ k'

C. v pfipadg, Ze synové y i z maji jen t — 1 kli¢d, tak do vrcholu y p¥esuni kli¢
k a vSechny kli¢e z vrcholu z; z vrcholu = odstrai k£ a ukazatel na z; novy
uzel y obsahuje 2t — 1 kli¢d (mezi nimi i kIi¢ k); rekurzivn& odstraii k z y
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Odstranéni klice - pravidla, pokracovani

3 kdyz kli€¢ k neni ve vnitinim uzlu x , tak urgi kofen x.c; stromu, ktery musi
obsahovat k (za ptedpokladu, Ze k je v strom&); v p¥ipadg, Ze uzel z.¢;
obsahuje jen ¢ — 1 kli¢d, pokraluj body 3.a. anebo 3.b. které zarudi, ze
rekurzivni volani se aplikuje na uzel obsahujici alespori ¢ kli¢d; rekurzivné
odstran kli¢ k z vhodného naslednika uzlu z

a. v pripadé, Ze x.c; obsahuje jen ¢ — 1 kli¢d, ale néktery z jeho p¥imych
bratrii obsahuje alespoii ¢ kli¢h, tak zvy$ pocet kli¢h v x.c; a to tak, Ze
ptesunes kli¢ z x do x.c;, presunes kli¢ z bratra x a presune$ pfislusny
ukazatel na naslednika z bratra do uzlu z.¢;

sy o

b. v p¥ipadé, Ze x.c; i jeho jeho p¥imi bratfi obsahuji jen ¢ — 1 kli¢d, tak
presuii do z.c; jeden kli¢ z x a v8echny kli¢e z jednoho z bratrii
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Odstranéni klice F' — p¥ipad 1
t=3
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Odstranéni klice M — pripad 2a
t=3
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Odstranéni kli¢e G — pFipad 2c
t=3

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Odstranéni klice B — p¥ipad 3a
t=3
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Odstranéni klice Z — p¥ipad 3b
t=3
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Odstranéni klice D — p¥ipad 3b
t=3
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Odstranéni kli¢e - slozitost

B v pfipadé, Ze se odstrafiovany kli¢ nachazi v listu, procedura prochazi od
kofene k listu bez nutnosti navratu

m v pfipadé, Ze se kli¢ nachazi ve vnitfnim uzlu, tak procedura postupuje od
koFene k listu s moznym ndvratem do vrcholu, ze kterého byl kli¢ odstranén a
nahrazen svym ptedchiidcem anebo nislednikem (p¥ipady 2.a., 2.b.)

m mezi dvéma rekurzivnimi voldnim se vykond nanejvy$ jedna operace
DiSK_WRITE a jedna operace DISK_READ; jejich celkovy pocet je proto
O(h)

m celkovd sloZitost je O(th) = O(tlog, n)
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B+ stromy

m kli¢e jsou uloZeny pouze v listech
m zfetézeni listli zachovava potadi kli¢d

m vniténi uzly B+ stromd indexuji listy

vyhody a nevyhody
m kli¢ v B stromé& se najde pfed dosaZenim listu
® vnitfni uzly B stromi jsou vétsi, do uzlli se proto mize uloZit méné& kli¢h a
strom je hlubsi
m operace vkladani a odstrafiovani kli¢e z B stromu jsou komplikovangjsi

m implementace B stromu je ndro¢néjsi nez implementace B+stromu
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Datové struktury

HaSovani
m Z¥etézené hadovani
m Oteviend adresace
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Slovnik

m dynamicky datovy typ pro reprezentaci mnoZiny objektd

m podporované operace
INSERT(SS, ) do mnoZiny S p¥idd objekt x
SEARCH(S, ) zjisti, zda mnoZina S obsahuje objekt x
DELETE(S, ) z mnoZiny S odstrani objekt x

vhodné datové struktury pro implementaci slovniku
seznam vSechny operace maji sloZitost O(n) (n je mohutnost mnoZiny S)

vyhledavaci strom se da pouZit za predpokladu, Ze objekty maji &iselny kli¢, pf¥i
pouZiti vyvazeného stromu je sloZitost operaci O(logn)

cil: sloZitost vsech operaci
v nejhor$im p¥ipadé ©(n)

v otekdvaném ptipadé O(1)
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HaZovani

P¥imé adresovani

m kaZdy prvek reprezentované mnoZiny prvk( ma p¥itazen kli¢ vybrany
z univerza U = {0,1,...,m — 1}

m zadné dva prvky nemaji p¥ifazeny stejny kli¢

m pole T[0...m — 1]
e kazdy slot (pozice) v T' odpovida jednomu Kkliti z U
e kdy? reprezentovand mnoZina obsahuje prvek z s klitem k, tak T[k]
obsahuje ukazatel na x
e v opatném ptipad& je T'[k] prazdné (NIL)

m sloZitost operaci je konstantni
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HaZovani

P¥imé adresovani - schéma

-
(univerzum) / (1) key data

/ N4
——{2] ]
——{3] |
/ 4

(aktudlni

Klite) e I
/ 6
/ 7
——{s8] |
/ 9
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Vyhody a nevyhody pfimého adresovani

vyhody
m konstantni sloZitost viech operaci

® jednoducha implementace

nevyhody

m v p¥ipadg, Ze univerzum U je veliké, tak uchovavani tabulky velikosti univerza
je neefektivni resp. nemozné

m v pfipadé, Ze mnoZina aktudlné uloZenych kli¢ je malad ve srovnani s velikosti

NP4

univerza, tak vétsi ¢ast paméti alokované pro tabulku T je nevyuZita

m problém objekt(l se stejnym kli¢em
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HaZovani

HasSovaci tabulka

m v pfipadé, Ze mnoZina aktudln& uloZenych kli¢d K je vyrazné mensi nez U,
vyuZiva haSovaci tabulka vyrazn& mén& paméti, nez tabulka s p¥fimym
pFistupem

m potfebny prostor se da redukovat aZ na ©(|K|)

m sloZitost operaci ziistavd konstantni aviak v ocekdvaném (a ne v nejhor§im)
p¥ipadé

rozdily

pfimé adresovani prvek x s klicem k uloZi v tabulce na pozici 7'[k]
haSovani prvek x s klitem k uloZi v tabulce na pozici 7'[/(%)]

m h je funkce h: U — {0,1,...,m — 1}

B h se nazyva hasovaci funkce
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HaSovaci tabulka - problémy k feSeni

1. Feseni kolizi
kolize = dva anebo vice kli¢i zahadujeme na stejnou pozici
prox # y je h(x) = h(y), x a y maji stejny otisk

m zfet&zené hadovani (chaining)

m otevfend adresace (open adressing)

2. vybér hasovaci funkce
® minimalizovat podet kolizi

m efektivni vypolet funkce
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HaZovani

Ve

Zretézené hasovani

m kazd3 polozka tabulky obsahuje (ukazatel na) seznam prvkd zahasovanych na
stejnou pozici

m seznam je prazdny pravé kdyZz Zadny prvek nebyl zahaSovany na danou pozici

m vklddani prvku x do haSovaci tabulky T se realizuje jako p¥fidani prvku na
zatitek seznamu T'[h(x.key)]

m prvek z vyhleddvame v seznamu T'[h(z.key)]

m prvek = odstranime vymazanim ze seznamu T'[h(z.key)]
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HaZovani

Zrietézené hasovani - schéma

K
(aktudlni

Klize)
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HaZovani

Zretézené hasovani - slozitost

sloZitost v nejhorsim pripadé

Insert konstantni (za pFedpokladu, Ze vklddany prvek neni v tabulce)

Search (m&rna délce seznamu; v nejhor$im pfipadé ©(n), kde n je polet prvki
uloZenych v tabulce

Delete (asymptoticky) stejnd jako sloZitost SEARCH (za pFedpokladu
dvousmérného seznamu)

sloZitost v primérném p¥ipadé
zaleZi od vyb&ru ha¥ovaci funkce
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Zretézené hasovani - primérna slozitost

m predpokldddme, Ze haSovaci funkce je jednoducha uniformni (simple
uniform), tj. Ze pro kazdy prvek univerza je pravd&podobnost jeho zahasovéni
na kterykoliv index tabulky stejnd (a nezavisld od toho, kam jsou zaha%ovany
zbylé prvky univerza)

m sloZitost operaci se vyjad¥uje vzhledem k faktoru naplnéni (load factor)

® pro danou tabulku s m pozicemi, ve které je ulozenych n prvki, definujeme
faktor napln&ni « predpisem « = n/m, tj. primérny polet prvka
zahaSovanych na stejnou pozici
mproj=0,1,...,m — 1 necht n; oznatuje délku seznamu T[]
m pro jednoduchou uniformni ha%ovaci funkci plati, Ze octekavana délka
seznamu T[j] je
Enjl=a=n/m

m predpokladame, Ze vypolet hodnoty funkce ma konstantni &asovou sloZitost
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Zretézené hasovani - primérna sloZitost

7

V hasovaci tabulce, ve které jsou kolize YeSeny zfetézenim a ve které se pouZiva
jednoduchd uniformni funkce, ma operace neispésného vyhleddvani prvku
pramérnou &asovou sloZitost O (1 + «).

V haSovaci tabulce, ve které jsou kolize YeSeny zfetézenim a ve které se pouziva
jednoducha uniformni funkce, ma operace lispésného vyhledavani prvku
primé&rnou &asovou sloZitost O(1 + «).

m v pfipadé, Ze polet pozic v tabulce je proporcionalni poétu prvki v tabulce,
n = O(m), plati @« = n/m = O(m)/m = O(1)

m vyhleddvani prvku ma konstantni primérnou sloZitost

m samotné vloZeni prvku a odstranéni prvku ze seznamu ma konstantni sloZitost

m vSechny operace maji za danych predpokladii konstantni primérnou
sloZitost
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Vybér hasovaci funkce

jak vybrat dobrou hasovaci funkci?

m funkce by méla mit vlastnosti jednoduché uniformni funkce: kazdy kli¢ je
zaha3ovan na vSechny pozice se stejnou pravdépodobnosti

7y

B v praxi je t&Zké ovéFit podminku uniformity, protoZe nezname rozloZeni kli¢a
(a navic jsou na sob& &asto zavislé)

m v praxi vyuZivame p¥i volb& ha%ovaci funkce znalosti rozloZeni kli¢h s cilem,
aby se Casto spole¢né se vyskytujici klice zahaSovaly na rlizné pozice

m priklad: kdyZ kli¢e jsou vybirany ndhodné s uniformnim rozdé&lenim z intervalu
(0, 1), tak hasovaci funkce h(k) = |k - m] je jednoduchou uniformni funkci
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HaZovani

Kli¢e jako ptirozené cisla

m vé&tSina haSovacich funkci je navrZend pro univerzum - mnoZinu p¥irozenych
¢isel N

m kdyZ kli¢e nejsou pF¥irozena &isla, miZeme je interpretovat jako pfirozend &isla
pouZitim vhodného kédovani

piiklad

e znakovy Fet&zec interpretujeme jako &islo (ve vhodng zvolené &iselné soustavé)
e fetézec CLRS

e ASCIl hodnoty: C =67, L =76, R=282,S = 83

e mame 128 ASCII hodnot, volime proto &iselnou soustavu se zakladem 128

e CLRS interpretujeme jako (67 - 1283) + (76 - 1282) + (82 - 128') + (83 - 128°)
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HaZovani

Hasovaci funkce - metoda déleni

h(k) =k mod m

pfiklad m =20, k =91 = h(k) =11
vyhody rychlost

nevyhody 3patné chovani pro n&které m
e pro m = 2P je hodnota h(k) vzdy p nejpravéjsich bitl z k
e kdyZ k je znakovy Fetézec interpretovany pfi zakladé 2P, tak hodnota
m = 2P — 1 neni vhodnd, protoZe po permutaci ¥etézce se hodnota ha%ovaci
funkce nezménfi
e dobrou volbou pro m je prvocislo
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Ha3ovaci funkce - metoda binarniho nasobeni

m predpoklad: univerzum je U mnoZina binarnich &isel délky w
m predpoklad: velikost m tabulky je mocninou dvojky, m = 2P
m cilem je zahaSovat w-bitové &isla na p-bitové &isla

m zvolime libovolnou konstantu 4, 0 < A < 1

ha(k)=|m (kA mod 1)]
postup vypo&tu

vynasob kli¢ k konstantou A a ze soucinu vezmi desetinnou &ast

vysledek vyndsob ¢&islem m a ze soulinu vezmi celou &ast
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ha(k)=|m (kA mod1)]

m zvolime A tvaru s/2%

vyndsobime &isla k a s

vysledkem ndsobeni je 2w bitové &islo, kde r; je celotiselnd &ast soucinu kA
a 1o je desetinnd &st soutinu (viz obrdzek)

pro dal3i vypocet potfebujeme pouze r¢

potfebujeme celou &ast soulinu &isel g a m

vzhledem k tomu, Ze m = 2P, ndsobeni znamend posun o p bitl doleva

ve skute€nosti nemusime viibec nasobit a stadi vzit p nejvyznamnéjsich bitl
&isla rq

w bith

1 I o 1
vezmi p nejlevéjsich bitd
[ ha(k) |
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Metoda binarniho nasobeni - p¥iklad

B w=>5m=8,w=3,tj. ha§ujeme 5 bitové &isla, velikost tabulky je 8 = 23 a
chceme haSovat na 3 bitové Cisla

m hasujeme kli¢ k£ =21

® vybirdme konstantu A tvaru s/2% a takovou, aby 0 < A < 1 — proto musi
platit 0 < s < 25, vybereme s = 13 = A = 13/32

vypotet h, (k) podle vzorce ha(k) =|m (kK A mod 1)|
kA=21-13/32 =81

kA mod 1 =17/32

m(kA mod 1) =8-17/32 =41

|m(kA mod 1)| =4 = hu(k)

implementace

ks=21-13=273=8-2°+17

r1 = 8,79 = 17; bitovy zapis ry je 10001

vezmeme p = 3 nejvyznamngjsi bity ro, tj. 100 (4 v desitkové soustavé)
ha(k)=4
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LELSELIE  Univerzalni hasovani

Univerzalni hasovani

scénaf ani nejlepsi hasovaci funkce negarantuje dobré chovani hasovani v p¥ipadg,
Ze klite uréené k zaha%ovani jsou vybrany tim nejhor§im moznym zpisobem
(miZeme si pFedstavit dtocnika, ktery poznd nds hasovaci program a hasovaci
funkci a na zakladé toho dokaZe vybrat takové kli¢e, které se zahasuji na
stejnou pozici, viz analogii s vyb&rem pivota pro Quicksort)

feSeni p¥i kaZzdém pouZiti hasovaciho programu vybereme ndhodné jinou haSovaci
funkci

(kdyZ dto&nik nevi, jakd haSovaci funkce bude vybrdna, nemiZe zamé&rn&
vybirat vstupy, které povedou k Spatnému chovani)

vybér funkce samotny fakt ndhodného vyb&ru funkce je$té negarantuje efektivitu
ha%ovani; je potfebné vybirat z vhodnych kandidati
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LELSELIE  Univerzalni hasovani

Univerzalni hasovani

Definice 6

Necht H je kone&nd mnoZina hasovacich funkci, které mapuji univerzum klici U
na m pozic. H je univerzalni mnozinou hasovacich funkci pravé kdyZ pro
kaZdou dvojici kli¢d k,l € U, k # 1, je podet hasovacich funkci h € H, pro které
h(k) = h(l), nejvyse |H|/m.

Véta 7

Predpokladejme, Ze hasovaci funkce, nahodné vybrana z univerzalni mnoZiny

hasovacich funkci, je pouZita pro zahasovani n kli¢i do tabulky s m pozicemi. Pak

pro kli¢ k plati, Ze kdyZ

e k neni'v tabulce, tak ofekdvana délka seznamu, do kterého se zahasuje k, je
nejvyse o = n/m

e k je v tabulce, tak oekavana délka seznamu, ktery obsahuje k, je nejvyse
<1l+oa.
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Univerzalni hasovani - slozitost

Dusledek 8

Libovolna posloupnost n operaci INSERT, SEARCH a DELETE, z nichZ nejvyse
O(m) operacf je typu INSERT, md ofekdvanou Easovou sloZitost ©(n) za
predpokladu pouZiti zfetézeného hasovani, univerzalni mnoZiny hasovacich funkci
a tabulky s m pozicemi.

Dusledek 9

PouZitim univerzalniho hasovani a Feseni kolizi Fetézenim v tabulce s m pozicemi
zabere o&ekdvany &as ©(n) jakdkoliv posloupnost n operaci INSERT, SEARCH a
DELETE, kterd obsahuje O(m) operaci INSERT.
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HaZovani

Konstrukce univerzalni mnoziny hasSovacich funkci

ptiklad univerzalniho hasovani
m zvolime prvodislo p takové, Ze zadny kli¢ neni vétsi neZ p

m pro libovolnd &isla a € {1,2,...p—1} abe {0,1,...p — 1} definujeme
haovaci funkci pfedpisem

hav(k) = ((ak +b) mod p) mod m)
®m mnoZina funkci
Hpm = {hapla € {1,2,...p—1},b€{0,1,...p— 1}
je univerzalni mnoZinou haSovacich funkci

m vybér prvolisla umoZiiuje efektivni implementaci operaci mod

presné diikazy tvrzeni jako i dalsi podrobnosti tykajici se univerzalniho hasovani
Jsou v literatufe, nap¥. v. monografii T. Cormen, Ch. Leiserson, R. Rivest, C. Stein:
Introduction to Algorithms. Third Edition. MIT Press, 2009
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HaZovani

Oteviena adresace

m viechny kli¢e ukldddme p¥imo do tabulky, polet kli¢d nemiZe presdhnout
velikost tabulky

m pfi vyhledavani se systematicky zkoumaji pozice tabulky, dokud neni nalezen
hledany kli¢ nebo neni jasné, Ze v tabulce nenf

B nepotfebujeme seznamy a ukazatele, misto nich se po&ita sekvence pozic
v tabulce, které maji byt prozkoumdny (tzv. sondovani)
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Oteviena adresace - vyhledavani

m haZovaci funkce je typu h: U x {0,1,...,m —1} = {0,1,...,m — 1}

m pro kazdy kli¢ potfebujeme posloupnost (h(k,0),h(k,1),...h(k,m — 1)),
kterd je permutaci posloupnosti (0,1,...,m — 1)

m ka?d4 pozice tabulky obsahuje bud kli¢, anebo hodnotu NIL

m pfi hledani klice k

proménna i je rovna poradovému &islu testu, inicidlni hodnota ¢ je 0
vypotitdme hodnotu h(k, ) a testujeme obsah pozice h(k,1)

kdyZ pozice h(k,?) obsahuje kli¢ k, vyhledavani je Gisp&sné

kdy? pozice h(k,i) obsahuje hodnotu NIL, vyhledavéni je nelisp&sné
(tabulka neobsahuje kli¢ k)

kdyZ pozice h(k,:) obsahuje neprdzdnou hodnotu riiznou od k, tak

zvy$ime poradové &islo testu a vypolitdme novou pozici v tabulce jako

funkci k a pofadového ¢&isla testu a kli¢ hleddme pomoci této nové
hasovaci funkce
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HaZovani

7 ’

Oteviena adresace - vkladani

m analogicky jako p¥i vyhledavani najdeme volnou pozici v tabulce

m vkladani skon&i tsp&chem kdyZ je nalezena volna pozice, na kterou se kli¢
vlozi

m kdyZ polet testll dosdahne m, tak vkladani kon&i nelsp&chem
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Oteviena adresace - odstranéni klice

m vyhleddme kli¢ k v tabulce, necht se nalézd na pozici j

®m miZe nastat situace, Ze po odstranéni kli¢e k budeme v tabulce vyhleddvat
kli¢ k', ktery je v tabulce uloZen) a v prib&hu jeho vyhleddvani budeme
zkoumat i pozici j

m kdyZ bychom na pozici j vloZili hodnotu NiL, tak bychom p¥i ndsledném
vyhledavani klice k' dostali nespravny vysledek

feseni
® misto hodnoty NIL pouZijeme specidlni hodnotu DELETED
m operace INSERT povaZuje pozici s hodnotou DELETED za prazdnou

m operace SEARCH povaZuje pozici s hodnotou DELETED za obsazenou, ale
obsahujici jinou hodnotu neZ hledany kli¢
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Oteviena adresace - vypocet sekvence sond

nejcastéji se pouzivaji k vypoltu sekvence sond t¥i techniky
m linedrni adresace (linear probing)
m kvadratickd adresace (quadratic probing)

m dvojité hasovani (double hashing)
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HaZovani

Oteviena adresace - linearni

vyuZzivd pomocnou haovaci funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1}

h(k,i) = (h'(k) +4) mod m

m pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T'[h/(k)], pak pozice
TW (k) +1], ..., T[m — 1] a pak zase od T'[0] az k T'[h/(k) — 1]

m problémem je tzv. primarni shlukovani, které miZe vyrazné zvysit sloZitost
operaci
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Oteviena adresace - kvadraticka

vyuZzivd pomocnou haovaci funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1} a pomocné
konstanty ¢y, co # 0

h(k,i) = (B (k) 4 c1i + cpi%) mod m

m pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T'[h/(k)], déle pak pozice
posunuta o offset zavisly kvadratickym zplsobem na pofadi sondy

m kvadraticka adresace je obvykle lepsi neZ linedrni
m problémem je vhodny vybé&r konstant ¢; a c2 a velikosti tabulky m
m kdyZ dva kli¢e jsou primarné zahasovdny na stejnou pozici protoZe

R/ (k1) = h'(kz), tak maji stejnou celou posloupnost sond - tzv. sekunddrni
shlukovani
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Oteviena adresace - dvojité hasovani

vyuZivd dvé pomocné hasovaci funkce hq, hs

h(k,i) = (hy(k) + iha(k)) mod m

m pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T'[h(k)], ndsledujici pozice je
posunuta o offset ha(k) mod m

m hodnota ha(k) musi byt nesoudg&lna s velikosti hasovaci tabulky m, aby byla
prohleddna celd tabulka

m vhodnou volbou je vzit m jako mocninu 2 a navrhnout hy tak, Ze vysledkem
bude vzZdy liché &islo, nebo

m zvolit m jako prvodislo a navrhnout hs tak, Ze vysledkem bude vzdy kladné
¢islo < m

m dvojité hagovani je lepdi ne? kvadratické, protoZe generuje ©(m?)
posloupnosti sond misto ©(m) jako kvadraticka adresace
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Oteviena adresace - sloZitost

Véta 10

Pro haSovaci tabulku s otevFenou adresaci s faktorem naplnéni oo = n/m < 1 je
ocekavany pocet sond pki netispésném hledani nejvyse 1/(1 — «) a to za
predpokladu uniformniho haSovani.

Véta 11
Pro hasovaci tabulku s otevienou adresaci s faktorem naplnéni « = n/m < 1 je
olekdvany polet sond pfi lsp&sném hledani nejvySe L In - a to za predpokladu

uniformniho hasovani.

uniformni haSovani je takové, Ze kazdy kli¢ m3 jako posloupnost sond se stejnou
pravd&podobnosti libovolnou z m! permutaci (0,1,...,m — 1)
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HaZovani

7

Kukat&i hasovani (Cuckoo hashing)

m pro hadovani se pouZivaji dvé tabulky velkosti m a dvé hasovaci funkce
hi,hy : U — {O,l,...m—l}

m kazdy kli¢ k je zaha%ovany bud na pozici iy (k) v prvni tabulce, anebo na
pozici ha(k) v druhé tabulce

m hledani klice ma konstantni sloZitost, protoZe sta&i otestovat dv& pozice
m odstranéni klice ma konstantni sloZitost, analogicky jako jeho hledanf{
m pfi vkladani nového klice k se pouZije hladova strategie: nejdfive se

pokusime vloZit kli¢ k na pozici hi(k)

m kdy? je pozice hi(k)obsazena, tak kli¢ y ulozeny na pozici hy (k) pFesuneme
do druhé tabulky na jeho alternativni pozici ha(y)

m proces opakujeme a pfepindme se mezi tabulkami dokud nenajdeme volnou
pozici, anebo se proces zacykli

R. Pagh, F. Rodler: Cuckoo hashing. Journal of Algorithms 51 (2004) 122 - 144
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Dokonalé hasovani (Perfect hashing)

m hadovani, které ma konstantni sloZitost i v nejhor§im p¥ipadé
m predpokladem je statickd mnoZina kli¢h

m vyuZiva dvé drovn& hasovani

prvni droven
v podstaté stejnd, jako zfetézené hasovani

druha aroven

m misto seznami pouZijeme sekunddrni haSovaci tabulky S; s asociovanou
haSovaci funkci h;, pficemz vhodnym vybérem miZeme zajistit, aby na druhé
trovni nebyly Zadné kolize

m velikost m; tabulky S; je kvadraticka vici potu kli¢h zahaSovanych na
pozici j

m haSovaci funkce na prvni drovni se vybird z univerzalni mnoZiny haSovacich
funkei Hyppm, na druhé drovni z univerzalni mnoZiny Hp,

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Prizkum grafii a grafovd souvislost

Grafové algoritmy

i Prizkum grafii a grafova souvislost
m Prizkum do $itky
m Prizkum do hloubky
m Topologické usporadani
m Siln& souvislé komponenty
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Graf a jeho reprezentace

m graf G = (V, E)
e orientovany / neorientovany
e ohodnocené hrany / vrcholy
e jednoduché / ndsobné hrany

B reprezentace grafi
e seznam nasledniki
e matice sousednosti

m sloZitost grafovych algoritmi je funkei po&tu vrchold a hran

m pouZzivame zjednodu3enou notaci, napt. O(V + E)
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Matice sousednosti

1 2 3 4 1 2 3 4

0 9 110110 0 e 110110
' 211 010 ' 20 00O
31101 30100

9 o 4/0 01 0 e e 4/0 01 0

® matice A = (a;;) rozméri [V| x |V, kde

_J1  pokud (i,j) € E
i = 0 jinak
m prostorovd sloZitost: ©(V?)
m vhodné pro husté grafy
m Zasova sloZitost vypisu viech sousedii vrcholu u je ©(V)
m Zasova sloZitost ové&feni zda (u,v) € E je O(1)
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Seznam nasledniku

m pole Adj velikosti |V/|
m prostorovi sloZitost: O(V + E)
m vhodné pro ¥idké grafy

m Casovd sloZitost vypisu vech sousedl vrcholu u je O(deg(u))
(deg(u) je stupefi vrcholu w)

m Casovd sloZitost ovéfeni zda (u,v) € E je O(deg(u))

varianta pouZit misto pole hadovaci tabulku, zfetézené hasovani nahradit
otevienou adresaci
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Srovnani

matice seznam haSovaci
sousednosti nasledniki tabulka
test {u,v} € £ o(1) ow) o)
test (u,v) € E o) ow) o(1)
seznam sousedt vrcholu v o) O(1 +deg(v)) | O(1 + deg(v))
seznam hran o(V?) O(V+E) O(V+E)
pridani hrany o@1) o) o1)*
odstran&ni hrany o) ow) o)*

*

olekdvana sloZitost
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum grafu

Everything on earth can be found, if only you do not let yourself be put off
searching. Philemon of Syracuse (ca. 360 BC-264 BC)

m pro dany graf G a vrchol s grafu je cilem
e navitivit vdechny vrcholy grafu dosaZitelné z vrcholu s, resp.
e navstivit vdechny vrcholy grafu

m priizkum realizovat maximalné efektivng, tj. se sloZitosti O(V + E)
(vyhnout se opakovanym ndvstévam )

® jaké dalsi informace o grafu zjistime v prib&hu prizkumu???
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Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Theseus si pred bludistém uvaZe jeden konec nité& na strom a vsoupi dovnitF.

V prvnim vrcholu (k¥iZovatce) si vybere jednu moZnou cestu / hranu a projde po
ni do dalsiho vrcholu. Aby Theseus nemél zmatek v tom, které hrany uZ prosel,
tak si vSechny hrany, které prochazi oznaluje kfidou — a to na obou koncich.

V kaZdém vrcholu, do kterého Theseus dorazi, provede nasledujici:

m Pokud na zemi najde poloZenou nit, tak vi, Ze uZ ve vrcholu byl a Ze se do
né&j p¥i namotdvani nité& zase vrati. OdloZi tedy dalsi prozkoumavani tohoto
vrcholu na pozdé&ji, provede Eelem vzad a zaéne namotdvat nit na klubko. To

ho dovede zpatky do predchoziho vrcholu.

m Pokud na zemi Z3dnou nit nenajde, tak se vydd prvni moZnou neproglou
hranou. Pokud by takova hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkouman.
V tom piipadé Theseus neztrdci ¢as a zalne namotavat nit na klubko. Tim se
dostane zpatky do pFedchoziho vrcholu.

Timto postupem prozkoumd celé bludisté a nakonec se vrati do vychoziho
vrcholu.®

6Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
YR
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

implementace
k¥ida proménna oznalujici jestli jsme hranu prosli

klubko poloZena nit vyznatuje cestu z vychoziho do aktuélniho vrcholu, cestu si
pamatujeme jako posloupnost vrcholl na této cesté. Pro uloZeni cesty
pouZijeme zdsobnik. Odmotadvani nité odpovida pfidani vrcholu do zdsobnika.
Namotdvani nité p¥i ndvratu zpét odpovida odebrani vrcholu ze zasobniku.

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Tento priichod (prohledani grafu) si miZeme pFedstavit tak, Ze se do vychoziho
vrcholu postavi miliarda trpasliki a vsichni nardz za¢nou prohledavat graf. KdyZ se
cesta rozdéli, tak se rozdéli i dav Fitici se hranou. PFedpokladame, Ze vSechny
hrany jsou stejné dlouhé. Graf prozkoumadvame ,,po vindch"”. V prvni viné se
vSichni trpaslici dostanou do vrcholl, dokterych vede z vychoziho vrcholu hrana.
V druhé viné se dostanou do vrcholii, které jsou ve vzdalenosti 2 od vychoziho
vrcholu. Podobné v k-té viné se vsichni trpaslici dostanou do vrcholii ve
vzdalenosti k od vychoziho vrcholu. Kviili témto vinam se nékdy priichodu do
Sitky Fika algoritmus viny. *

implementace

V potitadi viny nasimulujeme tak, Ze p¥i vstupu do nového vrcholu uloZime
v8echny s nim sousedici vrcholy do fronty. Frontu prib&Zn& zpracovavame.

7Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Prizkum grafu do Sitky a do hloubky

prizkum grafu do Sitky vs do hloubky se lii pouze pouZitim fronty a zasobniku

NE
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Prizkum do Sitky - strategie

cilem je prozkoumat vSechny vrcholy dosaZitelné z daného inicidlniho vrcholu s

m postupujeme od inicidlniho vrcholu s po vrstvach

m nejd¥ive prozkoumdame vSechny vrcholy dosaZitelné z s po 1 hrané
m pak v8echny vrcholy dosaZitelné po 2 hrandch, po 3 hrandch atd.

® pro manipulaci s vrcholy pouZivdme prioritni frontu @

m v € Q pravé kdy? byl dosaZen (objeven) ale jest& nebyl prozkouman
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum do Sirky - priklad

A S B A S B
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1 0 @
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1B002 Algoritmy a datové struktury |



Prizkum do Sifky - atributy vrcholu

v.color

m v prib&hu vypottu je vrchol postupné& objeven (je zafazen do fronty) a
prozkouman (vZechny sousedici vrcholy jsou objeveny)

m vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu a byl
jiz prozkouman

m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JiZ objeven, ale nebyl jesté€ prozkouman

m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

V.

m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

m délka (pocet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven
(= délka nejkratsi cesty z s do v )
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do 3itky

Prizkum do Sitky - implementace

BFS(G, 5)

1 foreach v € V'\ {s}

2 do u.color < white; wu.d < oo; u.w < Nil od
3 s.color < gray; s.d <+ 0; s.m< Nil

4 Q0

5 Enqueue(Q, s)

¢ while Q # 0 do

7 u + Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.color = white
10 then v.color < gray
11 v.d < u.d+1
12 VT U
13 Enqueue(Q,v) fi
14 u.color < black od
15 od
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BFS - kompaktni verze

BFS(G, s)

1 foreach v € V' \ {s}
2 do u.d <+ oo od
3 s.d<+ 0

4 Q0

5 Enqueue(Q, s)

6 while Q # 0 do

7 u < Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.d =00
10 then v.d < u.d+1
11 Enqueue(Q,v) fi
12 od
13 od
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..
BFS - slozitost

m operace vloZeni a odstran&ni vrcholu z fronty maji konstantni sloZitost, kazdy
vrchol je ve front& maximalng jednou; celkové O(V)

m seznam naslednik(i kaZdého vrcholu se prochazi maximalné jednou; prizkum
hrany ma konstantni sloZitost; celkové O(E)

m inicializace m3 sloZitost © (V')
m celkovi sloZitost BFS je O(V + E)
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

BFS a nejkratsi cesty v neohodnoceném grafu

Nejkratsi cesta v neohodnoceném grafu

Délka nejkratsi cesty z s do v, zna&ime d(s,v), je definovdna jako minimalni pocet
hran na cesté z s do v. KdyZ neexistuje 24dnd cesta z s do v, tak d(s,v) = co.

Nejkratsi cestou z s do v je kazdd cesta z s do v kterd ma d(s,v) hran.
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do 3itky

BFS a nejkrats$i cesty v neohodnoceném grafu

Véta 12

Necht G = (V,E) je graf a s € V jeho vrchol, na které aplikujeme algoritmus
BFS. Pak po ukonéeni vypoctu pro kaZdy vrchol v € V plati

v.d = 0(s,v)

dokaZeme indukci podle hodnoty v.d
vrchol s ma s.d = 0 a nejkratsi cesta z s do s ma nula hran

predpokladejme, Ze pro v8echny vrcholy s hodnotou v.d < k je v.d délka
nejkratsi cesty do v

potfebujeme ukdzat indukéni krok a to je, Ze kaZzdy vrchol v sv.d =k +1
leZi ve vzdalenosti K+ 1 od s
B pokud ne, tak existuje krat3i cesta z s do v a necht (w,v) je posledni
hrana na tého cest&
Bwd<k
B potom se ale mé&l algoritmus p¥i zpracovavani vrcholu w podivat na hranu
(w,v) a nastavit hodnotu v.d na w.d + 1
B wd+1<k—+1, spor
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

BFS strom a nejkrats$i cesty

m algoritmus BF'S definuje ptes atributy m graf pfedchidci
m formaln&: pro graf G = (V, E) a inicidlni vrchol s je graf p¥edchidci
Gr = (Vir, E;) definovany predpisem
Ve ={veV|vrm#Nil}U({s}
E, ={(vm,v)|veV\{s}}
m graf predchidci se nazyvd BFS strom

m BFS strom je kostrou grafu

m pro kaZdy vrchol v € V. obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v, kterd je
soucasné nejkratsi cestou z s do v

Ty, o

graf a jeho dva riizné BFS stromy
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BFS a graf s ohodnocenymi hranami

namisto fronty pouZzijeme prioritni frontu

do fronty vkladame dvojici (vrchol; délka hrany, po které by objeven)
prioritou je délka hrany
z fronty vybirdme vZdy nejkratsi hranu

BFS strom je nejlevné&jsi kostrou grafu
Prim{v algoritmus

vrcholu ve front& aktualizujeme hodnotu v.d pokazdé, kdyZ je po n&jaké
hrané objeven

prioritou je hodnota v.d

BFS strom je strom nejkratSich cest z s do ostatnich vrcholt grafu
Dijkstriv algoritmus

podrobnosti o obou algoritmech pozdé&ji
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Aplikace a algoritmy vyuzivajici BFS

m Peer to Peer Networks

m Crawlers in Search Engines

m Social Networking Websites - hleddni osob ve vzdilenosti nejvice k
m GPS navigaéni systémy

m broadcasting

m garbage collection

m Fordiv Fulkersontiv algoritmus pro hleddni maximalniho toku v siti

m testovani bipartitnosti
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Bipartitni grafy

Definice 13
Neorientovany graf se nazyva bipartitni pravé kdyZ se jeho mnoZina vrcholi da

v s

rozdélit na dvé disjunktni mnoZiny tak, Ze Zadné dva vrcholy patfici do stejné
mnoZiny nejsou spojeny hranou.

alternativni formulace: vrcholy grafu je mozné obarvit dvéma riznymi barvami tak,
Ze kaZzdé dva vrcholy spojené hranou maji rliznou barvu

aplikace: vytvareni dvojic, rozvrhu, . ..
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Testovani bipartitnosti vyuzitim BFS

Bipartitni graf neobsahuje cyklus liché délky.

m zvolime libovolny vrchol grafu jako inicidlni vrchol s
m BFS priizkum z vrcholu s definuje vrstvy Lo, Ly, Lo, . ..
m do vrstvy L, patfi vrcholy, jejichZ vzddlenost od s je i (t.j. v.d = i)

zadné dva vrcholy patfici do stejné vrstvy nejsou spojeny hranou
m obarveni vrcholl je uréené vrstvami: vrcholy jejichZ vzdélenost od s je suda
(licha) maji modrou (&ervenou) barvu
m korektnost obarveni plyne z pfedpokladu o neexistenci hrany mezi vrcholy ze
stejné vrstvy

existuji dva vrcholy spojeny hranou a patfici do stejné vrstvy
m necht u,v jsou vrcholy takové, %e u,v € L; a {u,v} € E
m necht y je nejmensi spole¢ny p¥edchiidce vrcholli u a v v BFS stromu
m cesta z y do w, hrana {u,v} a cesta z v do y tvoFi cyklus, jehoz délka je licha
(protoZe cesta z y do u a cesta z v do y maji stejnou délku)

m graf neni bipartitni
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prazkum grafu do hloubky- motivace

©—0O - ]

pofadi, v némZ BFS zkoumd vrcholy, netvoFi souvislou cestu v grafu
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Formulace problému

m priizkum do %i¥ky a stejn& tak i priizkum do hloubky je mozné pouzit bud
k prozkoumani té &asti grafu, ktera je dosaZitelnd z inicidlniho vrcholu, anebo
k prozkoumani celého grafu

m prizkum se da aplikovat na orientované i neorientované grafy

m prezentace prizkumu do hloubky pfedpoklada, Ze
e vstupem je orientovany graf a
e cilem je prozkoumat cely graf
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Prizkum do hloubky - strategie

na zacatku vypoltu a vZzdy po dokon&eni priizkumu vybereme jeden z dosud
neprozkoumanych vrcholil a zvolime ho za novy inicialni vrchol
oznac inicialni vrchol jako objeveny

vyber neprozkoumanou hranu (u,v), kterd vychazi z naposledy objeveného
vrcholu u, a kdyZ jeji koncovy vrchol v jesté nebyl prozkouman, tak ho oznac
jako objeveny

kdyZ v8echny hrany vychazejici z naposledy objeveného vrcholu u byly
prozkoumdny, tak ukon&i priizkum vrcholu u a pokraduj vrcholem, ze kterého
byl vrchol u objeven

prizkum koné&i kdyZ jsou prozkoumdny vechny vrcholy dosaZitelné
z inicidlniho vrcholu

pro manipulaci s vrcholy pouZivdme zdsobnik
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Priizkum grafii a grafovd souvislost

Prazkum grafu do hloubky - p¥iklad

21,24

22,23

W0—0©
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Prizkum do hloubky - atributy vrcholu

v.color
m vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu a byl
JiZ prozkouman, tj. byly prozkoumany v8echny hrany vychazejici z vrcholu
m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JjiZ objeven, ale nebyl jest& prozkouman
m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

V.
m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d
m Casova znacka, kterd zaznamendva €as prvni navitévy vrcholu
(discovery time)

v.f
m Casovd znalka, kterd zaznamendvd ¢as ukonéeni prizkumu vrcholu
(finishing time)



Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do hloubky

Prizkum do hloubky - implementace
DFS(G)

1 foreach u € V do u.color < white; wu.w < Nil od
2 time < 0

s foreach u € V do

4 if u.color = white then DFs_VIsSIT(G, u) fi od

DFS_Visit(G, u)

1 time < time + 1

2 u.d < time

3 wu.color < gray

4 foreach v € Adj[u] do

5  if v.color = white then v.7m < u

6 DFs_VisIT(G,v) fi od
7 u.color < black

8 time < time + 1

9 u.f < time
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..
DFS - sloZitost

m oba cykly v. DFS maji sloZitost (V)

m DFS_VISIT se pro kazdy vrchol grafu vold jednou, protoZe bezprostfedné po
zavoldni dostdva vrchol Sedivou barvu

m kazda hrana se v cyklu procedury DF'S_VISIT prozkouma pravé jednou;
ostatni operace maji konstantni sloZitost

m celkovd sloZitost DFS je O(V + E)
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do hloubky

Prizkum do hloubky - iterativni implementace

DFS_lterative_Visit(G, u)

18«0

2 S.push(u)

3 time < time + 1; u.d < time
4 u.color < gray

5 while S # () do

6 u + S.pop()
7 if existuje hrana (u,v) takovd, ze v.color = white
8 then S.push(u)
9 S.push(v)
10 v.color < gray
11 VT U
12 time < time + 1; v.d < time
13 else u.color < black
14 time < time + 1; u.f < time fi od
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS strom

m analogicky jako u BFS definuji atributy .7 graf pfedchiidci

m protoZe prohledavame cely graf, ktery nemusi byt nutn& souvisly, graf
predchiidci je DFS les, ktery se skldda z DFS stromi

G, =(V,E;)

E.={(vm,v)|veVavm+#Nil}
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

Casové znacky, které DFS pfifadi vrcholim grafu, obsahuji informace o struktute
grafu a DFS stromi

m pro kazdy vrchol u plati u.d < u.f

m s kazdym vrcholem u je asociovany interval [u.d, u. f]

Casové znacky uréuji usporadani vrcholl

preoder uspofadani podle znatky .d (discovery time) v rostoucim poradf
postorder uspofadani podle znatky .f (finishing time) v rostoucim potadi
reverse postorder uspo¥adani podle znakky .f (finishing time) v klesajicim potadi
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

podminky spravného uzavorkovani
pro kaZdé dva vrcholy u, v plati pravé jedna z podminek

m intervaly [u.d,u.f] a [v.d,v.f] jsou disjunktni
u neni naslednikem v v DFS stromu a symetricky
v neni naslednikem u v DFS stromu

m interval [u.d, u.f] je cely obsaZen v intervalu [v.d, v. f]
u je naslednikem v v DFS stromu

m interval [v.d, v.f] je cely obsaZen v intervalu [u.d, u. f]
v je naslednikem u v DFS stromu
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

m vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u v DFS stromu grafu G pravé kdyz

ud <vd<v.f<u.f

m vlastnost bilé cesty
v DFS stromu grafu G je vrchol v naslednikem vrcholu u pravé kdyZ v &ase
u.d existuje cesta z u do v obsahujici jenom bilé vrcholy
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DFS - klasifikace hran

stromova hrana (tree edge) je hrana (u,v) obsaZenad v DFS lese
p¥i prazkumu hrany je vrchol v bily
u.d <vd<v.f<u.f

zpétna hrana (back edge) je hrana (u,v) kterd spojuje vrchol u s jeho
pfedchidcem v v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v Sedivy
vd <ud<uf<of

dopfedna hrana ( forward edge) je hrana (u,v), kterd nepat¥i do DFS stromu a
kterd spojuje vrchol u s jeho naslednikem v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v &erny
ud<vd<ovf<uf

pFicna hrana (cross edge) viechny ostatni hrany
p¥i prazkumu hrany je vrchol v &erny
vd <v.f <ud<u.f

vdechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud stromové anebo zpétné



Prizkum grafii a grafovd souvislost

Casové znatky a klasifikace hran - p¥iklad

12345678 9101112131415 16
(s (z (v (& @) y)(w w)z) s)(t (v v)(uu)t)

stromové hrany jsou zvyraznéné, zp&tné hrany jsou oznaleny pismenem B,
dopfedné pismenem F a p¥i¢né pismenem C
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Aplikace a algoritmy vyuzivajici DFS

topologické usporadani
komponenty souvislosti
artikulace a mosty
testovani planarity
hledani cesty v bludisti

generovani bludisté
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Topologické usporadani vrcholl grafu

Topologické uspofadani vrchold v orientovaném acyklickém grafu je takové

otislovani vrcholii &isly 1 az n (n je potet vrcholil grafu), Ze kazda hrana vede
z vrcholu s niZ&im &islem do vrcholu s vy$8im Cislem.

N ——
ot
OO g OO GG (©
(© ® A<B<C<D<E<F<G
aplikace: modelovani procest, které jsou ¢aste¢n& usporadané

problém
® existuje v daném grafu topologické uspo¥adani?
m kdyZ ano, tak nalezeni takového uspo¥adani
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Topologické usporadani - podminky
Lema 14
Orientovany graf G md topologické usporadani pravé kdyZ je acyklicky.
Diikaz
= z definice
<« dlkaz indukci k poétu vrcholi grafu
m tvrzeni plati pron =1

m v orientovaném grafu G s n > 1 vrcholy najdi vrchol v, do kterého
nevstupuje Z3dnd hrana (kdyby takovy neexistoval, tak bychom mohli
z libovolného vrcholu jit donekone&na , pozpatku™ a nasli bychom cyklus)

m G — v je acyklicky (odstranéni vrcholu nemiiZe zpisobit vznik cyklu)
m z induk&niho pfedpokladu G — v ma topologické usporadani
m topologické uspofadani pro G ma na prvnim misté v nasledované

usporadanim pro G — v
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Topologické usporadani - naivni algoritmus

Topological _Sort_Visit(G)

X Y A L v~

n <+ |V]|

for i =1 to n do
v < libovolny vrchol, do kterého nevstupuje zadna hrana
S[i] + v
odstran z G vrchol v a vSechny jeho hrany

od

return S[1...n|

m algoritmus pro acyklicky graf

m nalezeni vrcholu do kterého nevstupuje Zadnd hrana ma sloZitost 777

celkova sloZitost algoritmu je 777

existuje efektivngjsi algoritmus (idedIn& s linedrni sloZitosti)???

symetricky se dd postupovat podle vrcholi z nichZ nevychazi Zadna hrana

1B002 Algoritmy a datové struktury | Jaro 2018 334 / 390



Acyklicky graf - testovani

Lema 15

Orientovany graf G je acyklicky pravé kdyZ DFS prizkum grafu neozna&i Zadnou
hranu jako zpétnou.

Dikaz

= zpétnd hrana (u,v) spojuje vrchol u s jeho pfedchidcem v v DFS stromu, tj.
uzavird cyklus

P

m necht v grafu existuje cyklus ¢, necht v je prvni vrchol cyklu ¢ navitiveny
p¥i DFS prizkumu grafu a necht (u,v) je hrana cyklu ¢

m v Case v.d vrcholy cesty ¢ tvofi bilou cestu z v do w co implikuje, Ze u je
naslednikem v v DFS stromu

m (u,v) je zp&tna hrana
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Topologické usporadani - algoritmus

aplikuj DFS na G

kdyZ prizkum ozna&i né&kterou hranu jako zpétnou, tak graf nema
topologické usporadani

v opaéném p¥ipad& vypi§ vrcholy v uspofadani reverse postorder, tj. podle
znatky . f (finishing time) v klesajicim po¥adi
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Korektnost

potfebujeme dokazat, Ze pro libovolnou dvojici vrcholl u, v plati

jestlize G obsahuje hranu (u,v), tak u.f > v.f

jaké jsou barvy vrchold u a v p¥i prizkumu hrany (u,v)?
m u je Sedivy
v je
Sedivy nemUZe nastat, protoZe (u,v) by v takovém p¥ipad& byla zp&tnou
hranou a graf by nebyl acyklicky
bily v takovém p¥ipadé je (u,v) stromova hrana, v je naslednikem « v DFS
stromu a u.d < vd <v.f <u.f

cerny v takovém pf¥ipadé je priizkum vrcholu v ukonéeny a prizkum vrcholu
u jeSt& neni ukon&eny a proto v.f < u.f
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Souvislost v orientovaném grafu

orientovany graf G = (V, E)

m vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u, zna&ime u ~~ v, pravé kdyz v G
existuje orientovand cesta z u do v

m Reach(u) je mnoZina v8ech vrchold dosaZitelnych z u

m vrcholy u a v jsou silné dosazitelné (strongly connected) pravé kdy? u je
dosazitelny z v a soufasné v je dosaZitelny z u

m silnd dosaZitelnost - relace ekvivalence

m silné souvisld komponenta grafu je tfida ekvivalence relace silné
dosazitelnosti, tj. maximalni mnoZzina vrcholti C C V takova, Ze pro kazdé
u,v € C plati u ~» v a soulasné v ~~ u

m graf nazyvame siln& souvisly pravé kdyZ ma jedinou silné souvislou
komponentu

problém

najit v8echny siln& souvislé komponenty grafu
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Souvislost v neorientovaném grafu

® v neorientovaném grafu jsou pojmy dosaZitelnosti a silné dosaZitelnost totozné
m pro hleddni silné souvislé komponenty grafu miZeme pouZit BFS nebo DFS
m jednotlivé DFS (BFS) stromy koresponduji s komponentami souvislosti

m sloZitost O(V + E)
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Silné souvislé komponenty v orientovaném grafu

vypocet silné souvislé komponenty obsahujici dany vrchol u

m najdi mnoZinu Reach(u) vsech vrcholl dosaZitelnych z « aplikaci
DFS_VIsIT(G, u)
m najdi mnoZinu Reach™!(u) véech vrcholli, ze kterych je dosazitelny u

m pro vypotet Reach™!(u) vyuZijeme transponovany graf® rev(G), na ktery
aplikujeme DFS_VisiT(rev(G), u)
m siln& souvisld komponenta obsahujici u je priinikem Reach(u) N Reach™ (u)

m Casovd sloZitost vypottu je O(V + E)

8transponovany graf rev(G) = (V,rev(E)) je graf G s obracenou orientaci hran,
rev(E) = {(z,y) | (y,z) € E}
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Silné souvislé komponenty v orientovaném grafu

vypocet vSech silné souvislych komponent grafu

m miZeme zabalit popsany postup (podobné jako je DFS_VISIT(G, u)
zabalené do DF'S)

m v nejhorsim p¥ipadé m3 graf |V| komponent souvislosti a detekce kazdé
z nich m3 &asovou sloZitost O(E)

m celkovd Easova sloZitost vypottu je O(V - 1)

B existuje efektivngjsi algoritmus, optimalné s linedrni &asovou sloZitosti 777

m motivace: v ¢ase O(V + E) dokdZeme rozhodnout, zda v3echny siln& souvislé
komponenty grafu jsou jednoduché (obsahuji pouze jeden vrchol)
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Komponentovy graf

m komponentovy graf (aka graf siln& souvislych komponent) je orientovany graf,
ktery vznikne kontrakci kazdé silné souvislé komponenty grafu do jednoho
vrcholu a kontrakci paralelnich hran do jedné hrany, zna&ime sce(G)

m scc(G) je orientovany acyklicky graf
m vrcholy sce(G) miZeme topologicky usporadat
m listova komponenta == list grafu scc(G)

m kotenova komponenta == ko¥en grafu scc(G)

m plati rev(sce(G)) = sce(rev(G))
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Ptiklad

kofenova komponenta A
listové komponenty D, CF, GHIJK
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Komponentovy graf

m listova komponenta grafu = list grafu scc(G)

m z kazdého vrcholu u listové komponenty C jsou dosaZitelné vSechny vrcholy
C, tj. DFS prizkum z u navstivi v8echny vrcholy z C'

m naopak, z vrcholu u neni dosaZitelny Zadny vrchol nepatfici do C (C je listova
komponenta!!), tj . DFS prizkum z u navitivi pouze viechny vrcholy z C

B na tomto pozorovani mizZeme postavit algoritmus pro detekci komponent

Strong_Components(G)

1 count < 0

2 while G neni prézdny do

3 count < count + 1

v < libovolny vrchol z listové komponenty

C' < ONE_COMPONENT (v, count)

odstrain z grafu G vrcholy z C a hrany vstupujici do C' od

(SN S

potfebujeme (efektivn&) najit vrchol pat¥ici listové komponenté

1B002 Algoritmy a datové struktury | Jaro 2018 344 / 390



Komponentovy graf

v

m potiebujeme (efektivng) najit vrchol pattici listové komponentg

N

m umime (efektivn&) najit vrchol pat¥ici kofenové komponentg

Véta 16
Virchol s nejvyssi Easovou znackou . f leZi v koFenové komponenté.

N

Dukaz tvrzeni je dlsledkem ndsledujiciho obecnéjsiho tvrzeni
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P NSRRI OVERETVE S Silné souvislé komponenty

Komponentovy graf

Véta 17

Necht C, a C5 jsou siln& souvislé komponenty takové, Ze z Cy vede hrana do Cs.
Potom nejvétsi hodnota .f v komponenté& C je vétsi neZ nejvétsi hodnota . f
v komponenté Cs.

Diikaz
mohou nastat dva p¥ipady

® v prvnim p¥ipadé navstivi DFS komponentu C5 jako prvni; pak ale DFS

zlstane v komponenté Cs dokud ji celou neprozkouma, teprve pak se dostane
do Cl

m v druhém p¥ipadé navétivi DFS komponentu C; jako prvni; necht v je vrchol,
ktery byl v Cy navstiven jako prvni; DFS opusti vrchol v, aZ kdyZ prozkouma
v8echny vrcholy, které jsou z v dosaZitelné a které dosud nebyly navstiveny;

proto nejprve projde celou komponentu Cy a pad se teprve naposledy vrati
do v
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Algoritmus pro detekci silné souvislych komponent
v linearnim case

m Robert Tarjan, 1972
m Harold Gabow, 2000
m Rao Kosaraju, 1978; Micha Sharir, 1981

m vrcholy grafu uspofadej v obrdceném postorder pofadi, tj. podle znakky . f
v klesajicim poradi
m proved DFS priizkum z vrcholii v daném poradi

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Kosaraju_Sharir(G)
1 foreach u € V do u.color < white od
2 foreach u € V do if u.color = white then PusH_DFS(G, u) fi od
3 foreach u € V do u.color <+ white od

4 count <+ 0
5 while S # () do

6 u < S.pop()
7 if u.color = white then count < count + 1
8 LABEL_ONE_DFS(Rev(G), u, count) fi od

Push_DFS(G, u)

1 u.color < gray
2 foreach v € Adj[u] do
s if v.color = white then PusH_DFS(G, v) fi od
4 u.color < black; S.push(u)
Label DFS(G, u, count)
1 u.color < gray
2 foreach v € Adj[u] do
s if v.color = white then LABEL_DFS(G, v, count) fi od
4 u.color < black; wu.label < count
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Nejkratsi cesty

Grafové algoritmy

i€ Nejkratsi cesty
m Algoritmus Bellmana a Forda
m Acyklické grafy
m Dijkstriv algoritmus
m Linedrni nerovnice
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Nejkratsf cesty

Cesta v grafu

cesta v grafu G = (V, E) je posloupnost vrchold p = (vg,v1,...,vx) takova, Ze
(vi—1,v;) € Eproi=1,...,k

jednoducha cesta je cesta, kterd neobsahuje dva stejné vrcholy

cesta | jednoduchd cesta |

. . | path | simple path |
terminologie
| walk | path |
| sled | cesta |
p = (vg,v1,...,Vk) je cestou z vrcholu u do vrcholu v pravé kdyz vog = u a v = v

v je dosaZitelny z u, u ~> v
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Délka cesty
graf G = (V, E), vdhovd funkce (ohodnoceni, délka hran) w: E — R

délka cesty p = (vg,v1,...,vg) je soulet délek hran cesty
d f
€
= wviog, )
i=1

délka nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v je definovana predpisem

5(u, v) def | min{w(p) | u %> v} existuje cesta z u do v
u,v) = i
00 jinak

nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v je libovolna cesta p z u do v pro kterou
w(p) = 6(u,v)
pro neohodnocené grafy se délka cesty definuje jako polet hran cesty
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Nejkratsf cesty

Varianty problému nejkratsi cesty

nejkratsi cesty z daného vrcholu do vsech vrcholii
single source shortest path, SSSP
tato prednaska

nejkratsi cesty ze vSech vrcholii do daného vrcholu
pro neorientované grafy totozné s SSSP
pro orientované grafy redukce na SSSP zmé&nou orientace hran

nejkratsi cesta mezi danou dvojici vrcholii specidlni p¥ipad SSSP, nejsou
zndmy asymptoticky rychlejsi algoritmy neZ pro SSSP
tato prednaska

nejkratsi cesty mezi viemi dvojicemi vrcholt
¥eSeni opakovanou aplikaci algoritmu pro SSSP
existuji efektivn&jsi algoritmy
ADS Il

nejdelsi, nejsirsi, nejspolehlivéjsi .. . cesty
viz literatura
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Nejkratsi cesty

Algoritmy pro SSSP

orientované grafy

neohodnoceny graf
prizkum do 3itky, BFS

acyklicky graf
priizkum do hloubky
tato prednaska

graf s nezapornym ohodnocenim hran
Dijkstriv algoritmus a jiné
tato prednaska

obecny graf
algoritmus Bellmana Forda a jiné
tato prednaska
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Nejkratsf cesty

Algoritmy pro SSSP

neorientované grafy

neohodnoceny graf
m prizkum do 3itky, BFS

graf s nezapornym ohodnocenim hran

® hranu nahradime dvojici orientovany hran a pfevedeme na (lohu
v orientovaném grafu

obecny graf

® nahrazenim hrany se zdpornym ohodnocenim dvojici orientovanych hran
vznikne cyklus zaporné délky

m pokud plvodni graf obsahuje hrany zaporné délky, ale Zadny cyklus zaporné
délky, Ize takovou ulohu p¥evést na hledani nejlevnéjsiho perfektniho parovani

m kdyZ obsahuje cyklus zaporné délky, problém je NP-téZky a umime ho Fesit
pouze algoritmy exponencidlni sloZitosti

m viz literatura
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Nejkratsf cesty

Nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

graf neobsahuje hrany zaporné délky

jestlize mezi dvojici vrcholli existuje cesta,
tak mezi nima existuje takova nejkratsi cesta, ktera je jednoducha

necht p je nejkratdi cesta, kterd nenf jednoduchi, tj. obsahuje cyklus

m cyklus nemizZe mit zdpornou délku (spor s pFedpokladem neexistence hran
zdporné délky)

m cyklus nemiZe mit kladnou délku (spor s pFedpokladem, Ze cesta je nejkratsi)

m cyklus ma nulovou délku - cyklus miZeme z cesty vypustit a dostaneme
jednoduchou nejkratsi cestu
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Nejkratsf cesty

Nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

graf obsahuje hrany zaporné délky
O———©
2 5
G s

N A

e @

m cyklus (b,c,d,b) ma délku -2
B jestlize n&jakd cesta z = do y obsahuje cyklus zaporné délky, tak Zadna cesta
z x do y nemiiZe byt nejkrat3i cestou, §(z,y) = —o0

v pFipadég, Ze graf obsahuje hrany se zapornou délkou, problém nejkratsi cesty je
formulovany jako

1. rozhodni, zda graf obsahuje cyklus zaporné délky
2. kdyZ ne, tak najdi nejkratsi (jednoduché) cesty
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Nejkratsf cesty

Struktura nejkratsich cest

Lemma 18
KaZda podcesta nejkratsi cesty je nejkratsi cestou.

m necht p je nejkratdi cesta z u do v

m predpokléddejme, Ze existuje krat3i cesta z z do y, w(p},) < w(pay)

’

m zkonstruujeme novou cestu p’ = u Puz o By Y 2y
w(p’) = W(puz) + w(p;cy) + w(pyv)
< w(pua:) + w(pwy) + w(pyv)
= w(p)

co? je spor s predpokladem, Ze p je nejkrat$i cesta z u do v
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Reprezentace nejkratsich cest

strom nejkratSich cest

pozor na rozdil mezi stromem nejkratsich cest a nejlevné&jsi kostrou grafu
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Nejkratsf cesty

Reprezentace stromu nejkratSich cest z vrcholu s

atribut vzdalenost distance, v.d
e inicidlni nastaveni v.d = o0
e hodnota v.d se v prib&hu vypoltu sniZuje
e hodnota v.d je hornim odhadem délky nejkrat3i cesty, v.d > §(s,v)
e na konci vypottu je v.d = d(s,v)
atribut pfedchidce parent, v.7
e inicidlni nastaveni v.m = Nil
e vrchol v.7 je pfedchlidcem vrcholu v na cesté z s do v délky v.d
e na konci vypoltu je v.m predchlidce vrcholu v na nejkratsi cesté z s do v,
resp. v.m = Nil kdyZ neexistuje cesta z s do v
graf pfedchidci G, = (V),, E,) je definovany hodnotami .7

Vp={veV]vr#Ni}U{s}

Ep ={(vmv)[veV,\{s}}

strom nejkrat3ich cest na konci vypottu je G, stromem nejkratsich cest
e s je kofen stromu, V, je mnoZina vrcholl dosaZitelnych z vrcholu s
e pro kazdy vrchol v € V,, (jedind) cesta z s do v v G}, je nejkrat3i cestou
zsdovv @G



Nejkratsf cesty

Relaxace

m technika, kterou vyuZivaji algoritmy pro hledani nejkratSich cest
m relaxaci hrany (u,v) rozumime test, zda je moZné zkonstruovat krat3i cestu
do v tak, Ze projedeme pfes vrchol u

m kdy? aktudlng zndm3 cesta do vrcholu u prodlouZend o hranu (u,v) je kratsi
neZ aktudln& zndmd cesta do v (u.d + w(u,v) < v.d), tak jsme nasli novou -
krat$i cestu do v a podle toho aktualizujeme hodnoty v.d a v.7
(v.d + ud+w(u,v) avT—u)

u v
3 3
@———w0 O———O®
HRELAX HRELAX
@—0 O——O
m hranu (u,v) nazyvdme napjatou pravé kdyz u.d + w(u,v) < v.d
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\EEEERESAN  Genericky SSSP algoritmus.

Genericky SSSP algoritmus
Init_SSSP(G, s)
1 foreach v € V do v.d + oo; v.w + Nil od
2 s.d<+0
Relax(u, v, w)
1 v.d + u.d + w(u,v)
2 VT U
Generic_SSSP(G, w, s)
1 INIT_SSSP (G, s)

2 S+ s

s while S # () do

4 vyber u z S

5 foreach hranu (u,v) € F do
6 if v.d > u.d+ w(u,v)

7 then RELAX (u, v, w)

8 S« SU{v} fi od
9 od
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Korektnost generického SSSP algoritmu

m pro kaZdy vrchol v plati, e hodnota v.d je bud oo, anebo je rovna délce
n&jaké cesty z s do v
dikaz indukci na pocet relaxaci

m kdy? graf neobsahuje cyklus zaporné délky, tak hodnota v.d je bud oo, anebo
je rovna délce néjaké jednoduché cesty z s do v
dikaz viz diskuse nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

disledek: genericky algoritmus pro graf bez zapornych cykli skonéi,
protoZe v grafu existuje jenom koneény pocet jednoduchych cest

m kdyZ zadnd hrana grafu neni napjatd, tak hodnota v.d je rovna délce cesty
§—= s D UVTT VT U

m kdyZ Zadnd hrana grafu neni napjatd, tak cesta s — -+ 2> v.r.wr > v.T =V
je nejkratsi cestou z s do v
diikaz indukci na pocet relaxaci

diisledek: kdyz vypocet generického algoritmu skonéi, tak G, je strom
nejkratsich cest
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Slozitost generického SSSP algoritmu

zavisi od toho

m jakou datovou strukturu pouZijeme pro reprezentaci mnoziny S obsahujici
vrcholy uréené k prozkoumani
(tj. vrcholy, u kterych byla zmé&n&na hodnota .d)

® v jakém potadi budeme prozkoumdvat vrcholy z mnoziny S
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\EIIEERCEYAY  Algoritmus Bellmana a Forda

Bellmaniiv - Forduv algoritmus

Bellman-Ford(G, w, s)

INIT_SSSP(G, s)
fori=1to |V|—1do

foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX(u, v, w) fi

od
od
foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u,v) then return FALSE fi

od
return TRUE

© 0 XD G AN L v~

~
S

optimalizace: vypolet miiZeme ukoncit, jestliZe v iteraci for cyklu v Fadcich 2 - 6
nebyla nalezena Z3dnd napjatd hrana
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Nejkratsi cesty

b 8 d b 8 d b 8 d
R — ) ®
! 3 y 3 ; 3
a O\Z -8 a \2 -8 a 2 -8
5 5\.
° R — S ® @
c 2 e c 2 e c 2 e
(@) (b) (c)
b 8
2 p graf G p

vypocet algoritmu BELLMAN-FORD, hleddme nejkratsi cesty z vrcholu a

v kazdé iteraci cyklu 2 - 6 relaxujeme hrany v potadi (¢, e), (d,e), (b,d), (c,d),
(b,¢), (a,c), (a,b)

barevné jsou vyznaceny hrany grafu predchidci G,
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Korektnost 1

Lema 19

KdyZ graf G neobsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak po |V| — 1
iteracich cyklu 3 - 5 pro vsechny vrcholy v plati

v.d = §(s,v).

m necht v je dosaZitelny z s a necht p = (vg, v1,...,vx) je nejkratdi jednoduchd
cestaz sdowv (vo =8, v =v)

m protoZe cesta p neobsahuje cyklus, ma nanejvys |V|—1 hran, tj. K < |[V]| -1
m v kazdé iteraci cyklu se relaxuji viechny hrany grafu, specidlné

e v prvni iterace se relaxuje hrana (vg, v1)

e v druhé iteraci se relaxuje hrana (vy,vs)
e ...

e v k-té iteraci se relaxuje hrana (vi_1,vg)

m indukci ov&Fime, Ze po i-té iteraci plati v;.d = d(s, v;)
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Korektnost 2

Lema 20

KdyZ graf G neobsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak algoritmus vrati
hodnotu TRUE.

m po ukon&eni vypottu plati pro kazdou hranu (u,v) € E

vd = §(s,v)

INA
==
=
£
+
=3
RS
<

= wd+w(u,v)

m 73dnd hrana neni napjata a test na ¥adku 8 nevrati hodnotu FALSE
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\EIIEERCEYAY  Algoritmus Bellmana a Forda

Korektnost 3

Lema 21

Kdyz graf G obsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak algoritmus vrati
hodnotu FALSE.

m necht ¢ = (vg,v1,...,V), vo = vk je cyklus zdporné délky dosaZitelny z s,
E
> iz w(vi—1,v;) <0
m predpoklddejme, Ze algoritmus vrati hodnotu TRUE, tj. pro kazdou hranu
cyklu plati v;.d < wv;_1.d + ’LU(’Ui_l, Ui)
® sumaci pfes vSechny vrcholy cyklu

k k k
Z SZ vi—1.d + w(v;— 1avz))*Zvi—l-d+zw(vi—lvvi)
i—1 i=1 i=1 i=1
m kaZdy vrchol se vyskytuje pravé& jednou v sou&tech Zle v;_1.d a Zle v;.d
[
k k k
Z’Ui_l.dizvi.d - OSZ 1}1 1,’[}2
i=1 i=1 i=1

m spor s predpokladem o délce cyklu ¢
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Slozitost

sloZitost algoritmu Bellmana a Forda
m inicializace m3 sloZitost O(V)
m relaxace hrany ma konstantni sloZitost
m cyklus 3 - 5 m3 sloZitost O(F); poket jeho opakovani je V — 1

m celkovi sloZitost je O(V E)
jiny zapis: O(mn), kde n je potet vrcholii a m je pocet hran grafu

existuje efektivng&jsi fedeni?
ne lehce najdeme graf a takové potadi relaxace jeho hran, pro které je nutnych
V —1 iteraci

7?7 otazka vhodného potadi relaxace hran
ano vhodné potadi hran dokdzeme uréit pro specidlni typy graft

e acyklické grafy
e grafy bez zdpornych hran
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Nejkratsf cesty

Nejkratsi cesty v orientovaném acyklickém grafu

m optimalné poradi relaxace hran v Bellmanové - Fordové algoritmu je takové,
e vzdy relaxujeme hranu (u, v) pro kterou u.d = 6(s,u)

m pro obecny graf urdit pofadi relaxaci tak, aby byla dodrzena uvedend
podminka, miZe byt stejné& ndro&né jako vypocist nejkratsi cesty

m specidlné pro acyklické grafy se toto po¥adi da vypoéist jednoduse:
pozadovanou vlastnost ma topologické uspotadani vrcholl grafu

/.\‘\

@ 5 —>(—© ; O, E

A<B<C<D<E<F<G
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\ENREVERESWAN  Acyklické grafy

Nejkratsi cesty v orientovaném acyklickém grafu

1 najdi topologické usporadani vrcholu grafu G
2 INIT_SSSP(G, s)

s foreach vrchol u v topologickém usporadani do
4 foreach (u,v) € E do

5 if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX(u, v, w) fi
6 od
7 od

m Casovd slozitost O(V + E)

m topologické uspofadani garantuje, Ze hrany kaZdé cesty jsou relaxované
v poradi, v jakém se vyskytuji na cesté
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Dijkstriv algoritmus

m pro reprezentaci mnoziny vrchol( uréenych k prozkoumani vyuZiva prioritni
frontu, kde priorita vrcholu v je uréena hodnotou v.d

m Dijkstriv algoritmus miZeme nahliZet i jako efektivni implementaci
prohledavani grafu do $itky, na rozdil od BFS neukldadame vrcholy, které maji
byt prozkoumané, do fronty, ale do prioritni fronty

m Yesi problém SSSP pro grafy s nezapornym ohodnocenim hran

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Dijkstriv algoritmus

Dijkstra(G, w, s)
1 INIT_SSSP(G, s)

2 S« 0

3 Q+V

4 while Q # () do

5 u < EXTRACT_MIN(Q)

6 S+ SuU{u}

7 foreach (u,v) € E do

8 if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX(u, v, w) fi
9 od

10 od

m algoritmus udrZuje dv& mnoZiny
S vrcholy, pro které je jiz vypoltena délka nejkratsi cesty
Q prioritni fronta, @ =V \ S
m algoritmus vybird vrchol u € @ s nejmensi hodnotou u.d a relaxuje hrany
vychdzejici z u
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Nejkratsf cesty

Dijkstrav algoritmus - pftiklad

10

vrcholy se pfidavaji do mnoZiny S v potadi s,y, 2,
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Korektnost

Lema 22 (Invariant cyklu while)

Na zalatku iterace while cyklu plati v.d = (s, v) pro vsechny vrcholy v € S.

Inicializace na za&itku S = () a tvrzeni plati trividlng&

Ukonéeni na konci Q =0, tj. S =V a v.d =d(s,v) pro viechny v € V

Iterace pot¥ebujeme prokazat, Ze kdyZ u p¥esuneme do S, tak u.d = §(u.s)
m kdy? u neni dosaZitelny z s tak tvrzeni plati protoZe u.d = §(s,u) = 0o
m v opa&ném p¥ipad& necht p je nejkratsi cesta z s do u; cestu p mizeme

dekomponovat na dvé cesty s Bor— Y 3 4 tak, Ye bezprostredné pred
za¥azenim u do S v8echny vrcholy cesty p; pattido S ay & S

mzxeS=ad=40d(szx)
m p¥i za¥azeni x do S byla relaxovana hrana (z,y)) a s £ 2 — y je nejkrats(
cesta do y = y.d = 4(s,y)
® hrany maji nezdpornou délku = d(s,y) < 0(s,u)
m v dané iteraci jsme vybrali vrchol © = u.d < y.d
m spojenim dostdvame u.d < y.d = §(s,y) < I(s,u) = u.d < (s, u)
YYD



Nejkratsf cesty

Slozitost Dijkstrova algoritmu

(V') operaci INSERT (do fronty p¥idd novy objekt)
(V') operaci EXTRACT_MIN (z fronty odstrani objekt s minimalnim klitem)
(E) operaci DECREASE_KEY (objektu ve front& snizi hodnotu klite)

ORONO)

sloZitost algoritmu zavisi od zptisobu implementace prioritni fronty Q)

pole sloZitost O(V -V + E-1) = O(V?)
INSERT m3 sloZitost O(1)
EXTRACT_MIN ma3 sloZitost (V)
DECREASE_KEY ma3 sloZitost ©(1)

binarni halda sloZitost ©(V' logV + ElogV)
INSERT md sloZitost ©(log V)
EXTRACT_-MIN m3 sloZitost O(log V')
DECREASE_KEY m3 sloZitost ©(log V)

Fibonacciho halda sloZitost ©(V logV + E)
INSERT m4 sloZitost O(1)
EXTRACT_-MIN mj sloZitost O (log V)
DECREASE_KEY m3 sloZitost ©(1)
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Nejkratsi cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 1

m vypolet ukon&ime kdyZ vrchol ¢ odebereme z prioritni fronty
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Nejkratsf cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 2 - dvousmérné hledani (bidirectional search)

m souasné spoustime (doptedny) vypolet Dijkstrova algoritmu z vrcholu s a
(zpétny) vypotet z vrcholu t, vidy jednu iteraci kazdého vypottu

m dopredny vypocet pouZzivd frontu @)y a pfitazuje vrcholdm hodnoty .dy a .7y,
zpétny frontu @Qp a p¥ifazuje hodnoty .dy a .m

m vypotet ukon&ime kdyZ n&jaky vrchol w je odstranén z obou front Q; a @y

m po ukonéeni najdeme vrchol & s minimalni hodnotou x.dy + x.dp
(pozor, nemusi to byt vrchol w)

m vyuZitim atributl .m; a .7, najdeme nejkrat3i cestu z s do x a nejkratsi cestu
z = do t; jejich spojenim dostaneme nejkrat$i cestu z s do ¢
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Nejkratsf cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 3 - heuristika A*

m pokud bychom dovedli spolehlivé zjistit, Ze nejkratsi cesta z s do t nepovede
pres vrchol v, mohli bychom zpracovani vrcholu v a hran s nim incidentnich
pFeskolit = pracovali bychom s mensi grafem, a tedy rychleji

m jestlize dva vrcholy jsou stejn& daleko od s, chceme p¥i prizkumu preferovat
ten, ktery je blize k cilovému vrcholu ¢

m pro odhad preferenci pouZivime ohodnoceni vrcholi — potencial A : V' — R

m Dijkstriv algoritmus s heuristikou se od klasického lidi v tom, Ze p¥i vybé&ru

v

m jak volit potencial a pro¢ miZe urychlit vypoclet?
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Nejkratsf cesty

Heuristika A* - pFipustny potencial

Potencidl je pripustny pravé kdyZ pro kazdou hranu (u,v) € E spliiuje podminku
h(u) < w(u,v) + h(v)

a pro vrchol ¢ plati h(t) =

m pro libovolnou cestu p = (vg = u,vy,...,v =t) z u do t a p¥ipustny
potencial plati

k—1
w(p) = Zw(vi,viﬂ)
=0
> h( 0) h( 1) —l-h(Ul) —]’L(Ug)—F...—l—h(’Uk_l) —h(’l}k)
= h(u) = h(t) = h(u)

t.j. potencial vrcholu u je dolnim odhadem délky cesty z u do t
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Nejkratsf cesty

Heuristika A* - tprava ohodnoceni grafu pomoci
potencialu

m vytvorime nové ohodnoceni grafu w’ : E — R, které definujeme jako
w'(u, v) = w(u,v) — h(u) + h(v)

m kdyZ h je pFipustny potencidl, tak pro nové ohodnoceni grafu a pro kazdou
hranu grafu plati
w'(u,v) >0

t.j. pro vypolet nejkratSich cest mizeme pouZit Dijkstriv algoritmus
m nové ohodnoceni w’ nemé&ni nejkratsi cesty, protoZe pro kazdou cestu p z s do

t plati
w'(p) = w(p) + h(t) — h(s)

a potencialovy rozdil medzi s a t je pro vSechny cesty z s do ¢ stejny
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Nejkratsf cesty

Heuristika A* - tprava ohodnoceni grafu pomoci
potencialu

m aby hodnoty h mély pFiznivy vliv na rychlost vypottu, méli by hodnoty h(v)
byt dolnim odhadem vzdalenosti z vrcholu v do cilového vrcholu ¢; &im je
odhad presnéjsi, tim je vypocet rychlejsi

m Dijkstriv algoritmus s heuristikou se od klasického lisi v tom, Ze p¥i vybé&ru

m za predpokladu, Ze ohodnoceni vrcholl h spliiuje pro viechny hrany (z,vy)

grafu podminku w(z,y) > h(x) — h(y), Dijkstriv algoritmus s heuristikou je
korektnf{

diikaz probihd analogicky jako pro Dijkstriv algoritmus
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Dijkstrav algoritmus a obecné grafy

graf se zaporné ohodnocenymi hranami ale bez cykli zaporné délky
m algoritmus najde korektni FeSeni
(po kazdé zmén& hodnoty wu.d vratime vrchol u do fronty)
m sloZitost vypoltu miZe byt aZ exponencidlni viici velikosti grafu
m v praxi nékdy rychlejsi nez algoritmus Bellmana a Forda

graf s cykly zaporné délky

m vypoclet algoritmu neni konecny
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Uloha linearniho programovani
pro danou m x n matici A a vektory b = (by,...,by) a c=(c1,...,c,) najit

vektor x = (x1,...,2,) € R™, ktery optimalizuje hodnotu d&elové funkce
>, cix; p¥i spInéni ohraniteni Az < b

priklad
minimalizovat —2x1 — 319 — 3
p¥i spln&ni ohraniceni —x1— 22 —x3 <3

3r1 +4xs — 223 <10
2:171 — 41‘2 <2
dry —x9o+23 <0
T1,T2,T3 >0
pFipustné ¥eseni (0, 0, 0)
optimalni ¥eseni (0, 5, 5)
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Nejkratsf cesty

Uloha linearniho programovani

vyznam

e mnoho problémi dokdZeme vyjadFit jako dlohu linedrniho programovanf{
(napF. problém nejkratsi cesty)
e pro YeSeni t&chto problém( potom staéi pouZit algoritmus pro ¥feSeni tlohy

linedrniho programovani °

algoritmicka sloZitost

e existuji polynomialni algoritmy pro ¥eSeni tlohy linedrniho programovani

e pro Fedeni specidlnich p¥ipadl ulohy linedrniho programovani existuji
mnohem rychlej$i algoritmy

e problém linedrnich ohrani&eni je p¥ikladem takovéto specialni dlohy

e ukdZeme postup zaloZeny na SSSP

9viz kurz IA101 Algoritmika pro t&%ké problémy
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Nejkratsf cesty

Problém linearnich nerovnic

m je dand mnoZina nerovnic tvaru x; — x; < b, kde
x jsou proménné, 1 <, 4,5 <n
b jsou konstanty, 1 <k <m
m lkolem je najit takové hodnoty proménnych x, které spliiuji v8echny
nerovnice (tzv. p¥ipustné Yedeni; v p¥ipadg, Ze neexistuje 24dné pFipustné
FeSeni, tak vystupem je FALSE

pf¥iklad
Xr1 — X9 S 5
X1 — I3 S 6
Xo — X4 S -1
T3 — T4 S -2
Ty — X1 S -3
pFipustné ¥eseni x = (0, —4, —5, —3)

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Graf linearnich nerovnic

ohodnoceny, orientovany graf G = (V, E)

mV={vg,v1,...,0n}
(jeden vrchol pro kaZdou proménnou plus vrchol vg)
B E = {(v;,v;) | x; —x; < by je nerovnica }U
U{(vo, v1), (vo,v2), ..., (vo,vn)}
® w(vg,v;) = 0 pro viechny j
B w(v;,v;) = by kdyz z; — x; < by

1 — T2 §5
1 — T3 SG
To—xy < —1
x3—xy <=2
T4 — X1 §—3
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Nejkrat3i cesty Linedrni nerovnice

Nejkratsi cesty v grafu linearnich nerovnic
Véta 23

Pro dany systém linedrnich nerovnic a k nému odpovidajici graf linedrnich
nerovnic G = (V, E) plati:

kdyZ G nema cyklus zaporné délky, tak

x = (6(vg, v1),0(vo, v2), - - -, (vo, V)
je pFipustnym FeSenim systému nerovnic;
kdyZ G ma cyklus zaporné délky, tak systém nema Zadné pFipustné reseni.
z neexistence cyklu zaporné délky plyne

O(vo,vj) < (vo,v;) + w(vi,v5)

po dosazenf{

z; < wp+by
Tj — T4 S bk
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Nejkrat3i cesty Linedrni nerovnice

Nejkratsi cesty v grafu linearnich nerovnic
Véta 24
Pro dany systém linedrnich nerovnic a k nému odpovidajici graf linedarnich
nerovnic G = (V, E) plati:
kdyZ G ma cyklus zaporné délky, tak systém nemd Zadné pFipustné reseni.

necht ¢ = (vy,va,...,v;), kde v1 = vy, je cyklus zadporné délky
hrany cyklu ¢ odpovidaji nerovnostem

w(vy, v2)

T2 —x1 <
xg —x2 < w(ve,vs)

Ty —Tp—1 < w(Vg—1,Vk)

pFipustné YeSeni x musi spliiovat vSechny tyto nerovnosti
po setteni viech nerovnosti dostaneme 0 < w(c), coZ je spor s predpokladem
o zaporné délce cyklu ¢
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Nejkratsf cesty

Algoritmus pro problém linearnich nerovnic

vytvof graf linedrnich nerovnic

e n + 1 vrchold
e m -+ n hran
e tasova slozitost O(m + n)

najdi nejkratsi cesty z vrcholu vg algoritmem Bellmana a Forda
e asova slozitost O((n + 1)(m +n)) = O(n? + nm)

kdyZ algoritmus vrati hodnotu FALSE, tak problém linedrnich nerovnic nema
pFipustné YeSeni kdyZ algoritmus vrati hodnotu TRUE, tak p¥ipustnym
fesenim je T = (5(1]0) Ul)v 6(”0, v?)) EEEE 6(1}07 'Un))
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