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Př́ıklady problémů teorie č́ısel

problém prvoč́ıselných dvojčat – rozhodnout, zda existuje
nekonečně mnoho prvoč́ısel p takových, že i p + 2 je prvoč́ıslo,

problém existence lichého dokonalého č́ısla – tj. č́ısla jehož
součet dělitel̊u je roven dvojnásobku tohoto č́ısla

Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda každé sudé č́ıslo věťśı
než 2 je možno psát jako součet dvou prvoč́ısel),

velká Fermatova věta (Fermat’s Last Theorem) – rozhodnout,
zda existuj́ı p̌rirozená č́ısla n, x , y , z tak, že n > 2 a plat́ı
xn + yn = zn; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vy̌rešil Andrew Wiles v roce 1995.
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diofantické rovnice

Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosná past 3 maj́ı za
úkol zlikvidovat bombu pomoćı 4 galonů vody, p̌ričemž k dispozici
maj́ı pouze nádoby na 3, resp. 5 galonů.

Maj́ı tedy vy̌rešit nad celými č́ısly rovnici

3k + 5` = 4.

To asi zvládneme – nap̌r. tak, že si všimneme, že 5` muśı dávat po
děleńı 3 zbytek 1. Je tedy ` = 2 + 3t pro jakékoliv celé t (protože
je p̌ri poč́ıtáńı ”až na násobky ťŕı”pětka totéž co dvojka a ta je
sama sobě inverzńım prvkem).
Dosazeńım spočteme 3(k + 5t) = −6 a tedy volba t dá řešeńı

(k , `) = (−2− 5t, 2 + 3t).

Uḿıme to pro jakékoliv koeficienty? Jak by to dopadlo ťreba pro
2k + 4` = 3?
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Definice

Řekneme, že celé č́ıslo a děĺı celé č́ıslo b (neboli č́ıslo b je dělitelné
č́ıslem a, též b je násobek a), právě když existuje celé č́ıslo c tak,
že plat́ı a · c = b. Ṕı̌seme pak a | b.

a | b ∧ b | c =⇒ a | c
a | b ∧ a | c =⇒ a | b + c ∧ a | b − c

c 6= 0 =⇒ (a | b ⇐⇒ ac | bc)

a | b ∧ b > 0 =⇒ a ≤ b
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Př́ıklad

Zjistěte, pro která p̌rirozená č́ısla n je č́ıslo n2 + 1 dělitelné č́ıslem
n + 1.
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Děleńı se zbytkem

Věta (o děleńı celých č́ısel se zbytkem)

Pro libovolně zvolená č́ısla a ∈ Z, m ∈ N existuj́ı jednoznačně
určená č́ısla q ∈ Z, r ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} tak, že a = qm + r .
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Př́ıklad

Dokažte, že jsou-li zbytky po děleńı č́ısel a, b ∈ Z č́ıslem m ∈ N
jedna, je jedna i zbytek po děleńı č́ısla ab č́ıslem m.
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Nejvěťśı společný dělitel (gcd)

Jedńım z nejdůležitěǰśıch nástroj̊u výpočetńı teorie č́ısel je výpočet
nejvěťśıho společného dělitele. Protože jde, jak si ukážeme,
o relativně rychlou proceduru, je i v moderńıch algoritmech velmi
často využ́ıvána.

Definice

Mějme celá č́ısla a1, a2. Libovolné celé č́ıslo m takové, že m | a1,
m | a2 (resp. a1 | m, a2 | m) se nazývá společný dělitel (resp.
společný násobek) č́ısel a1, a2. Společný dělitel (resp. násobek)
m ≥ 0 č́ısel a1, a2, který je dělitelný libovolným společným
dělitelem (resp. děĺı libovolný společný násobek) č́ısel a1, a2, se
nazývá nejvěťśı společný dělitel (resp. nejmenš́ı společný násobek)
č́ısel a1, a2 a znač́ı se (a1, a2) (resp. [a1, a2]).
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Poznámka

Př́ımo z definice plyne, že pro libovolné a, b ∈ Z plat́ı
(a, b) = (b, a), [a, b] = [b, a], (a, 1) = 1, [a, 1] = |a|, (a, 0) = |a|,
[a, 0] = 0.

Poznámka

Analogicky se definuje i nejvěťśı společný dělitel a nejmenš́ı
společný násobek v́ıce než dvou celých č́ısel a snadno se následně
dokáže, že plat́ı

(a1, . . . , an) = ((a1, . . . , an−1), an)

[a1, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an]
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Euklidův algoritmus

Věta (Euklidův algoritmus)

Necht’ a1, a2 jsou p̌rirozená č́ısla. Pro každé n ≥ 3, pro které
an−1 6= 0, označme an zbytek po děleńı č́ısla an−2 č́ıslem an−1. Pak
po konečném počtu krok̊u dostaneme ak = 0 a plat́ı
ak−1 = (a1, a2).
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Vlastnosti gcd

Poznámka

Z definice, z p̌redchoźıho tvrzeńı a z toho, že pro libovolná a, b ∈ Z
plat́ı (a, b) = (a,−b) = (−a, b) = (−a,−b), plyne, že existuje
nejvěťśı společný dělitel libovolných dvou celých č́ısel.

Věta (Bezoutova)

Pro libovolná celá č́ısla a1, a2 existuje jejich nejvěťśı společný
dělitel (a1, a2), p̌ritom existuj́ı celá č́ısla k1, k2 tak, že
(a1, a2) = k1a1 + k2a2.
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plat́ı (a, b) = (a,−b) = (−a, b) = (−a,−b), plyne, že existuje
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Nejmenš́ı společný násobek

Věta

Pro libovolná celá č́ısla a1, a2 existuje jejich nejmenš́ı společný
násobek [a1, a2] a plat́ı (a1, a2) · [a1, a2] = |a1 · a2|.
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Nesoudělnost

Definice

Č́ısla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývaj́ı nesoudělná, jestliže plat́ı
(a1, a2, . . . , an) = 1. Č́ısla a1, a2, . . . , an ∈ Z se nazývaj́ı po dvou
nesoudělná, jestliže pro každé i , j takové, že 1 ≤ i < j ≤ n, plat́ı
(ai , aj) = 1.

Poznámka

V p̌ŕıpadě n = 2 oba pojmy splývaj́ı, pro n > 2 plyne
z nesoudělnosti po dvou nesoudělnost, ne však naopak: nap̌ŕıklad
č́ısla 6, 10, 15 jsou nesoudělná, ale nejsou nesoudělná po dvou,
nebot’ dokonce žádná dvojice z nich vybraná nesoudělná neńı:
(6, 10) = 2, (6, 15) = 3, (10, 15) = 5.
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Věta

Pro libovolná p̌rirozená č́ısla a, b, c plat́ı

1 (ac, bc) = (a, b) · c ,

2 jestliže a | bc, (a, b) = 1, pak a | c ,

3 d = (a, b) právě tehdy, když existuj́ı q1, q2 ∈ N tak, že
a = dq1, b = dq2 a (q1, q2) = 1.
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