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MOTIVACE

naudit se néco nového...

An algorithm must be seen to be believed, and the best
way to learn about what an algorithm is all about is to try
it.

— Donald Knuth, The Art of Computer Programming

Algorithms: a common language for nature, human, and
computer. — Avi Wigderson




I will, in fact, claim that the difference between a bad
programmer and a good one is whether he considers his
code or his data structures more important. Bad progra-
mmers worry about the code. Good programmers worry
about data structures and their relationships.

— Linus Torvalds (creator of Linux)

Progress is possible only if we train ourselves to think
about programs without thinking of them as pieces of
executable code. — Edsger W. Dijkstra

Algorithms 4+ Data Structures = Programs.
— Niklaus Wirth
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SloZitost a korektnost algoritmui



SloZitost a korektnost algoritmii

Motivace



PRIKLAD

najdi nejkrat$i cestu pro rozvoz Cerstvé pizzy

ALGORITMUS?77?



feseni 1

vyber pocate¢ni vrchol

v < pocatedni vrchol

while existuje nenavstiveny vrchol do
vyber nenavstiveny vrchol, ktery je nejbliz k v
v < vybrany vrchol od

vrat se do potate&niho vrcholu

return poradi, v némz byly vrcholy navstiveny




feSeni 2
while existuji vrcholy, které nejsou spojeny cestou do
vyber vrcholy, které nejsou spojeny cestou
a jejichz vzddlenost je nejmensi
vybrané vrcholy spoj hranou od
pfidanim hrany vytvof cyklus
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korektni algoritmus
prozkoumej kazdy z n! Hamiltonovskych cykld grafu
vyber nejkratsi cyklus

Fi

e algoritmus je korektni, protoZe provéfi vsechny moznosti

e sloZitost algoritmu je imérnd poltu vSech Hamiltonovskych cykld a
algoritmus je proto nepouZitelny jiZz pro velmi malé grafy

Congratulations,N
i€ only tock you
65298 seconds

e Jolyon.co.uk
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SloZitost a korektnost algoritmui

Analyza slozitosti



SLOZITOST

As soon as an Analytic Engine exists, it will necessarily guide the future
course of the science. Whenever any resul is sought by its aid, the
question will arise - By what course of calculation can these results be
arrived at by the machine in the shortest time?

— Charles Babage, 1864

THE ANALYTICAL ENGINE

(1833)

kolikrat musime zatod&it klikou?
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CASOVA SLOZITOST

Casova sloZitost vypoctu je soulet cen vSech vykonanych operaci

Casova sloZitost algoritmu je funkce délky vstupu
e sloZitost v nejhorsim pfipadé
maximalni délka vypo&tu na vstupu délky n
e sloZitost v nejlepsim prfipadé
minimalni délka vypo&tu na vstupu délky n
e primérnd slozitost

pramér sloZitosti vypoltl na v8ech vstupech délky n

slozitost = ¢asova slozitost v nejhorsim pripadé
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VYHLEDAVANI PRVKU V POSLOUPNOSTI

vstup  posloupnost prvkd A[l...n] a prvek x

vystup index i takovy, Ze A[i] = x, resp. hodnota N, jestlize prvek x
se v posloupnosti nevyskytuje

LINEAR SEARCH(A)

1 answer < N

2 fori=1to ndo

3 if A[i] = x then answer < | fi
4 od

5 return answer
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optimalizace |

BETTER LINEAR SEARCH(A)

~

N W

for i=1to ndo

if A[i] = x then fi
od
return N

prvni vyskyt x ukon&i prohleddvani

kaZzdy prichod cyklem znamena 2 testy: v ¥adku 1 testujeme
nerovnost i < n, v Fadku 2 testujeme rovnost A[i] = x

stadi 1 test?
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optimalizace |l

SENTINEL LINEAR SEARCH(A)

1
2
3

o XD G A

last < A[n]
Aln] + x
i1
while A[i] #x do i<« i+ 1 od
Aln] < last
if i <nVv Aln=x
then return /
else return N fi

prvni vyskyt x ukon&i prohledavani

sentinel (zardzka) pro p¥ipad, Ze pole neobsahuje prvek x
kazdy prichod cyklem znamena 1 test

2 testy na z4vé&r (fadek 6)
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1 answer < N
2 fori=1to ndo
3 ifAll] = x
4 then answer < i fi od
5 return answer
e oznalme t; slozZitost operace na ¥adku i

e operace z ¥adkia 1 a 5 se vykonaji jednou
e Fadek 2 se vykond n + 1 krat, ¥adek 3 se vykond n krat

v

e prifazeni v ¥adku 4 se vykona timérné poétu vyskytl x v poli

Casova sloZitost v nejlepsim ptipadé t; +to-(n+1)+t3-n+ 1ty -0+ ts

Casova slozitost v nejhordim piipadé t1+t-(n+1)+t3-n+ts-n+ts

sloZitost je tvaru ¢ - n+ d, kde ¢ a d jsou konstanty nezdvislé na n

sloZitost je vzhledem k délce vstupu n
17



BETTER LINEAR SEARCH(A)
1 for i =1 to n do if A[i] = x then return / fi od

2 return N
Casova sloZitost v nejhorsim pripadé je linedrnf

Casovd sloZitost v nejlepsim pripadé je konstantnf

SENTINEL LINEAR SEARCH(A)
1 last <— A[n], A[n] < x,i <1
2 while A[i] # x do i < i+ 1 od

3 Aln] < last
4 if i < n Vv A[n] = x then return / else return N fi

e lasovi sloZitost v nejhorsim ptipadé je linedrnf

e lasovd sloZitost v nejlepsim pripadé je konstantnf

rozdil je v konstantnich faktorech
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SloZitost a korektnost algoritmui

Korektnost algoritmii



KOREKTNOST ALGORITMU

vstupni podminka ze v8ech moZnych vstupl pro dany algoritmus
vymezuje ty, pro které je algoritmus definovan

vystupni podminka pro kazdy vstup daného algoritmu spliujici vstupni
podminku uréuje, jak ma vypadat vysledek odpovidajici danému
vstupu

pro kaZdy vstup spliiujici vstupni podminku
vypocet skon&i
pro kazdy vstup, ktery spliiuje vstupni
podminku a vypocet na ném skondi, vystup spliiuje vystupni
podminku
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KOREKTNOST ITERATIVNIHO ALGORITMU

analyzujeme efekt jednotlivych operaci

u vnotenych cykll zaéindme od cyklu nejhlubsi Grovné

pro kazdy cyklus uréime jeho invariant

° je takové tvrzeni, které plati pfed vykondnim a po
vykondni kazdé iterace cyklu

o dokaZeme, Ze invariant cyklu je pravdivy

vyuzitim invariantu
e dokdzeme konecnost vypoctu cyklu
o dokdzeme efekt cyklu
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inicializace invariant je platny pfed za¢atkem vykondvani cyklu

iterace jestlize invariant plati p¥ed iteraci cyklu, zistava v platnosti i po
vykonanf iterace

ukonceni cyklus skon&i a po jeho ukon&eni platny invariant garantuje
pozadovany efekt cyklu
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BETTER LINEAR SEARCH(A)
for i =1 to n do if A[i] = x then return i fi od

return N

Na zacatku kazdé iterace cyklu plati, Ze jestliZze prvek x se nalézd v A,

tak se nalézd v &asti mezi pozicemi i a n.

inicializace Na za&atku je i = 1 a proto tvrzeni plati.

iterace PYedpokladejme platnost tvrzeni na zadatku iterace.
JestliZe iterace nevrati vysledni hodnotu, tak A[i] # x. Proto x musi
byt na nékteré z pozic i + 1 aZ n a invariant zlistava v platnosti i po
ukonieni iterace (tj. pred nasledujici iteraci).
JestliZe iterace vrati hodnotu i, platnost tvrzeni po ukondeni iterace je
zfejma.

ukonéeni Cyklus skon&i bud proto, Ze je nalezena hodnota x anebo
proto, Ze i > n. V obou p¥ipadech z platnosti tvrzeni po ukonceni
iterace cyklu plyne korektnost vypoéitaného vysledku.
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SloZitost a korektnost algoritmii

Razeni vkladanim



PROBLEM RAZENI

vstup posloupnost n &isel (a1, a2,...,an)

vystup permutace (p¥eusporadani) (af, a5, . ..

takovd, ze @) < a), < ... < a),

,ah) vstupni posloupnosti
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ALGRITMUS RAZENI VKLADANIM

(a) (b)

72049 ]1[3] [2]7 7!13
\JJ

(d) (e) (f)
[2[a7]o 3] [1][2]4]7]9 (1[2]3]4]7]9]
UAS)

WUUU)
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INSERT SORT(A)
Vstup: A[l...n]

~

1 for j =2 to A.length do

S VW X R AN L v

key <+ Alj]

// Vloz Alj] do sefazené postupnosti A[l..

i+—j—1

while i > 0 A A[i] > key do
Ali + 1] < A[i]
i—i—1

od

Ali + 1] < key

J—1]
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Na zatdtku kazdé iterace for cyklu obsahuje pole A[l...j — 1] stejné
prvky jako na zalatku vypoltu, ale sefazené od nejmensiho po nejvétsi.

inicializace P¥ed prvni iteraci je j = 2 a tvrzeni plati.

iterace PYedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pred iteraci j, tj. prvky
v A[l...j — 1] jsou sefazeny. Jestlize A[j] < A[j — 1], tak prvky
Alj — 1], Aj — 2], ... se posouvaji o jednu pozici doprava v téle cyklu
se tak dlouho, aZ se najde vhodnd pozice pro prvek A[j] (¥. 5 - 7).
Pole A[1... ] proto na konci iterace cyklu obsahuje stejné prvky jako
na zacatku, ale sefazené. Po navySeni hodnoty j zlistava tvrzeni
v platnosti.

ukonceni Cyklus skon&i kdyz j > A.length = n. ProtoZe v kaZdé iteraci se
hodnota j navySuje o 1, musi platit j = n+ 1. Z platnosti invariantu
cyklu plyne, Ze A[1... n] obsahuje stejné prvky jako na za&atku
vypoltu, ale sefazené.
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Insert Sort(A)

2
3
4
5
6
7

cena
1 for j = 2 to A.length do a
key « A[j] o
i+—j—1 c3
while i >0 A A[i] > key do <

Ali + 1] « Af] s

i+ i—1od C6

Ali + 1] < key od cr

pocet

n—1

n—1

Zjnzz t
Zfzz(tj —1)
Zf:z(tj —1)
n—1

tj oznaCuje pocet opakovani while cyklu pro danou hodnotu j

pocet testll v hlavi¢ce cyklu je o 1 vySsi neZ pocet iteraci cyklu
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slozitost — nejlepsi pripad

Insert Sort(A) cena pocet
1 for j = 2 to A.length do c n
2 key < Alj] [ n—1
3 i+—j—1 c3 n—1
Y while i >0 A A[i] > key do ¢, 2}’:2 i it =1l
5 Ali + 1] < A[f] s doia(ti—1)
6 i< i—1od Co > ia(ti—1)
7 Ali+1] < key od cr n—1

T(n):c1n+C2(n—1)+C3(n—1)+C4th+C5Z(tj—1)
j=2 j=2
-|—C6Z ti—1)4+c(n—1)
—c1n+cz(n—1)+C4(n—1)—|—C4(n— 1)+ c(n—1)
=an+b

linearni sloZitost



slozitost — nejhorsi pripad

Insertion Sort(A)

1 for j = 2 to A.length do

2
3
4
5
6
7

key « A[j]

i—j—1

while / >0 A A[i] > key do
Ali + 1] < A[f]
i+ i—1od

Ali + 1] < key od

T(n)=an+can—1)+ca(n—1)+c

n(n—1)

+ﬁ%< >

=an®*+ bn+c

kvadraticka sloZitost

cena

a
2
a3
Cq
Cs5
Co
Cr7

)+ C6(n(n2— 1)

pocet
n
n—1
n—1
D2t tj=Jj
Zf:z(tj —-1)
Zf:z(tj —-1)
n—1

(n(n; 1) 1)

>+C7(n— 1)



SloZitost a korektnost algoritmui

Asymptoticka notace



ASYMPTOTICKA NOTACE

e asymptotickou notaci vyuZivdme pfi popisu sloZitosti algoritmi
e umoZiuje abstrahovat od detaili / zdGraznit podstatné

pFiklad
n(n+1
T(n):c1n+cz(n—1)+C3(n—1)+C4((2)—1)
n(n+1 n(n+1
+C5((2))+C6((2))+C7(n_1)
:(%+%+%)n2+(C1+C2+C3+%—%—%—FC?)”
—(etata+tco)
=an’+bn+c
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TYPY NOTACI

o znamend, ze C - g(n) je pro f(n)

o f < Q(g) znamend, ze C - g(n) je dolni hranici pro f(n)

o f c O(g) znameng, ze C; - g(n) je horni hranici pro f(n) a

G, - g(n) je dolni hranici pro f(n)

f,g jsou funkce, f,g: N —- N

C, C1, G jsou konstanty nezdvislé na n

31



O NOTACE

f € O(g) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a c takové, Ze pro
vdechna n > ng plati f(n) < cg(n)

A cg(n)

e zdpis f € O(g) vs zépis f = O(g) (historické divody)

o funkce f neroste asymptoticky rychleji nez funkce g

f(n)

e alternativni definice f € O(g) pravé kdyz I|m sup gl < X

32



o 8n% —88n+ 888 € O(n?)

protoZe 8n° — 88n + 888 < 8n? pro vechna n >

o 8n% —88n+ 888 € O(n)

proto¥e 8n® — 88n + 8 < 1n3 pro véechna n >

e 8n°> —88n+888 & O(n)

protoZe cn < 8n® — 88n+ 888 pro n > ¢
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2 NOTACE

f € Q(g) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a ¢ takové, Ze pro
vdechna n > ng plati f(n) > cg(n)

i) =)

funkce f neroste asymptoticky pomaleji neZ funkce g

34



e 8n%> —88n + 8 € Q(n?) protoZe 8n®> — 88n+ 8 > n? pro n > 13
o 8n? — 88n+8 ¢ Q(n®) protoze 8n* —88n+8 < cn® pro n > &

e 8n% —88n+ 8 € Q(n) protoZe 8n®> —88n+8 > n pro n > 11
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© NOTACE

f € ©(g) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng, c1 a c; takové, Ze pro
vdechna n > ng plati c1g(n) < f(n) < c2g(n)

A cog(n)
f(n)
c1g(n)

funkce f(n) a g(n) rostou stejné rychle

Donald E. Knuth: Big Omicron and big Omega and big Theta.
ACM SIGACT, Volume 8 Issue 2, April-June 1976, pp. 18 - 24.
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e 8n> —88n+8 € O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 8 € O(n?) a soutasné 8n — 88n + 8 € Q(n?)

e 8n%> —88n+8 ¢ O(n3) protoze 8n® — 88n + 8 & Q(n3)

e 8n° —88n+ 8 ¢ ©(n) protoZe 8n*> — 88n+ 8 ¢ O(n)
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chceme dokézat platnost vztahu 3n* — 3n € ©(n?)

e musime najit kladné konstanty c¢1, ¢ a ng takové, Ze

1
c1n2 < §n2 —3n< c2n2
plati pro v8echna n > ng
e po upravé dostavame
1 3
as;——-<o
2 n

e prava nerovnost plati pro kazdé n > 1 jestlize zvolime ¢, > 1/2
e leva nerovnost plati pro kazdé n > 7 jestlize zvolime ¢; < 1/14

e volba ¢c; =1/14, ¢ = 1/2 a ng = 7 dokazuje platnost vztahu
3n* —3n=0(n?)
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ASYMPTOTICKA NOTACE - VLASTNOSTI

tranzitivita

f(n) € ©(g(n)) a g(n) € ©(h(n)) implikuje f(n) € O(h(n))
f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(h(n)) implikuje f(n) € O(h(n))
f(n) € Q(g(n)) a g(n) € Q(h(n)) implikuje f(n) € Q(h(n))

reflexivita f(n) € ©(f(n)) podobné pro O a Q
symetrie f(n) € ©(g(n)) pravé kdyz g(n) € ©(f(n))
transpozice f(n) € O(g(n)) pravé kdyz g(n) € Q(f(n))

poznamka: ne kaZda dvojice funkci je asymptoticky srovnatelna

39



Rozdél a panuj



NAVRH ALGORITMU

ndvod (= algoritmus) , jak konstruovat algoritmy*

osvédlené postupy

e iterativni pfistup

o rekurzivni pfistup (rozdé&l a panuj, divide et impera, divide and
conquer)

e dynamické programovani

e hladové techniky

e heuristiky

e ndhodnostni techniky

e aproximativni techniky

e parametrizované techniky

40



ROZDEL A PANUJ - PRINCIPY

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs — Henry Ford

rozdél (divide) problém na podproblémy, které maji mensi velikost nez

plvodni problém.

vyfe§ (conquer) podproblémy stejnym postupem (. ).
Jestlize velikost podproblému je mald, pouzij pfimé FeSeni.

kombinuj (combine) ¥eSeni podproblémi a vy¥e$ plvodni problém.

41



Rozdél a panuj

Maximalni a minimalni prvek



PROBLEM MAXIMALNIHO A MINIMALNIHO PRVKU

vstupem je pole S[1...n|

MAXMIN ITERATIVE(S)

~

max < S[1]
min < S[1]
for i =2 to ndo
if S[i] > max then max < SJi] fi
if S[i] < min then min < S[i] fi
od

D v AN L

sloZitost vypoltu = polet porovnani prvki
celkem porovnani

42



o posloupnost rozdél na dv& (stejné velké) podposloupnosti

e najdi minimalni a maximalni prvek v obou podposloupnostech

e kombinuj ¥eSeni podproblémi: maximalnim prvek posloupnosti je
vétsi z maximalnich prvki podposloupnosti; symetricky pro
minimalnim prvek

MAXMIN(S, I, r)

1 if r = | then return (S[/], S[r]) fi

2 if r = [+ 1 then return (max(S[/], S[r]), min(S[/], S[r])) fi

3 if r > I+ 1 then (A, B) <~ MAXMIN(S, [, [(I +r)/2])

4 (C,D) <~ MAXMIN(S, [(I+r)/2] +1,r)

5 return (max(A, C), min(B, D)) fi

inicidlni volani MAXMIN(S, 1, n)
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koneénost vypottu plyne z faktu, Ze kazdé rekurzivni voldni se provede

pro posloupnost mensi délky

spravnost vypocitaného vysledku dokdZeme indukci vzhledem k délce
vstupni posloupnosti

n=1n=2 provedou se p¥ikazy v ¥adku 1, resp. v Fadku 2

indukéni predpoklad algoritmus vypodita korektni hodnoty pro viechny
posloupnosti délky nejvyse n —1 (n > 1)

platnost tvrzeni pro n dle indukéniho pfedpokladu jsou ¢&isla A a B
maximdlnim a minimalnim prvkem posloupnosti S[1,..., [(1+ n)/2]],
stejné tak ¢isla C a D jsou maximalnim a minimalnim prvkem
posloupnosti S[|(1+n)/2| +1,...,n]
VEtSi z &isel A, C je pak maximdlnim prvkem posloupnost A[1,...,n] a
mensi z &isel B, D jejim minimem

a4



slozitost algoritmu

o n je velikost (délka) vstupni posloupnosti
e podproblémy maji velikosti |n/2] a [n/2]
e T(n) je potet porovndni ve vypottu na vstupu délky n
T(n) = sloZitost rozdéleni
+ sloZitost FeSeni podproblémii

+ sloZitost kombinace

0+ T7([n/2])+ T([n/2])4+2 pron>2
T(n)=<1 pron=2
0 pron=1
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slozitost algoritmu - explicitni vyjadfeni

T(|n/2])+ T([n/2])+2 pron>2
T(n)=<1 pro n=2
0 pron=1

indukei vzhledem k n ové&¥ime, Ze pro n > 1 plati T(n) < 3n—2
indukéni zaklad T(2)=1<3-2-2

T(3)=0+1+2<3-3-2
indukéni predpoklad nerovnost plati pro vSechny hodnoty i, 2 < i < n
platnost pro n

T(n)=T(|n/2])+ T([n/2]) + vyuZijeme indukéni pFedpoklad

(JJIU'I

/2] =242 (n/21—2+2_§n—2
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MIN1(S,/,r)
minimum < S[I]
fori=/+1tordo
if minimum > S[i] then minimum <« S[i] fi od
return minimum

MiIN2(S, 1, r)

if r = / then return S[r] fi

if r > [ then A« MIN2(S,/,[(/+r)/2])
B < MIN2(S, [(/+r)/2] +1,r)
return min(A, B) fi

MIN3(S, 1, r)
if r =/ then return S[r] fi
if r > [ then A < MIN3(S,/,r —1)

return min(A, S[r]) fi 47



Rozdél a panuj

Slozitost rekurzivnich algoritmua



SLOZITOST REKURZIVNICH ALGORITMU

e necht T(n) je €asovd sloZitost vypottu na vstupu délky n

e sloZitost zapiseme pomoci , ktera vyjadfuje T(n)
pomoci sloZitosti vypoltd na mensich vstupech

e pro maly vstup (n < ¢) je &asova sloZitost ohranitend konstantou

o velky vstup rozdélime na k podproblémi velikosti ny, ..., ny; ¥eseni

podproblému velikosti n; ma €asovou slozitost T(n;)

e necht D(n) je sloZitost konstrukce podproblémi a C(n) je sloZitost
kombinaci YeSeni podproblém( a nalezeni YeSeni plivodniho problému

T(n) = @(kl) ?ro n<c
> iz1 T(nj) +D(n)+ C(n) jinak
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RESENI REKURENTNICH ROVNIC

substitué¢ni metoda ,uhodneme” ¥eSeni a dokdZeme jeho spravnost
matematickou indukci

metoda rekurzivniho stromu konstruujeme strom, jehoZ vrcholy vyjadfuji

slozitost jednotlivych rekurzivnich volani; vyslednou sloZitost
vypoditdme jako sumu ohodnoceni vrcholli stromu

kuchatkova véta (master method) vzorec pro ¥eSeni rekurentni rovnice
tvaru T(n) = aT(n/b)+ f(n)
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SUBSTITUCNI METODA

1. ,,uhodni" FeSeni

2. matematickou indukci dokaz jeho korektnost

priklad
1 pron=1

T(n) = j
2T(|n/2])+ n jinak

1. T(n) € O(nlog n)
2. indukci dokdZeme, Ze T(n) < cnlog n pro dostatetné velké n a
vhodné& zvolenou konstantu ¢
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dokazujeme T(n) < cnlog n pro rovnici

1 pron=1

TV =Y or(lnj2l) 40 jinak

e dosazenim do rovnice zjistime, Ze T(2) =4a T(3) =5
e zvolime konstantu ¢ > 1 tak, aby pro n =2 a n = 3 platilo
T(n) < cnlogn

o dobrd volba je ¢ > 2, protoze plati T(2) < c-2log?2 a soutasn&
plati T(3) < c-3log3
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dokazujeme T(n) < cnlog n pro rovnici

1 pron=1

TV =Y or(laj2l) 40 jinak

e predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna m < n, tj. specidlné pro

m = |n/2| plati T(|n/2]) < c|n/2]log(|n/2])
e vyuZitim indukéniho predpokladu dokaZeme platnost tvrzeni pro n

T(n) <2(c[n/2]log([n/2])) +n
< cnlog(n/2) 4+ n
=cnlogn—cnlog2+n
=cnlogn—cn+n

< cnlogn za predpokladu ¢ > 1

dokdzali jsme, Ze pro vdechna n > 2 plati T(n) < 2nlogn



METODA REKURZIVNIHO STROMU

e ,rozbalovani rekurze"

e prehledny zdpis pomoci stromu, jehoZ vrcholy vyjadfuji sloZitost
jednotlivych rekurzivnich volanfi

e vrchol stromu je ohodnocen sloZitosti dekompozice a kompozice

e synové vrcholu odpovidaji jednotlivym rekurzivnim voldnim

o vyslednou sloZitost vypocitdme jako sumu ohodnoceni vrcholi,

obvykle se¢itdme po jednotlivych drovnich stromu

metodu miiZeme pouZit pro

e nalezeni presného FeZeni (je nutné pfesné potitani)
e pro ziskani odhadu na YeSeni rekurentni rovnice; pro dilkaz ¥eSeni se

pak pouZije substitu¢ni metoda
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T(n) = 1 2 .p?ronzl
3T([n/4]) + cn® jinak

metodu rekurzivniho stromu pouZijeme pro ziskdni odhadu FeSeni,
miZeme proto predpoklddat, Ze n je mocninou 4
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1
- {3T(Ln/4j)+cn2

pron=1

jinak
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Y
3

Y orw ) Ty T) TO) TO) TO) TA) T TQ) ... T() T T(1) > nlogs 3

Total: O(n?)
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kofen ma hloubku 0

vnitini vrchol v hloubce i je oznaten sloitosti c(n/47)?
potet vrcholil s hloubkou 7 je 3/

soutet sloZitosti vrcholli v hloubce i je 3'c(n/47)? = (3/16)/ cn?

list je oznalen sloZitosti 1 (zdklad rekurentni rovnice) a md hloubku
i = log, n (protoze n/4'°&:" = 1)
potet list( je 319847 = plogs 3

sumaci ptes v8echny trovné dostavame

3 3 -
o2l 22 (logy n)—1 2 log, 3
T(n)=cn” + 6" + +(716) cn”+n
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3
16

3
T(n) = cn® + chz

logy n—1 3

ot (2 )'ogw Len? 4 ploga3

< OOE i cn? + n'ogs3
16
i=0

— 2 log, 3
1—@3/16) " "

— EC”2 + nlog43

jako odhad pro substitugni metodu pouzijeme T(n) € O(n?)



KUCHARKOVA VETA (MASTER METHOD)

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je polynomidIni funkce, a necht
T(n) je definovana na nezdpornych &islech rekurentni rovnici

T(n)=aT(n/b)+ f(n) .

Potom plati
O(f(n)) kdyz af(n/b) = cf(n) pro konstantu ¢ < 1
T(n) = < ©(n'oes2) kdyz af(n/b) = df(n) pro konstantu d > 1

O©(f(n)log, n) kdyz af(n/b) = f(n) .
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KUCHARKOVA VETA - ALTERNATIVNI VARIANTA

Necht a>1, b>1a c > 0 jsou konstanty a necht T(n) je definovédna
na nezapornych &islech rekurentni rovnici

T(n)=aT(n/b)+ ©(n) .

Potom plati
O(n°) kdyZz a < b® pFipad 1
T(n) = { ©(n°logn) kdyZ a= b€ pFipad 2
O(n'ogs»2) kdyz a > b° pFipad 3

véta plati i ve variant& pro O a Q
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ptiklady pouziti kuchatkové véty |

e T(n)=4T(n/2)+1 = T(n) € ©(n?)
piipad 3, a=4,b=2,c=0, 4> 20

e T(n)=4T(n/2)+n = T(n) € O(n?)
piipad 3, a=4,b=2,c =1, 4> 2!

e T(n)=4T(n/2)+n*> = T(n) € ©(n’logn)
piipad 2, a=4,b=2,c =2, 4 =2

e T(n)=4T(n/2)+n® = T(n) € O(n?)
piipad 1, a=4,b=2,c=3, 4< 23
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ptiklady pouZiti kuchatkové véty Il

e T(n)=2T(n/2)+1 = T(n) € O(n)
piipad 3, a=2,b=2,c=0, 2> 20

e T(n)=2T(n/2)+n = T(n) € ©(nlogn)
piipad 2, a=2,b=2,c =1, 2=21

e T(n)=2T(n/2)+ n* = T(n) € ©(n?)
piipad 1, a=2,b=2,c =2, 2 < 2?

e T(n)=2T(n/2)+n® = T(n) € O(n)
piipad 1, a=2,b=2,c=3,2< 23
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ptiklady pouziti kuchatkové véty Il

Hanojské véze
T(n)=2T(n—-1)+1
T(n)=2"-1

MergeSort
T(n) <2T(n/2)+ ©(n)
T(n) € ©(nlogn)
nasobeni celych &isel
T(n)=4T(n/2) + O(n)
T(n) € O(n?)
Strassen(v algoritmus pro ndsobeni celych Cisel

T(n) =7T(n/2) + O(n?)
T(n) € O(n'°&27)
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Rozdél a panuj

Jak nepouzivat rekurzi



JAK NEPOUZIVAT REKURZI

chybi zaklad rekurze
BAD_FACTORIAL(n)

return n- BAD_FACTORIAL(n — 1)

AWFUL_FACTORIAL(n)

if n =0 then return 1
else return 13 AWFUL_FACTORIAL(n + 1) fi

BETA(n)
if n =1 then return 1
else return n(n — 1)BETA(n — 2) fi
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Fibonacciho posloupnost Fp =0, Fi =1, F,=F,_1+ Fns

RECF1BO(n)

if n < 2 then return n
else return RECF1BO(n — 1) + RECFI1BO(n — 2) fi

algoritmus RECFIBO ma Casovou zloZitost
TO)=1 TQ)=1, T(n=Tn-1)+T(h—-2)+1

T(n)=0(0"), ¢=(5+1)2
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- pokracovani
iterativni algoritmus pro vypocet Fibonacciho posloupnosti

ITERFI1BO(n)
F[0] <~ 0
F[1] « 1
for i =2 to ndo
Fli] < F[i—1]+ F[i — 2] od
return F[n]

algoritmus ITERFIBO ma Casovou zloZitost,
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Rozdél a panuj

Problém maximalni podposloupnosti



JAK POUZIVAT REKURZI - DEFINICE PODPROBLEMU

problém maximalni podposloupnosti

e dané je pole celych &isel A[l..n]
e cilem je najit takové indexy 1 </ < j < n, pro které je suma
Ali] + - - - + A[j] maximalni

e 13, -3,-25, 20 -3, -16, -23, 18, 20, -7, 12, -5, -22, 15, -4, 7
e YeSenim je 18, 20, -7, 12

v

e feSeni hrubou silou - prozkoumat viechny dvojice index i, j

o existuje lepsi YeSeni? rozdél a panuj?



dand je posloupnost A[low ... high] a hodnota mid

hledané YeZeni A[i ... ]
(A) je podposloupnosti Allow ... mid] (low < i < j < mid)
(B) je podposloupnosti A{mid 4+ 1. .. high] (mid +1 < i < j < high)

(C) zasahuje do obou podposloupnosti (low < | < mid < j < high)

e (A) a (B) jsou problémy stejného typu jako pivodni problém

e pro fedeni (C) sta&i poznat podposloupnosti tvaru A[i ... mid] a
A[lmid +1...j] s maximalni sumou
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FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY (A, low, mid, high)
1 leftsum <+ —o0

2 sum < 0

s for i = mid downto /ow do

4 sum < sum + Ali]

5 if sum > leftsum then leftsum < sum

6 maxleft < i fi od
7 rightsum < —o0

8 sum <+ 0

9 for j = mid 4+ 1 to high do

10 sum <— sum + A[j]

11 if sum > rightsum then rightsum < sum
12 maxright < j fi od
13 return (maxleft, maxright, leftsum + rightsum)



FIND_MAXIMUM_SUBARRAY (A, low, high)

1 if high = low

2 then return (low, high, Allow])

3  else mid = |(low + high)/2]

4 (leftlow, lefthigh, leftsum) <— F_M_S(A, low, mid)

5 (rightlow, righthigh, righttsum) < F_M_S(A, mid + 1, high)
6 (crosslow, crosshigh, crosssum) < F_M_C_S(A, low, mid, high)
7 if leftsum > rightsum A leftsum > crosssum

& then return (leftlow, lefthigh, leftsum) fi

9 if leftsum < rightsum A rightsum > crosssum

10 then return (rightlow, righthigh, rightsum)

11 else return (crosslow, crosshigh, crosssum) fi
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sloZitost algoritmu
procedura FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY (A, low, mid, high)

e oznalme n = high — low + 1
e jedna iterace obou cykli ma konstantni sloZitost
e pocet iteraci cyklu pro levou ¢4ast posloupnosti je mid — low + 1

podet iteraci cyklu pro pravou &ast posloupnosti je high — mid

celkovid sloZitost je O(n)

algoritmus FIND_MAXIMUM_SUBARRAY

dekompozice a kompozice v konstantnim &ase

feseni problému (C) v ¢ase ©(n)

o(1) pron=1
2T(n/2) 4+ ©(n) jinak



Rozdél a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup



REKURZIVNI VS ITERATIVNI PRISTUP

pro

intuitivni, jednoduchy navrh
dlkaz korektnosti vyuZitim matematické indukce
analyza sloZitosti vyuZitim rekurentni rovnice

efektivni ¥eSeni

neefektivni implementace
ne vzdy podpora ze strany programovaciho jazyka

neefektivni FeSeni
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TAIL REKURZE

o kazdy rekurzivni algoritmus lze pFevést na iterativni
e simulace zasobniku voldnf{
e jednoduchy prepis v p¥ipadé tail rekurze

tail rekurze -specidlni p¥ipad rekurze, kde se po rekurzivnim volani nedéla
zadny vypocet
ANO F(x,y)
if y = 0 then return x
else F(x-y+x,y —1) fi

G(x)
NE if y = 0 then return x
else y +— G(x —1) fi

return x - y
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ptepis tail rekurze na iterativni algoritmus — p¥iklad 1

F(x,y)
if y = 0 then return x
else F(x-y+x,y—1) fi

F(x,y)

label : if y = 0 then return x
else x < x-y+ x
y+<y—1
goto /abel fi

F(x,y)
ret < x
for i=1to y do
ret < ret -y + ret od
return ret
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prepis tail rekurze na iterativni algoritmus — p¥iklad 2

BIN SEARCH(x, A, left, right)

if right = left then return Alleft] == x fi
if right < left then mid = |(left + right)/2|
if Almid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left < mid + 1
else right < mid fi
BIN SEARCH(x, A, left, right)
fi

BIN SEARCH(x, A, left, right)

while right < left do mid = |(left + right)/2]
if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left <— mid + 1
else right «+ mid fi
od
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Razeni

76



PROBLEM RAZENI

e je dand mnoZina K, nad kterou je definované tplné usporadani
e vstupem problému Yazeni je posloupnost A = (ki, ..., k,) prvki z K

e vystupem je posloupnost A" = (ki, ..., k}), kterd je takovou

permutaci posloupnosti A, Ze Vi, j,1 < i < j < n, plati k; < ki
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STABILNi ALGORITMY A ALGORITMY /N SITU

prvky mnoziny K mohou byt strukturované
Fazeni podle klice
Fazeni se nazyva pravé kdyz zachovava vzajemné poradi

polozek se stejnym klicem

prostorova sloZitost algoritm ¥azeni je Q(n), protoZe samotna

vstupni posloupnost ma délku n

pro presnéjsi charakterizaci prostorové slozitosti jednotlivych

algoritmi uvaZujeme tzv. extrasekvenéni prostorovou sloZitost,

do které nezapo&itdvdme pamé&t obsazenou vstupni posloupnosti

algoritmy, jejichZ extrasekvenéni sloZitost je konstantni, se nazyvaji
(in place)
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PREHLED

algoritmus

&asova sloZitost

&asova sloZitost

fazeni vkladdnim O(n?) O(n?)
Fazeni vyb&rem O(n?) O(n?)
Fazeni slévanim ©(nlog n) ©(nlog n)
fazeni haldou ©(nlog n) ©(nlog n)
Yazen( rozdélovdnim | ©(n?) ©(nlog n)
Fazeni potitanim O(k + n) O(k + n)
Cislicové fazenf O(d(n+ k)) ©(d(n+ k))
prihradkové Yazeni | ©(n?) O(n)
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algoritmy zalozené na porovnavani prvki

vkladanim, Insertion sort in situ, stabilni

vybérem, Selection sort in situ, neni stabilni

slévanim, Merge sort asymptoticky ¢asové optimalni, neni in situ, stabilni

haldou, Heapsort asymptoticky &asové optimalni, in situ, neni stabiln{

rozdélovanim, Quicksort neni ¢asov& optimalni, extrasekven&ni sloZitost a
stabilita zavisi od implementace (optimaln& in situ, existuji stabiln{
implementace), velmi dobry v praxi (primérnd sloZitost je ©(nlogn))

algoritmy, které ziskavaji informace jinak nez porovnavanim prvki

potitanim, Counting sort vstupni prvky jsou z mnoZiny {0,..., k}
(

Cislicové Fazeni, Radix sort zobecnéni Fazeni po&itanim

prihradkové Fazeni, Bucket sort vyZaduje znalost o pravdépodobnostnim

s

rozdéleni &isel na vstupu
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Razeni slévanim



RAZENI SLEVANIM (MERGE SORT)

rozdél posloupnost na dvé stejn& velké podposloupnosti
vyies ob& podposloupnosti (rekurzivng)

kombinuj dvé sefazené podposloupnosti do jedné
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spojeni dvou sefazenych posloupnosti - Merge

otazkou je, jak spojit dvé sefazené posloupnosti do jedné, kterd bude
sefazend

e pfi slévani porovnavdme vedouci prvky obou posloupnosti

e mensi z porovndvanych prvki pfesuneme do vysledni posloupnosti

e procedura MERGE ma 4 parametry: pole A a indexy p, g, r takové,
Zep<qg<r

o predpokladame, Ze posloupnosti A[p...q] a A[g+1...r] jsou
sefazené

e pro provedeni vypoctu je posloupnost A[p...r] sefazend

e pro zjednodu$eni kédu pouZivdme sentinel
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8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A .J2]4]5]7]1]2]3]6]...
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2[45]7ld ROI2[3]6ko
’ (a) /

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A Ji]2]s]7]1]2]3]6]...
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L @I4T517hd R AT2[3]6hd

T

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A J1]a][s5]7]1]2]3]s]...
k

123 45 12345
L[2]a]5]7]od] RI[2]2]3]6]cc]
’ (b) J

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A J1]2]2]7]1]2]3]6]...
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L @I4Ts[7hd R ET2l3]6ls
' (d)

83



10 11 12 13 14 15 16 17
\1\2\2\3[1[2[3[6\
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L[2]4]5]7]] R[1]2]3]6]]
’ (e) /
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A [1]2]2]3]4]5]3]6]..
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L Rl4Ts]7ld R [El2l8l6ld
" (g) J
9 10 11 12 13 14 15 16 17

“T[2]2134[5]6]7]..
K

ué{i{ém;\ R BRETER

() J

10 11 12 13 14 15 16 17
\1\2\2\3\4[2[3[6\
k

1 2 3 4 5
L [2]4]5]7]cd] mm{s\e\oo\
o
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A ..[1]2]2]3]4]5]6]6]...
k

12 3 45 12345
L [2]a]5]7]] R [1]2]3]6]c]

) j
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MERGE(A, p, q, r)
pFedpoklad: posloupnosti Alp...q] a Al[g+ 1...r] jsou seFazené

1m+<q—p+1

2 Mm«r—gq

3 //necht L[1...n; + 1] a R[1...ny + 1] jsou nové pole
4 fori=1to n; do L[i] < Alp+i—1] od
5 for j =1 to ny do R[j] + A[g +J] od

6 L[n1—|—1]<—oo

7R[n2+1]<—oo

§i+1

9 j+1

10 for k = p to r do

11 if L[] < R[j] then A[k] < L][i]

12 I i+1
13 else A[k] < R[j]
14 J—Jj+1fi

15 od
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procedury MERGE
invariant for cyklu
Na za&dtku kazdé iterace cyklu for v Fidcich 10 - 15 posloupnost Alp ...k — 1]
obsahuje k — p nejmensich prvki z L[1...ny + 1] a R[1...n2 + 1] a to v poFadi
podle velikosti. Navic, L[i] a R[j] jsou nejmensi prvky mezi témi prvky ve svych

posloupnostech, které jesté nebyly zkopirované do A.

inicializace Na zatitku je k = p. Navic i =j =1 a tedy L[i] a R[j] jsou
nejmensi prvky v L a R.

iterace P¥edpoklddejme, Ze L[i] < R[j]. Potom L[i] je nejmensi prvek z t&ch,
které jedt& nebyly zkopirované do A. Protoze Alp...k — 1] obsahuje k — p
nejmensich prvkid, pole A[p... k] bude obsahovat k — p + 1 nejmensich prvki.
ZvySenim k a i zaru¢ime platnost invariantu i po ukonéeni iterace.

ukon&eni Cyklus kon&i kdyZz k = r 4+ 1. Z platnosti invariantu posloupnost
Alp...k—1] = Ap...r] obsahuje sefazenych k — p = r — p+ 1 nejmensich
prvkd z L[1...n; + 1] a R[1...mp + 1]. Pole L a R obsahuji v sou¢tu
m + ny+2=r— p+ 3 prvkid. Viechny prvky, s vyjimkou dvou nejvétsich,
byly zkopirované do A. Dva nejvétsi prvky jsou sentinely. 86



procedury MERGE

Fadky 1 - 2 a 6 - 9 maji konstantni sloZitost

for cykly v ¥adcich 4 a 5 maji v souttu sloZitost ©(n; + n2) = ©(n),
kden=r—p+1

for cyklus v ¥adcich 10 - 15 iteruje n krat, v8echny pfikazy v ¥adcich
11 - 14 maji konstantni sloZitost

slozZitost procedury MERGE je
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e vyuziva proceduru MERGE

e pro sefazeni celé posloupnosti voldme MERGE SORT(A, 1, A.length)

MERGE SORT(A, p, r)

1if p<rthen g« |[(p+7r)/2]

2
3

4

MERGE SORT(A, p, q)
MERGE SORT(A,q+ 1,r)
MERGE(A, p, q,r) fi
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rozdél rozdé&leni znamend vypocet indexu, proto m3 sloZitost ©(1)

vytes rekurzivné zpracujeme dv& posloupnosti velikosti n/2, ¢asova
sloZitost je 2T (n/2)

kombinuj sloZitost procedury MERGE je ©(n)

(1) ak n=1

TV =Y 07(n2) + 0(n) jinak

sloZitost algoritmu MERGE SORT je

89



Razeni slévanim

Problém inverzi



PROBLEM INVERZIi

motivace

porovnani seznamu preferenci

formulace problému

e je dand posloupnost vzajemné riznych &isel a1, ..., a,

e inverzi v posloupnosti je dvojice indext 7, takovych, Ze i < j a
soucasné a; > a;

e Ukolem je najit vSechny inverze v dané posloupnosti &isel

p¥iklad
posloupnost 1, 4, 6, 8, 2, 5 ma 5 inverzi

naivni algoritmus

otestuje véechny dvojice indexil, slozitost O(n?)
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v

rozdél posloupnost rozd&lime na dv& (stejné velké) podposloupnosti

vyfes v kazdé z podposloupnosti spo&itdme inverze

kombinuj k poctu inverzi z podposloupnosti pfipolitdme inverze mezi
prvky riiznych podposloupnosti

e cilem je navrhnout algoritmus s lepsi sloZitosti neZ je sloZitost
naivniho algoritmu

o jestlize chceme, aby ¢asova sloZitost rekurzivniho algoritmu byla
T(n) € O(nlogn), tak musi platit T(n) <2T(n/2)+ c - n, tj.
sloZitost vypoctu rozdélovani a kombinace nesmi byt vétsi nez

linearni
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otazka

jak spoditat inverze mezi prvky z posloupnosti A a posloupnosti B?

odpovéd

jednoduchd za pt¥edpokladu, Zze A i B jsou sefazené

algoritmus

o sefad Aa B
e pro kazdy prvek b € B
bindrnim vyhleddvanim v A urdi, kolik prvki v A je vétSich nez b

e sloZitost neni linearnfi
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vstupem jsou posloupnosti A = (a1, az,...,ax) a B = (b1, ba,..., b))

predpoklddame, Ze
e prvky v obou posloupnostech jsou sefazeny vzestupné
e vsechny prvky posloupnosti A maji ve vstupni posloupnosti mensi
index nez prvky posloupnosti B

postupujeme stejné jako v procedufe MERGE
e prvky a1,...,aj_1 a by,...,bj_1 jsou jiz zafazené
e porovndvame prvek a; s prvkem b;

e mensi z porovndvanych prvkili zafadime do vystupni posloupnosti
o jestlize , tak a; neni v inverzi se Zddnym z prvkil b;, bj11,..., b

o jestlize , tak b; je v inverzi se viemi prvky a;,...,ak, a proto
k pottu inverzi pfipolteme k — i+ 1
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zafazené prvky

|vyslednd posloupnos i
| | B

J

e inverze mezi prvky zafazenymi do vysledné posloupnosti jsou jiz

zapoditané
o jestlize , tak do vysledné posloupnosti pfesuneme a;

ai < bj <bji1<byr<...
a; neni v inverzi se Zadnym z b;, bj11,bj12. ..

o jestlize , tak do vysledné posloupnosti pfesuneme b;

bj<a,- < ajit1 < ajp2 < ...
b; je v inverzi s kazdym z a;, ajy1,ai42. .-
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MERGE_AND_COUNT(A, B)
1i+1; j«1
2 //i (j) je index prvného nezafazeného prvku z A (B)
s Count <— 0
4 //Count je pocet nalezenych inverzi
5 while seznamy A, B jsou neprizdné do
6 porovnej a; a bj
7 mens{ z prvki zafad do vysledného seznamu
8 if bj < aj then zvys Count o pocet nezafazenych prvku z A fi
9 zvy$ index i resp. j od
10 if jeden seznam je prazdny
11 then zafad zbyvajici prvky do vysledného seznamu fi
12 return Count a vysledny seznam
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SORT_AND_COUNT(L)
1 if length(L) =1
2 thenr<0
3  else A+ leva polovina L
4 B + prava polovina L
5 (ra, A) <~ SORT_AND_COUNT(A)
6 (rg, B) <~ SORT_AND_COUNT(B)
7 (r,L) < MERGE_AND_COUNT(A, B)
8 r<r+ra+rgfi
9 return (r, L)

sloZitost algoritmu

o(1) pron=1

T(n) = ]
2T(n/2) +©(n) jinak
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RAZENi ROZDELOVANIM - QUICKSORT

rozdél posloupnost A[p...r] na dv& podposloupnosti A[p...q — 1] a
Alq...r] tak, aby vechny prvky v A[p...q — 1] byly mensi nejvy3e
rovné prvkim v A[q...r]

vyreg ob& posloupnosti (rekurzivng) sefad

kombinuj protoZe ob& podposloupnosti jsou sefazené, neni nutny Zadny

dalsi vypocet

Mergesort

rozdél posloupnost na dvé posloupnosti polovi¢ni velikosti.
vyFe§ ob& podposloupnosti (rekurzivng) sefad

kombinuj spoj dvé sefazené podposloupnosti do jedné
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hlavni &asti algoritmu je rozdélovani posloupnosti do dvou
posloupnosti poZzadovanych vlastnosti

p¥i rozdélovani vyuzivime pivota
kaZzdy prvek posloupnosti porovndavame s pivotem

podposloupnosti prvki mensich / v&tsich neZ pivot
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QUICKSORT(A, p, r)

1ifp<r

2 then g < PARTITION(A, p, r)

3 QUICKSORT(A, p, g — 1)

4 QUICKSORT(A, g+ 1,r) fi

PARTITION(A, p, r)

1 pivot < Alr]

2 i+ p-—1

s for j=ptordo

4 if A[j] < pivot then <+ i+1
5 vymén A[i] a A[j] fi od
6 return |
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chceme dokazat, Ze procedura PARTITION vrati index i takovy, Ze
o Ali] = pivot

o pro p < k < i plati A[k] < A[i]
o pro i < k < r plati Alk] > A[i]

Invariant cyklu

na zalatku iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
1. jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot

2. jestlize i +1 < k <j —1, tak A[k] > pivot

Inicializace

inicidlni p¥ifazeni je pivot < A[r], i< p—1laj<+p

invariant (trividln&) plati
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Invariant cyklu

na zalatku iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
1. jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot

2. jestlize i +1 < k < j—1, tak A[k] > pivot

iterace

efektem iterace cyklu je zvySeni hodnoty j o 1; invariant plati

efektem iterace cyklu je zvySeni hodnoty i a vymé&na A[i] s A[j],

to garantuje zachovani platnosti podminky 1

zachovani platnosti podminky 2 garantuje fakt, Zze jsme do A[j — 1]
presunuli prvek vétsi neZ pivot
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Invariant cyklu
na zalatku iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
1. jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot

2. jestlize i+1< k <j—1, tak A[k] > pivot

ukon&eni

o vypolet kon&i kdyz j = r 4+ 1, coZ spolu s faktem, Ze po poslednim
provedeni iterace plati invariant, garantuje, Ze pro p < k < i plati
A[k] < A[i] a pro i < k < r plati A[k] > A[i]

e v posledni iteraci je j = p, A[j] = pivot < pivot, provede se vyména
Ali] s A[j], coz garantuje, Ze po ukonceni vypo&tu cyklu plati

Ali] = pivot
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Quicksort — sloZitost

slozitost v nejhorSim pripadé
napf. pro vstupni posloupnost, ktera je jiz sefazend, nebo kterd
obsahuje stejné prvky
T(n)=T(n—=1)+T(0)+0O(n)=T(n—-1)+06(n)
T(n) € ©(n?)

slozitost v nejlepsim ptipadé
nastava, kdyz p¥i kazdém rekurzivnim voldni rozdéli pivot posloupnost
na dvé stejné velké podposloupnosti
T(n) =2T(n/2) + ©(n)
T(n) € ©(nlogn)

primérna sloZitost
T(n) € ©(nlogn)
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e pivotem je prvni prvek posloupnosti

e postupujeme od obou koncli posloupnosti az do chvile, nez jsou
detekovany prvky, které jsou v opaéném poradi viiéi pivotu; prvky si
vyméni svou pozici

o funkce vréti index j takovy, Ze v8echny prvky v A[p...j] jsou mensi
anebo rovny prvkim v A[j +1...r]

HOARE PARTITION(A, p, r)

1 x < Alp]

2 i+ p—1

3j+r+1

4 while true do

5 repeat j + j — 1 until A[j] < x od
6 repeat i + i+ 1 until A[] > x od
7 if i < j then swap A[i] a A[j]

8 else return J fi

9 od 105



obé uvedena schémata se chovaji Spatné v pfipadé, Ze ve vstupni
posloupnosti se prvky opakuji

rozdélovaci schéma, které Ye$i posloupnosti s opakujicimi se prvky

o pfi rozdélovani se hledaji prvky mensi neZ pivot a vétsi neZ pivot
e prvky stejné jako pivot jsou jiZ na své pozici

v

e prvky mensi (v&tsi) neZ pivot se sefadi rekurzivng
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TAIL RECURSIVE QUICKSORT(A, p, r)
1 while p < r do

2 q < PARTITION(A, p, r)
3 TAIL RECURSIVE QUICKSORT(A, p,q — 1)
4 p<—qg+1od

ITERATIVE QUICKSORT(A, p, r)
stack = [ |
stack.push(p, r)

~

while stack do
pos = stack.pop()
p, r = pos[1], pos[2]
q < PARTITION(A, p, r)
if g — 1 > p then stack.push((p,q — 1)) fi
if ¢+ 1 < r then stack.push((q + 1,r)) fi

© ® N S ;A
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SLOZITOST PROBLEMU RAZENI

e bino vstupni posloupnost obsahuje vzajemné rizné prvky

o kaZdé porovnani uréi vétsi ze dvou prvki

e vypocet algoritmu mizZeme popsat rozhodovacim stromem, kazdy
vnit¥ni uzel stromu reprezentuje jedno porovnani a jeho synové
odpovidajici vysledku porovnani < resp. >

e vypoclet na konkrétnim vstupu predstavuje cestu v rozhodovacim
stromé z kofene do listu; jeho sloZitost je imérnd délce cesty

o kazdy list jednoznaéné urluje sefazeni vstupnich prvki

e algoritmus musi mit moZnost vypoditat kaZzdou moZnou permutaci
vstupnich prvki; pocdet riiznych permutaci je n!

e strom musi mit alespoii n! listi = ma hloubku alespon
log(n!) € Q(nlog n) 108
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RAZENI HALDOU - HEAPSORT

e cilem je sefadit posloupnost prvki

e najdeme nejvétsi prvek x posloupnosti P

e prvek x pfiddme na zalatek posloupnosti jiZz sefazenych prvki
e odstranime prvek x z P

e postup opakujeme dokud posloupnost P neni prazdna

co potrebujeme
datovou strukturu nad kterou dokdZeme

o efektivné najit nejvétsi prvek

o efektivné z ni odstranit nejvétsi prvek
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KORENOQOVY STROM

e strom s vyznacenym vrcholem r nazyvame kofenovym stromem

s kofenem r
e u kofenovych stromi pouzivime pojmy rodi¢, dé&ti/synové,
sourozenci, potomek
e kofen nema Zadného rodice, ostatni vrcholy jsou potomky kofene
o listem je kazdy vrchol, ktery nema potomky

e misto slova vrchol ¢asto pouzivime termin uzel

e podstrom uréeny vrcholem x je podgraf indukovany v8emi nasledniky
vrcholu x; tento podstrom je opét kofenovym stromem s kofenem x

definice viz ucebny text Matematické Zaklady Informatiky prof. Hlinéného
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stupen vrcholu v kofenovém stromé& T je pocet jeho synil

x v T je délka cesty (tj. pocet hran) z kofene do x;
kofen je tedy v hloubce nula

x v T je délka nejdel$i cesty z x do listu; list ma tedy
vysku nula

T = T je délka nejdelsi cesty od
kofene k listu

k-ta hladina stromu T je mnoZina vSech vrchold stromu T leZicich v
hloubce k; hladiny za¢indme poditat od nulté

binarni strom je strom, ve kterém ma kazdy vrchol nejvyse dva syny;
tyto €asto oznadujeme jako levého a pravého syna
k-arni strom je strom, ve kterém ma kazdy vrchol nejvyse k syni
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STROMOVA DATOVA STRUKTURA

e reprezentace stromu v poditadi

e pfi reprezentaci stromu v pocitadi je dilezité, abychom se z kazdého
vrcholu uméli dostat k jeho synlim a z kazdého vrcholu, kromé&

kofene, k jeho rodici

e strom muiZeme reprezentovat dynamicky pomoci ukazatell (pointri)

a nebo staticky v poli

e v kazdém vrcholu v stromu si pamatujeme hodnotu v.key, které se
Fika kli¢; v pFipadé potfeby si mizeme pamatovat i dalsi hodnoty
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HALDA A BINARNI HALDA

halda

e je stromova datova struktura spliiujici vlastnost haldy

e kofenovy strom ma vlastnost haldy pravé tehdy, kdyz pro kazdy uzel
v a pro kazdého jeho syna w plati v.key > w.key

e diky této vlastnosti obsahuje kofen stromu nejvétsi kli¢ z celé haldy

binarni halda

e je uplny binarni strom s vlastnosti haldy
e bindrni strom je lplny, pokud jsou vSechny jeho hladiny kromé
posledni tipIné zaplnény a v posledni hladiné leZi listy co nejvice vlevo

maximova vs. minimova halda

d-regularni halda, binomialni halda, Fibonacciho halda
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BINARNI HALDA A JEJi REPREZENTACE V POLI

e prvky pole A odpovidaji uzlim bindrniho stromu

e uzly o&islujeme po hladindch pocinaje od jedni¢ky; kli¢ z uzlu i
ulozime do A[i]

o kli¢ levého syna uzlu k bude uloZen v poli na pozici 2k a kli¢ pravé
syna uzlu k na pozici 2k +1

o kli¢ otce uzlu k se bude nachézet na pozici | k/2]

1711518 (12| 2 |4 |79 |3 |1
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pole reprezentujici haldu ma atributy

o A.length je polet prvki v poli
o A.heap_size je polet prvkl haldy uloZenych v poli

e prvky haldy jsou v poli uloZeny na pozicich A[l...A.heap_size]

pro dany index i vypotteme indexy synl a otce uzlu A[i] pfedpisem
PARENT(/)
return |i/2|

LEFT(/)
return 2/

RiGHT(/)
return 2/ +1
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VYBUDOVANI HALDY

e vstupem je posloupnost kli¢d uloZend v poli A[l...n]
o klice v poli preusporadame tak, aby na konci vypoltu tvofili haldu

varianta A

e v odpovidajicim bindrnim stromu postupujeme od listd smérem ke
kofeni

e operace MAX_HEAPIFY

e lasova slozitost O(n)

varianta B

e v odpovidajicim bindrnim stromu postupujeme od kofene smérem
k listim
e operace INSERT

e Casova slozitost O(nlogn)
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e postupujeme od uzlu n k uzlu 1

e necht / je aktudln& spracovdvany uzel; pak v&echny uzly j, pro
i < j < n, spliuji vlastnost haldy

e po spracovani uzlu i spliiuji vlastnost haldy v8echny uzly j > i

procedura MAX_HEAPIFY (A, )
o predpokladd, Ze binarni stromy s kofeny LEFT(/) a RIGHT(/) maji
vlastnost haldy a Ze kli¢ A[i] miZe byt men3i nez jeho naslednici, tj.
nemusi spliiovat vlastnost haldy

e procedura modifikuje A tak, Ze po jeji provedeni strom s kofenem |
ma vlastnost haldy

e dprava je zaloZena na presunu klite A[i] sm&rem doli
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MaxX_HEAPIFY (A, 2)
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MAX_HEAPIFY(A, i)

~

| < LEFT(i)

r < RicHT(i)

if | < A.heap_size N\ A[l] > A[i]
then /largest < |
else largest < i fi

if r < A.heap_size N\ A[r] > Allargest]
then /argest < r fi

if largest # i

© ® N D ;A

then swap A[i] a Allargest]
MAaX_HEAPIFY(A, largest) fi

~
S

slozitost je O(h), kde h je hloubka stromu s kofenem i

korektnost indukci vzhledem k hloubce stromu
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o vyuzitim procedury MAX_HEAPIFY zkonvertujeme pole A[1l...n| na
maximovou haldu

o klice A[[n/2] +1],A[ln/2] +2]...A[n] jsou uloZeny v listech
stromu a proto kaZdy tvofi haldu s 1 vrcholem

o proceduru MAX_HEAPIFY aplikujeme na zbylé klice v poli v pofadi

odspodu smérem nahoru a na dané drovni smérem zprava doleva

BuiLb_MAX_HEAP(A)

1 A.heap_size < A.length
2 for i = |A.length/2| downto 1 do
3 Max_HEAPIFY(A, i) od
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BuiLb_Max_HEAP(A

(b)
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invariant cyklu
Na zalatku kaZdé iterace for cyklu je kazdy z uzlG i+ 1, i+2,...,n
kofenem haldy.

inicializace na za&atku je i = |n/2|, uzly [n/2| +1, |[n/2|+2,...,n
jsou listy a jsou tedy ko¥eny (trividlni) haldy

iterace levy a pravy podstrom vrcholu i jsou maximové haldy (plati pro
né& invariant), vlastnost haldy mize byt poruSena jeding& klitem A[/]
uloZzenym v uzlu i; procedura MAX_HEAPIFY(A, i) vybuduje haldu
s kofenem i

ukonceni cyklus skonéi kdyz i = 0 a z platnosti invariantu plyne, Ze A je
maximovd haldu
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ohranitend funkci ¢ - h (c je konstanta)

polet podstromi hloubky h je nejvyse [2,,11-‘

kofen m3 hloubku |log n]|

celkova sloZitost je proto nejvyse

|log n] n [log n] h o h
> |gm|eh < (e 30 55) < (3 55) =2ene
h=0 h=0 h=0

pti zjednodusovani vyrazu jsme vyuZili rovnost

h 1/2
P s

h=0

o0

pro strom s hloubkou h je sloZitost MAX_HEAPIFY O(h), t.j. je
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ALGORITMUS RAZENi HALDOU, HEAPSORT

e pouzitim procedury BUILD_MAX_HEAP vybudujeme haldu nad
polem A[l...n]

o maximalni prvek pole A je uloZeny v kofeni A[1] a proto ho miZeme
presunout na jeho findlni pozici A[n] (vym&nime prvky A[1l] a A[n])

e prvek, ktery jsme pfesunuli do kofene, miZe porusit vlastnost haldy
a pro obnoveni vlastnosti haldy pouZijeme MAX_HEAPIFY(A,1)

e cely proces opakujeme pro haldu velikosti n — 1

HEAPSORT(A)
1 BuiLD_MAX_HEAP(A)
2 for i = A.length downto 2 do vymén A[l] a A[]
3 A.heap_size < A.heap_size — 1
4 Max_HEAPIFY(A,1) od
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HEAPSORT

ONONONOMBONONONONONONONO
©® @ ©® @ ©® ®

(d) (e) (f)
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Heapsort — slozitost

e procedura BUILD_MAX_HEAP ma sloZitost O(n)
o kazdé z n—1 volani procedury MAX_HEAPIFY m3 sloZitost O(log n)

e algoritmus HEAPSORT ma sloZitost O(nlog n)
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OPTIMALIZACE A VARIANTY

e budovani haldy vyménou zdola nahoru — halda je na za¢atku prazdna
a postupné do ni vkladdme prvky vstupni posloupnosti; prvek vloZzime
na posledni misto (jako list) a v p¥ipadé poruseni vlastnosti haldy ho
(rekurzivn&) zaménime s jeho roditem; €asovd sloZitost vybudovani
haldy je ©(nlogn)

e bottom - up heapsort — optimalizuje etapu sefazovani prvki;
maximalni prvek z koFene si vyméni misto s poslednim prvkem haldy a
pro obnoveni vlastnosti haldy vymé&nami se postupuje zdola nahoru

e strom vySsi arity
e ve vrcholu stromu uloZenych nékolik kli¢i
e haldy binomidlni, Fibonacciho ...
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PRIORITNIi FRONTA

e datovy typ pro reprezentaci mnoziny prvk(, nak kterymi je
definovano usporadani

o efektivni realizace operaci
INSERT(S, x) vloZi prvek x do mnoZziny S
MAXIMUM(S) vrati nejvétsi prvek mnoZiny S
EXTRACT_MAX(S) odstrani z mnoZiny S nejv&tsi prvek
INCREASE_KEY(S, x, k) nahradi prvek x prvkem k za predpokladu,
ze k> x

e prioritni frontu implementujeme jako haldu

alternativné mizeme definovat prioritni frontu vi¢i minimalnimu prvku a pro

implementaci vyuzit minimovou haldu
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prvky mnoZiny S tvofi haldu A; maximalni prvek haldy je v jejim kofeni;
jeho nalezeni ma konstantni sloZitost
HeAP_MAXIMUM(A)

1 return A[1]

odstranéni maximalniho prvku se implementuje stejné jako v algoritmu
fazeni haldou; sloZitost operace je O(log n)
HeAP_EXTRACT_-MAX(A)

1 if A.heap_size < 1 then return prazdna fronta fi

2 max < A[l]

3 A[1] « A[A.heap_size]

4 A.heap_size < A.heap_size — 1

5 MAX_HEAPIFY(A, 1)

6 return max 129



e index i identifikuje prvek, ktery ma byt operaci nahrazen (navy3sen)

e nejdfive zmé&nime hodnotu A[i] na novou hodnotu key a potom
obnovime vlastnost haldy tak, Ze novy prvek posouvame smérem ke
kofeni

e sloZitost operace je O(log n)

HEAP_INCREASE_KEY(A, i, key)

1 if key < A[i] then return nova hodnota je mensi nez puvodni fi
2 Ali] < key

3 while i > 1 A A[PARENT(/)] < A[i] do

4 vymeén A[i] a A|[PARENT(/)]

5 i <+ PARENT(/) od
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e na konec pole vloZime novy prvek, ktery je mensi neZ viechny
ostatni prvky, symbolicky ho oznaéujeme —oo
e zvysime hodnotu vloZeného prvku na hodnotu prvku, ktery chceme

vloZit do fronty

e sloZitost operace je O(log n)

MAX_HEAP_INSERT(A, key)

1 A.heap_size < A.heap_size + 1
2 A[A.heap_size] < —o0
3 HEAP_INCREASE_KEY(A, A.heap_size, key)
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Razeni v linearnim dase



Razeni v linearnim c¢ase

Counting Sort



e

RAZENi POCITANIM - COUNTING SORT

predpoklad
vstupni posloupnost obsahuje celd &isla z intervalu O, ..., k, kde k je

néjaké pevné dané ptirozené &islo

k nenfi zavislé na délce posloupnosti
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vstupni posloupnost je uloZena v A[l...n]
vystupni (sefazena) posloupnost je ulozena v B[1...n|

pole C[0...k] se vyuZivad v prib&hu vypo&tu

pro kazdou hodnotu i = 0,1, ..., k spolitdme, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel i, vysledny po&et ulozime do C[i]

pro kaZdou hodnotu i = 0,1,..., k spolitame, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel mensich nebo rovnych i, vyuzijeme k tomu
hodnoty napoditané v p¥edchazejicim kroku a vysledny pocet
uloZime opét do C[i]

prochdzime vstupni posloupnost od konce a kazdé &islo uloZzime do
B p¥imo na jeho pozici, kterd je uréend poctem mensich nebo
rovnych &isel; hodnoty v C prib&zné aktualizujeme
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COUNTING_SORT(A, B, k)

1 //inicializace C[O0... k]

2 for i =0 to k do

3 C[i] + 0 od

4 for j =1 to A.length do

5 CIA[]] < CIAU]] + 1 od

6 //CJi] obsahuje pocet ¢isel rovnych i
7 for i =1 to k do

8 Cli] + C[i]+ C[i — 1] od

9 //C[i] obsahuje pocet ¢isel mensich nebo rovnych i
10 for j = A.length downto 1 do

i BICIAUT « AL

12 CIA]] < CIA]] — 1 od
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Counting sort — casova slozitost

cyklus na ¥adcich 2 - 3 (inicializace C) — sloZitost ©(k)
cyklus na ¥adcich 4 - 5 (pocet &isel = i) — sloZitost ©(n)
cyklus na ¥adcich 7 - 8 (potet &isel < i) — sloZitost ©(k)
cyklus na ¥adcich 10 - 12 (p¥esun z A do B) — sloZitost ©(n)
celkovd sloZitost ©(k + n)

algoritmu je stabilni, protoZe prvky se stejnou hodnotou se ve
vystupni posloupnosti vyskytuji ve stejném pofadi jako ve vstupni
posloupnosti

stabilita algoritmu Counting sort se vyuZiva v algoritmu Radix sort
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v pFipad&, Ze vstupni posloupnost obsahuje pouze &isla (a ne
sloZit&ji datové objekty s klitem), tak druhy cyklus algoritmu je
moZné vynechat a zapisovat do pole B p¥imo &isla

algoritmus se da vyuZit k odstrafiovani duplicitnich kli¢d (pole C
nahradime bitovym polem)

umoziiuje efektivni paralelizaci (vstupni posloupnost rozdélime na
stejné velké podposloupnosti a pro kaZdou z nich pocitame
frekvence vyskytu paraleln&)

extrasekvenéni sloZitost algoritmu je ©(n + k)
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Razeni v linearnim case

Radix Sort



CISLICOVE RAZENI - RADIX SORT

Fazeni Cisel podle &islic na jednotlivych bitech

postup zleva doprava (most significant digit, MSD) - pouZiva se
nap¥. pro lexikografické uspo¥adani

postup zprava doleva (least significant digit, LSD), stabilni ¥azeni
da se pouZit i pro ¥azeni poloZek, které nemaji iselny charakter

pouZiva se nap¥. kdyZ potfebujeme sefadit polozky vzhledem
k riznym kli¢m

RADIX_SORT(A, d)

1

2

fori=1to ddo

pouzij stabilni fazeni a seiad polozky podle ite &islice

3 od
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Danou posloupnost n &isel, z nichZ kazdé ma d dislic, p¥icemz Z&islice
miZou nabyvat k riiznych hodnot, sefadi algoritmus RADIX_SORT
v &ase ©(d(n + k)) za predpokladu, Ze stabilni fazeni, které vyuziva,
m3 sloZitost ©(n + k).

o sloZitost je garantovand napt. p¥i pouZiti algoritmu Counting sort

e jestlize d a k jsou konstanty, tak ¢asova sloZitost &islicového Fazeni

je linedrni
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e necht kaZdé &islo ma b bitl, zvolime r < b

e Cislo rozdé&lime na [b/r] skupin po r bitech

e kazdou skupinu chdapeme jako &islo z intervalu 0 az 2" — 1

e pro fazeni ve skupiné pouzijeme Counting sort pro k =2"—1

Danou posloupnost n bindrnich b bitovych &isel RADIX_SORT korektn&
sefadi v &ase ©((b/r)(n+ 2")) za ptedpokladu, Ze stabilni Yazeni, které
vyuziva, ma slozitost ©(n + k).

otazka volby parametru r pro dané n a b zavisi od poméru veli¢in na b

|b < logn| pro r = b celkova sloZitost &islicového Yazeni

|b > logn| pror = |logn]| je sloZitost je ©(bn/ log n)
pro r > |log n| je sloZitost je Q(bn/ log n)
pro r < |log n| hodnota vyrazu (b/r) klesd a hodnota vyrazu n+ 2"
ziistava ©(n) 140



Razeni v linearnim case

Bucket Sort



PRIHRADKOVE RAZENI - BUCKET SORT

predpoklad

e vstupni posloupnost obsahuje

e Cisla pokryvaji cely interval

e interval [0...1) rozd&lime na stejn& velké podintervaly (kose)
e vstupni &isla rozdélime dle jejich hodnoty do kosi

e sefadime prvky v kazdém kosi
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BUCKET_SORT(A)

1 //B[0...n—1] je nové pole
n < A.length
fori=0ton—1do
B[i] + prazdny seznam od
for i =1to ndo
pridej A[i] do seznamu B[|n - A[i]]] od
fori=0ton—1do
sefad prvky seznamu BJ[i] pouzitim fazen{ vkldddnim od

© % N ;A W

spoj seznamy B[0], B[1], ..., B[n — 1] do jednoho seznamu

necht n; oznaluje polet prvkii v kosi BJi]
slozitost je T(n) = ©(n) + 31— O(n?)

ocekdvana sloZitost je pro vstup s uniformné rozdélenymi &isly
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Cast Il

Datové struktury
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DATOVE TYPY

e jaka data jsou potfebné pro ¥eseni problému?
e jak se budou data reprezentovat?

o jaké operace se budou nad daty provadét?

e rozsah hodnot, které miZe nabyvat promé&nna daného datového typu

e mnoZina operaci, které jsou pro dany datovy typ povolené /
definované

e nezdvisi na konkrétni implementaci
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jednoduchy (skalarni) datovy typ
data zabiraji vzdy konstantni (typicky malé) mnoZstvi paméti,
zpFistupnéni hodnoty skalarniho typu trvd konstantni ¢as

Ciselné a znakové typy, typ pravdivostnich hodnot, vyctovy typ

slozeny datovy typ

implementace sloZzeného datového typu se nazyva datova struktura

e staticky - pevna velikost; Casova sloZitost zp¥istupnéni prvku je
konstantnf{
k-tice, pole konstantni délky

e dynamicky - neomezend velikost; ¢asova sloZitost zp¥istupnéni prvku
je funkci zavislou na velikosti

seznam, zasobnik, fronta, slovnik, strom, graf
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mnozina objektl; v prib&hu vypoltu miZeme do mnoZiny prvky
pridavat a odebirat resp. mnoZinu jinak modifikovat (tzv. dynamicka

mnoZina)

kazdy prvek dynamické mnoZiny je reprezentovany jako objekt, jehoZ
atributy mizeme zkoumat a modifikovat za pfedpokladu, Ze mame
ukazatel / referenci na tento objekt

jeden z atributi objektu je jeho identifikator - kli¢ key

jestlize v8echny prvky maji riizné kli¢e, ¢asto mluvime o mnoZziné

obsahujici kli¢e
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SEARCH(S, k) pro mnoZinu S a kli¢ k vrati ukazatel x takovy, Ze
x.key = k resp. nil, kdyZ objekt s klitem k neni obsaZen v mnoZin& S

INSERT(S, x) do mnoZiny S vloZi objekt s ukazatelem x
DELETE(S. x) z mnoZiny S odstrani objekt s ukazatelem x

MaxivMuMm(S) pro mnoZinu S s lplné uspofadanymi objekty vrati
ukazatel x na objekt, jehoZ kli¢ je maximalni

MiNivMuMm(S) pro mnoZinu S s Gpln& uspo¥adanymi objekty vrati

ukazatel x na objekt, jehoZ kli¢ je minimaln{

SUCCESSOR(S, x) pro mnoZinu S s dplné usporddanymi objekty vrati
ukazatel na objekt, jehoZ kli¢ nasleduje bezprostfedné za kli¢em
x.key, resp. hodnotu nil kdyZ kli¢ x.key je maximalni

PREDECESSOR(S. x) symetricky k SUCCESSOR 148



Vyhledavaci stromy



Vyhledavaci stromy

Motivace



PROBLEM REZERVACI

online rezervalni systém
(napF. rezervace lékaFského vySetFeni, pFistavaci ranveje, . ..)

e mnoZina rezervaci R

e pozadavek t na miiZe byt potvrzen, pravé kdyZ v intervalu
(t — k, t + k) neni Zadna jind rezervace (k je délka trvani uddlosti) a
soulasné t je aktudlni

e mazani realizovanych aktualizaci

priklad: k = 3, aktudlni &as je 20, R = {21,26,29, 36}
e rezervace 24 neni validni (nemiZe byt potvrzena), protoZe je v kolizi s
rezervaci 26 z R

e rezervace 15 nenf validni, protoZe aktudlni &as je 20
e rezervace 33 je validn{
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? datovy typ pro reprezentaci R a realizaci poZadovanych operaci?

usporadany seznam
ovéfeni rezervace v &ase O(n), zdznam rezervace v Case O(1)
usporadané pole
ovéfeni rezervace v &ase O(log n), zaznam rezervace v &ase O(n)
neuspofadany seznam / pole
ov&feni rezervace v ¢ase O(n), zdznam rezervace v Case O(1)
minimovd halda
ov&Feni rezervace v &ase O(n), zdznam rezervace v &ase O(log n),
aktudlnost rezervace v &ase O(1)
binarni pole rezervace t je uloZzena v poloZce s indexem t — problém
velikosti pole

existuje lepsi feseni?

potfebujeme soucasné efektivni vyhleddvani i vkladani!
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Vyhledavaci stromy

Binarni vyhledavaci stromy



VYHLEDAVACI STROMY

o umoznuji efektivni implementaci operaci SEARCH, MINIMUM,
MAXIMUM, PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT, DELETE

e operace nad vyhleddvacim stromem maji sloZitost imérnou

hloubce stromu, tj. v nejhor§im p¥ipadé& aZ linearni

151



BINARNiI VYHLEDAVACIi STROMY (BVS)

e kofenovy strom, v némz kazdy uzel ma nejvySe dva ndsledniky
o kazdy uzel stromu pFedstavuje jeden objekt, obsahujici
o kli¢ key
o ukazatele left, right a p na levého syna, pravého syna a na otce;
ukazatel ma hodnotu nil pravé kdyz uzel nema p¥islusného syna,
resp. otce
e pfipadné dalsi data
e pro vSechny uzly binarniho vyhleddvaciho stromu plati
jestlize x je uzel BVS a
vy je uzel v levém podstromu uzelu x, tak plati y.key < x.key
vy je uzel v pravém podstromu uzelu x, tak plati y.key > x.key
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BVS — PROCHAZENI STROMU

cilem je projit strom tak, aby kazdy uzel byl navstiven pravé jednou

vyuZiti: provedeni operace nad kazdym uzlem, vypis kli¢l, kontrola
vlastnosti stromu, ...

strom prochazime rekurzivné
za¢indme v kofeni stromu
(rekurzivn&) navitivime vdechny uzly levého podstromu ko¥ene

(rekurzivn&) navstivime viechny uzly pravého podstromu kofene
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BVS — VYPIS KLICU

klite uloZené v BVS miZeme vypsat v poradi
hodnotu kli¢e ulozeného v koFeni vypiseme vypsanim kli¢a

uloZenych v jeho levém a pravém podstromé

preorder hodnotu kli¢e uloZzeného v kofeni vypiseme pred vypsdnim
kli¢h uloZenych v jeho levém a pravém podstromé

postorder hodnotu kli¢e uloZeného v kofeni vypiseme po vypsani kli¢h
uloZenych v jeho levém a pravém podstromé

inorder (23557 8), preorder (5325 7 8), postorder (25387 5) 154



INORDER_TREE_WALK(x)

if x £ nil

~

2 then INORDER_TREE_WALK(x./eft)
3 print x.key

4 INORDER_TREE_WALK(x.right)
5 fi

INORDER_TREE_WALK( T .root) vypiSe kli¢e ulozené v BVS T
v poradi

Casova slozitost je ©(n), kde n je polet uzld stromu T

BVS SORT - &asova sloZitost 777
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BVS — VYHLEDAVANI VE STROMU

e zal¢indme v kofeni stromu, postupujeme rekurzivné

e porovname hledany kli¢ k s klitem ulozenym v navstiveném uzlu,
jestliZze se rovnaji, tak vyhleddvani kon&i ispéchem

e jestlize hledany kli¢ k je mensi nez kli¢ x.key uloZeny v navstiveném
uzlu x, tak pokralujeme v levém podstromu uzlu x

e v opatném pripadé pokratujeme v pravém podstromu uzlu x

o vyhledavani kon&i nelspéchem pravé kdyz hledany kli¢ neni uloZen
ani v navstiveném listu

TREE_SEARCH(x, k)
1 if x =nil V k = x.key
2 then return x fi
3 if k < x.key
4 then return TREE_SEARCH(x.left, k)

5  else return TREE_SEARCH(x.right, k) fi 156



BVS — MINIMALNI A MAXIMALNI KLIC

o jestlize hleddme minimalni kli¢, tak v stromu postupujeme vidy
doleva

o jestlize hleddme maximalni kli¢, tak v stromu postupujeme vzdy

doprava

TREE_-MINIMUM(x)

1 while x.left # nil do x + x.left od
2 return x

TREE_-MAXIMUM(x)

1 while x.right # nil do x < x.right od
2 return x
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BVS — PREDCHUDCE A NASLEDNIK

e predpokldaddame, Ze vSechny klice uloZené v stromé jsou vzdjemné

rizné

e naslednikem uzlu x je uzel, ktery obsahuje nejmensi kli¢ vétsi nez

x.key (successor)

e predchiidcem uzlu x je uzel, ktery obsahuje nejvétsi kli¢ mensi nez

x.key (predecessor)

pro stromy, které mizou obsahovat uzly se stejnymi kli¢i, se pojmy a operace

definuji analogicky
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e jestlize pravy podstrom uzlu x je neprazdny, tak naslednikem x je
uzel jeho pravého podstromu s nejmensi kli¢em
e jestlize pravy podstrom uzlu x je prazdny, tak
e ndslednikem x je uzel y takovy, Ze x.key je nejvétSim kli¢em
v levém podstromu uzlu y
e uzel y je prvnim uzlem na cesté z x do kofene stromu takovy, Ze
y.key > x.key (x pat#i do levého podstromu uzlu y)

TREE_SUCCESSOR(x)
if x.right # nil

~

2 then return TREE_MINIMUM(x.right) fi

3y XxX.p

4 while y # nil A x = y.right

5 do x<+y

6 y < y.p od

7 return y 159



BVS — PRIDANIi NOVEHO UZLU

e prochazime strom stejné jako kdybychom kli¢ nového uzlu
vyhledavali

e hleddme uzel, jehoZ p¥isluiny podstrom je prazdny (levy podstrom,
kdyZ kli¢ nového uzlu je mensi neZ kli¢ uzlu, pravy podstrom kdyZ je
vétsi) a novy uzel se stane jeho pFisluinym synem
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TREE_INSERT(T, z)

1y < nil

2 x < T.root

3 while x # nil do

y y X

5 if z.key < x.key then x < x.left

6 else x < x.right fi

7 od

8§ zZpy

9 if y = nil then T.root < z

10 else if z.key < y.key then y.left + z
11 else y.right « z fi
12 fi
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BVS — ODSTRANENI UZLU

p¥i odstrafiovani uzlu z, mdzou nastat 3 p¥ipady

pFipad 1
z nema zadného syna

uzel odstranime

z NIL

NIL NIL
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BVS — odstranéni uzlu - p¥ipad 2
z ma jediného syna

syna pfesuneme na pozici uzlu z tak, Ze otec uzlu z se stane otcem jeho

q q
z r

NIL r

syna

e NIL
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BVS — odstranéni uzlu - p¥ipad 3
z ma dva syny

e potfebujeme najit uzel y, ktery nahradi uzel z

vhodnym kandiddtem na y je naslednik uzlu z (symetricky bychom
mohli vyuZit pFedchiidce uzlu z)

protoZe pravy podstrom uzlu z je neprazdny, tak naslednik y uzlu z

je uzel s nejmensim kli¢em v pravém podstromé uzlu z

e y nema levého syna, proto ho mizeme p¥esunout na pozici z

NIL X
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o TRANSPLANT nahradi podstrom s kofenem u podstromem

s kofenem v
e otcem uzlu v se stane otec uzlu u
e otec uzlu u bude mit uzel v jako svého syna
TRANSPLANT( T, u, v)

1 if u.p = nil then T.root < v

2 else if u = u.p.left then u.p.left < v
3 else u.p.right < v
4 fi

5 fi

6 if v £ nil then v.p < u.p fi
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TREE_DELETE(T, z)
1 if z.left = nil
2 then TRANSPLANT(T, z, z.right)
s else if z.right = nil
4 then TRANSPLANT(T, z, z.left)
5 else y « TREE_MINIMUM(z.right)
6 if y.p # z then TRANSPLANT(T,y, y.right)
7 y.right < z.right
8
9

y.right.p <y
fi
10 TRANSPLANT(T, z, y)
11 y.left < z.left
12 y.left.p <y
138 fi
14 fi
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SLOZITOST OPERACI NAD BVS

e vdechny uvedené operace nad binarnim vyhleddvacim stromem maji
sloZitost dmé&rnou hloubce stromu, tj. v nejhorsim p¥ipadé O(n), kde
n je pocet uzld stromu

e pti hledani predchiidce a naslednika nemusime viibec porovnavat
klice

e operace se daji vyuzit k sefazeni kli¢i nap¥. tak, Ze najdeme
minimalni kli¢ a pak (rekurzivn&) jeho naslednika (sloZitost?!)
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VYVAZENE BINARNI VYHLEDAVACI STROMY

° je BVS, jehoZ hloubka je
logaritmicka
(viei poctu klicd)

o sloZitost operaci nad vyvaZzenym bindrnim vyhleddvacim stromé je
logaritmicka

ptiklady vyvdzenych binarnich vyhleddvacich stromi

AVL stromy
e 2 - 3 stromy
e 2-3- 4 stromy

B stromy

Cerveno Cerné stromy

168



MODIFIKACE DATOVYCH STRUKTUR

o realné situace, ve kterych potfebujeme datovou strukturu odliSnou
od ,,u¢ebnicovych struktur"

e otazka Ulelnosti navrhu Gplné nové struktury

v ¥ s

e mozné FeSeni
e rozditeni nékteré zndmé struktury o nové informace
e navrh novych operaci nad takto rozsifenou strukturou
e ... pFi zachovani efektivnosti plvodnich operaci

pfiklad: vyuziti bindrnich vyhleddvacich stromi pro reprezentaci mnoZziny

intervall
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Vyhledavaci stromy

Intervalové stromy



REPREZENTACE INTERVALU

e &iselny interval (t1, t2)
e objekt i s atributy i.low a i.high
e intervaly i a I’ se prekryvaji pravé kdyz i.low < i’.high a soutasng&
i'.low < i.high
e pro libovolné dva intervaly i a i’ plati prdvé jedna z moZnosti
— intervaly se prekryvaji
— interval i je vlevo od /', tj. i.high < i’.low
— interval /" je vlevo od i, tj. i’.high < i.low

170



hleddme datovou strukturu pro reprezentaci mnoziny intervall nad kterou
je mozné efektivné implementovat operace

INTERVAL_INSERT( T, x) do mnoZiny intervali T p¥idd objekt
reprezentujici interval x

INTERVAL_DELETE( T, x) z mnoZiny intervald T odstrani objekt
reprezentujici interval x

INTERVAL_SEARCH( T, i) vrati ukazatel na objekt, ktery reprezentuje
interval p¥ekryvajici se s intervalem i resp. hodnotu nil, kdyZ takovy
objekt neexistuje
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feSeni 1
e seznam intervalQ

e pridani intervalu v konstantnim case

o odebrani a vyhledani intervalu v ¢ase O(n)
(n je pocet intervali v mnoZing)
feSeni 2

e usporadany seznam interval(

o viechny operace v &ase O(n)

intervalové stromy

e rozsiteni binarnich vyhledavacich stromi
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INTERVALOVE STROMY

e bindrni vyhledavaci strom

e jako kli¢ je pouZita hodnota i.low

i.max je maximdlni hodnota krajniho bodu intervalu ulozeného
v podstromu s kofenem

i.max = max{i.high, i.left.max, i.right.max}
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e postupujeme jako v BVS od kofene, vkladany uzel se stane listem

e kaZdému uzlu y na cesté z kofene do nového uzlu i aktualizujme
hodnotu y.max pravé kdyz y.max < i.high

e pro zadny uzel neleZici na cesté z kofene do nového uzlu se hodnota

atributu max neméni
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postupujeme jako v BVS
na pozici odstranéného uzlu se pfesune uzel y

pro aktualizaci hodnot max prochazime cestu od plivodni pozice
uzlu y do kofene a kazdému uzlu z na této cesté aktualizujeme
hodnotu z.max = max{z.left.max, z.right.max, z.high}

sloZitost operace se navysi o prochdzeni cesty od uzlu y do kofene

celkova sloZitost operace odstranéni intervalu ziistava asymptoticky

stejna
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INTERVAL_SEARCH(T, i)
1 x < T.root

2 while x # nil A intervaly i a (x.low, x.high) se nepfekryvaji do
3 if x.left # nil N\ x.left.max > i.low

4 then x < x.left
5
6
7

else x < x.right fi
od

return x

sloZitost

e vyhledavani za¢inad v koteni
e po kaZdé iteraci cyklu testujeme uzel, jehoZ hloubka je o 1 vyssi

e sloZitost je imérnd hloubce stromu
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INTERVAL_SEARCH(T, /)
1 x < T.root
2 while x # nil A intervaly i a (x.low, x.high) se nepiekryvaji do

3 if x.left # nil N\ x.left.max > i.low
4 then x < x.left

5 else x < x.right fi od

6 return x

korektnost, p¥ipad 1 - ve vyhledavani postupujeme doprava
co kdyZ hledany interval je v levém podstromu??

predpokladejme, Ze levy podstrom neni prazdny

plati x.left.max < i.low (jinak bychom postupovali doleva)

pro kazdy interval (a, b) z levého podstromu plati b < x.left.max
(z definice hodnoty max)

b < i.low znamen3, 7e i se neptekryva s Zadnym intervalem v levém

podstromu
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INTERVAL_SEARCH(T, /)
1 x < T.root
2 while x # nil A intervaly i a (x.low, x.high) se nepiekryvaji do

3 if x.left # nil N\ x.left.max > i.low
4 then x < x.left

5 else x < x.right fi od

6 return x

korektnost, pFipad 2 - ve vyhledavani postupujeme doleva
co kdyZ hledany interval je v pravém podstromu??
o predpoklddejme, Ze Zadny interval levého podstromu se neptekryva

s intervalem i

v levém podstromu leZi interval (c, d) takovy, Ze d = x.left.max

i a {c,d) se neptekryvaji a tedy i.high < ¢

pro kazdy (a, b) z pravého podstromu plati ¢ < a  (vlastnost BVS)

i.high < a znamend, Ze i se neprekryva se zddnym intervalem v

. 178
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o vyhledavani vSech prekryvajicich se intervalil
e intervaly vy$8i dimenze

e namisto obecného binarniho vyhledavaciho stromu mizZeme pouZit
binarni vyhledavaci strom
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RADIX TREES

e vyuZiti bindrnich vyhledavacich strom( pro lexikografické ¥azenfi
bindrnich Fetézci
o Fetézce postupné vkldddme do vyhledavaciho stromu

e po vloZeni v8ech ¥etézcl strom prohledame a kli¢e vypiseme v pofadi
preorder

o Casovi slozitost je ©(n), kde n je soulet délek vech Fetézci

e zobecnéni pro Fetézce nad libovolnou abecedou - pouZijeme stromy,
jejichz arita je stejnd jako velikost abecedy
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CERVENO CERNE STROMY

Cerveno &erny strom je bindrni vyhledavaci strom spliiujici podminky

o1

. kazdy uzel je obarveny &ervenou, nebo &ernou barvou
. kofen stromu je &erny

1
2
3.
4

kaZdy vnitfni uzel ma pravé dva syny

. listy stromu nenesou Zadnou hodnotu, jsou oznadeny nil, a maji

Cernou barvu
kdyZ je uzel Cerveny, tak jeho otec je Cerny

pro kazdy uzel stromu plati, Ze vSechny cesty z néj do listd obsahuji
stejny pocet &ernych uzli

s

alternativné: oba synové Cerveného uzlu maji &ernou barvu
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VYSKA UZLU A CERNA VYSKA UZLU

e vyska uzlu x je rovna poltu hran na nejdelsi cesté z x do listu

o &erna vyska uzlu x, bh(x), je rovna pottu €ernych uzli na cesté z
x do listu (uzel x nezapotitdvame)
(diky vlastnosti 4 je &ernd vyska dobfe definovand!)

NIL NIL

NIL NIL NIL NIL NIL NIL
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z vlastnosti 4 plyne, Ze v nejhor$im p¥ipad€ je kazdy druhy uzel na
cesté Cerveny

e dikaz indukci k vy$ce h uzlu x

e pro h =0 je x list; bh(x) = 0 a souasn& pocet vnit¥nich uzli
podstromu s kofenem x je 0

e necht x m3 vy¥ku h > 0 a Eernou vysku bh(x) = b
e kazdy syn uzlu x ma vysku h — 1 a &ernou vysku b anebo b —1
e z induk&niho predpokladu ma podstrom kaZzdého syna alespori
2bh(x)=1 _ 1 ynit¥nich uzli

e podstrom s kofenem x m3a alesponi

2(2b6()=1 — 1) 4- 1 = 26h(<) — 1 vnit¥nich uzld

vnitFnim uzlem rozumime uzel, ktery nese hodnotu, tj. list neni vnitFnim uzlem
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Cerveno €erny strom s n vnitfnimi uzly ma vysku nejvyse

2logy(n+1)

e necht strom ma vysku h a &ernou vy¥ku b

e z predchozich tvrzeni plyne
n>2b_1>02M2_1

e po Upravé logy(n+1) > h/2, a tedy h < 2log,(n+ 1)
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CERVENO CERNE STROMY - OPERACE

SEARCH, MIN, MAX, SUCCESSOR, PREDECESSOR se implementuji

stejné jako pro bindrni vyhledavaci stromy

vyjmenované operace maji slozitost O(log n)

INSERT a DELETE modifikuji strom

modifikace miiZe porusit vlastnosti ¢erveno erného stromu

jsou potfebné dalsi kroky, které vlastnosti obnovi

zakladni operaci, ktera vede k obnoveni poZadovanych vlastnosti, je
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ROTACE

RIGHT_ROTATE(y)
) )

(0 A g A ®
/- N —— 8\ A\

e rotace zachovdva vlastnost bindrniho vyhledavaciho stromu
acaq,bef,cey=a<x<b<y<c

e Casova slozitost O(1)
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LEFT_ROTATE(T, x)

~

y « x.right
x.right < y.left
if y.left # Nil

then y.left.p < x fi
y.p 4+ X.p
if x.p = Nil

then T.root < y

else if x = x.p.left

then x.p.left + y

10 else x.p.right + y fi fi

© ® D ;A

11 y.left + x
12 X.p+y
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PRIDANIi NOVEHO UZLU

e uzel x do stromu p¥idame stejnym postupem jako do bindrniho
vyhleddvaci stromu

e jakou barvou mame obarvit novy uzel?

e obé& moZnosti maji za disledek poruseni nékterych vlastnosti ¢erveno

&erného stromu

e YeSeni: obarvi uzel x barvou

e vlastnost 4. (stejny erny vyska) ziistdva v platnosti

e miuze dojit k porugeni vlastnosti 1. (koFen stromu nemusi byt &erny)
a vlastnosti 3. (otec Cerveného uzlu nemusi byt Eerny)

e po vloZeni uzlu vykondame korekce, které obnovi platnost v3ech

vlastnosti
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RB_INSERT(T, a)
1 TREE_INSERT(T, a)
2 a.color < red
s while a # T.root A a.p.color = red

4 do if a.p = a.p.p.left

5 then d < a.p.p.right

6 if d.color = red

7 then

8 else if a = a.p.right
9 then
10 else
11 fi
12 fi
13 else stejné jako THEN se zaménou left a right
14 fi
15 od

16 T .root.color <+ black 189



a.p.color < black
d.color < black
a.p.p.color < red
a< ap.p

a<a.p
LEFT_ROTATE(T, a)

a.p.color < black
a.p.p.color < red
RIGHT_ROTATE(T, a.p.p)
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pFidani nového uzlu - korekce - pfipad 1

uzel a je cerveny

jeho otec b je cerveny a je levym synem svého otce
(pravy syn symetricky)

stryc d uzlu a je cerveny

praotec c uzlu a je €erny

obarvi otce b a stryce d uzlu a €ernou barvou

obarvi praotce ¢ uzlu a c¢ervenou barvou

stromy z, x, y, p, ¢ maji ¢erny kofen a vSechny maji stejnou ¢ernou vysku
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pFidani nového uzlu - korekce - p¥ipad 2

e uzel a je cerveny a je pravym synem svého otce

jeho otec b je cerveny a je levym synem svého otce

stryc d uzlu a je €erny

praotec ¢ uzlu a je ¢erny

proved levou rotaci kolem otce b uzlu a

pokraduj na ptipad 3

= pokraduj
y p q pFl’padem 3
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e uzel a je a je levym synem svého otce

jeho otec b je a je levym synem svého otce

stryc d uzlu a je €erny

praotec ¢ uzlu a je ¢erny

proved pravou rotaci kolem praotce c uzlu a

vymén obarveni mezi otcem b uzlu a a jeho novym bratrem ¢
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v

ptipad 1: zména obarveni 3 uzll

pFipady 2 a 3: jedna nebo dvé rotace a zména obarveni 2 uzlii

v pfipadé 1 miZe zména barvy praotce ¢ uzlu a zplsobit novy
konflikt a to kdyZ otec uzlu ¢ ma €ervenou barvou

v popsaném pripadé musime pokraovat dalsi iteraci a korigovat
barvu uzlu ¢

konelnost je garantovana faktem, Ze kaZdou iteraci se zmen3uje
vzdalenost korigovaného uzlu od kofene stromu

celkova sloZitost O(log n)
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ODSTRANENI UZLU

e uzel x ze stromu odstranime stejnym postupem jako z binarniho

vyhleddvaci stromu

e v pFipadg, Ze odstrané&ny uzel mél &ervenou barvu, vlastnosti stromu

zlistavaji zachované

e v pfipadé&, Ze mél ernou barvu, miZe dojit k poruseni vlastnosti 4
(stejnd &erna vyska)

e Cernou barvu z odstranéného uzlu pfesouvame smérem ke ko¥enu

tak, abychom obnovili platnost vlastnosti 4
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odstranéni uzlu a - pfipady 1 a 2

a nema levého syna
e odstrail a a nahrad ho jeho pravym synem b

e jestlize po presunu uzel b a jeho otec porusuji vlastnost 3 (oba jsou

Cervené), tak uzel b obarvime &ernou barvou; tim zachovdme &ernou

vysku (a musel byt Zerny)

a nema pravého syna - symetricky

%
NIL b

q
a b
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odstranéni uzlu a - pfipad 3

a ma dva syny, ndslednik uzlu a je jeho pravym synem

levy syn uzlu a se stane levym synem naslednika ¢ uzlu a

odstrai a a nahrad ho jeho naslednikem ¢

e po presunu obarvime ¢ barvou uzlu a

jestlize ¢ mél plivodné &ernou barvu, tak ¢ernou barvu dostane jeho
pravy syn, tj. syn ma dvé barvy (ervenou a &ernou anebo &ernou a
Cernou)

problém dvou barev vyfe$ime p¥i korekci
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odstranéni uzlu a - p¥ipad 4

a ma dva syny, naslednik uzlu a neni jeho pravym synem

naslednika d nahrad jeho pravym synem e

odstraf a a nahrad ho jeho naslednikem d, synové uzlu a se stanou
syny naslednika (d)

po pfesunu obarvime d barvou uzlu a

jestlize d mél ptivodné &ernou barvu, tak ¢ernou barvu dostane jeho
syn, tj. syn ma dvé barvy (&ervenou a Eernou anebo Eernou a Eernou)

problém dvou barev vyfesime pfi korekci

a d

NIL €
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KOREKCE DVOU BAREV

bazalni p¥ipad

uzel a ma ¢éervenou a ¢ernou barvou

e obarvi uzel a €ernou barvu
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uzel a ma dvé €erné barvy
bratr ¢ uzlu a je ¢erveny

e proved levou rotaci kolem otce b uzlu a
e vymén barvy mezi otcem b a praotcem c uzlu a

e pokracuj nékterym z nasledujicich p¥ipadi

zwpqi Xy z w L

ROTATE_LEFT(b)

stromy x, vy, z, w, p, g neporusuji zadnou vlastnost &erveno &erného
stromu
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korekce dvou barev - pFipad 2

uzel a ma dvé €erné barvy

bratr ¢ uzlu a stejné jako oba jeho synové d, e maji ¢ernou barvu

e vezmi jednu &ernou barvu z uzlu a a pfesuii ji do jeho otce b

e bratr ¢ uzlu a dostane Cervenou barvu (aby se zachovala &erna
vyska)

e uzel se dvéma barvami se pfesunul bliz ke ko¥enu, problém jeho dvou
barev fesime rekurzivné

z wpq z wpq
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korekce dvou barev - p¥ipad 3

uzel a ma dvé €erné barvy
bratr ¢ uzlu a a jeho pravy syn e maji €ernou barvu, levy syn d je

cerveny

e proved pravou rotaci kolem bratra ¢ uzlu a

e vymén barvy mezi plivodnim a novym bratrem uzlu a, t.j. mezi uzly
dac

e pokraluj ptipadem 4

= pokraluj
pf¥ipadem 4

'z w p q!

. ROTATE RIGHT Pq P
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korekce dvou barev - pfipad 4

uzel a ma dvé €erné barvy
bratr ¢ uzlu a ma ¢ernou barvu, jeho pravy syn e ma €ervenou

barvu

e proved levou rotaci kolem otce b uzlu a
e uzel ¢ dostane barvu uzlu b
e uzel b dostane ¢ernou barvu z uzlu a

e uzel e zméni barvu na &ernou

zw op q Xy z w X'y z w
ROTATE_LEFT
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PORADI (RANK) PRVKU

problém ranku
e mnoZina A obsahujici n vzajemné riiznych &isel
e Cislo x € A ma rank i pravé kdyz v A existuje presné j — 1 Cisel
mensich nezx

jak efektivné urdit rank prvku?
e jestlize prvky A jsou uloZené v poli, tak v &ase O(n) miZeme najit
¢islo s rankem / a uréit rank daného &isla

Iz

existuje efektivngjsi Feseni”
e pfi pouziti erveno Cernych stromi dokaZeme oba problémy vyfesit
v &ase O(log n)
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v 7 v

ROZSIRENiIi CERVENO CERNYCH STROMU

pozadujeme
o efektivni implementaci standardnich operaci nad &erveno &ernym
stromem

o efektivni implementaci operace RB_SELECT(x, /), kterd najde i-ty
nejmensi kli¢ v podstromé s kofenem x

o efektivni implementaci operace RB_RANK( T .x), kterd ur&i rank
klice uloZeného v uzlu x

jestlize strom obsahuje uzly se stejnymi kli¢i, tak rankem klice je poradi
uzlu v INORDER uspoFadani uzli stromu
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PRINCIP

ke kazdému uzlu x p¥idame atribut x.size, ktery udava pocet (vnit¥nich)

uzll v podstromé s kofenem x, vletné uzlu x

x.size = x.left.size + x.right.size + 1

NIL NIL

NIL NIL NIL NIL NIL NIL
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VYHLEDANI KLICE S DANYM RANKEM

RB_SELECT(x, /)
r + x.left.size + 1

~

2 if i = r then return x
3 else if i < r then return RB_SELECT(x./eft, i)
4 else return RB_SELECT(x.right, i — r) fi fi

e pocet uzli v levém podstromu uzlu x navySeny o 1 (r) je presn&
rank kli¢e uloZeného v x v podstromé s kofenem x

e kdyz i = r, tak x je hledany uzel

e kdyz i < r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachazi v levém podstromé uzlu
X a je i-tym nejmensim kli¢em v tomto podstromé

o kdyz i > r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachdzi v pravém podstromé
uzlu x a jeho pofadi v tomto podstromé je i sniZzené o pocet uzlii

levého podstromu 207



vyhledani klice s danym rankem — slozZitost

e kazdé rekurzivni volani se aplikuje na strom, jehoZ hloubka je o 1
mens{
e hloubka ¢erveno &erného stromu je O(log n)

e slozitost RB_SELECT je O(log n)
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URCENI RANKU DANEHO PRVKU

NIL NIL

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

rank prvku 11

v8echny uzly v levém podstromé uzlu 11

sledujeme cestu od 11 do kotene

jestlize uzel na cesté je levym synem, neméni rank prvku 11

jestlize uzel na cesté je pravym synem, tak on sam jakoz i jeho levy

podstrom obsahuji klite mensi nez 11
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RB_RANK( T, x)

1 r < x.left.size +1
2y X

s while y # T.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r 4 y.p.left.size 4 1 fi
6 y < y.p od

7 return r
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inicializace na za&atku je r rovné ranku x.key v podstromé& s kofenem x
ax=y
iterace e na konci cyklu se vykond y < y.p
e po provedeni cyklu proto musi platit, Ze r je rank x.key
v podstromé s kofenem y.p
e jestlize y je levy syn, tak vSechny kli¢e v podstromé jeho bratra
jsou V&tsi nez x.key a r se neméni
e jestlize y je pravy syn, tak vSechny hodnoty v podstromé jeho
bratra jsou mensi neZ x.key a hodnota r se zvysi o velikost tohoto
stromu plus 1 (kli¢ v uzlu y.p je taky men3i nez x.key)
ukonéeni vypolet konéi kdyZz y = T.root, z platnosti invariantu plyne

korektnost algoritmu
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uréeni ranku daného prvku — slozitost

e po kaZzdé iteraci se snizi vzdalenost y od kofene o 1
e hloubka Zerveno &erného stromu je O(log n)

o sloZitost RB_RANK je O(log n)

212



PRIDANIi NOVEHO UZLU

pridani uzlu postupujeme od kofene do listu, kde vytvofime novy uzel,
pritom se zméni (o 1) pouze velikost podstromi t&ch uzli, kterymi
prochdzime

korekce stromu zména barvy uzlu neméni velikost podstromu
p¥i rotaci se miiZze zménit velikost podstrom{
proceduru LEFT_ROTATE doplnime o p¥ikazy
y.size < x.size a  x.size < x.left.size + x.right.size + 1

LEFT_ROTATE(T, x)

N
>

RIGHT_-ROTATE(T, y)
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ODSTRANENI UZLU

odstranéni uzlu ze stromu
e na pozici odstranéného uzlu se pfesune uzel y
e pro aktualizaci hodnot size prochdzime cestu od plivodni pozice uzlu
y do kofene a kaZdému uzlu na této cesté sniZime hodnotu size o 1
e sloZitost operace se navysi o O(log n)

korekce obarveni stromu
e ke zméné velikosti podstromu miZe dojit p¥i rotaci, aktualizace
hodnot viz p¥idani nového uzlu
e polet rotaci je nejvyse 3, sloZitost se navy3i o O(1)
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B STROMY

B strom je balancovany, v8echny listy maji stejnou hloubku
vnit¥ni uzel stromu obsahuje t — 1 kli¢h a ma t naslednikd

kli¢e ve vnitfnich uzlech stromu zdroven vymezuji t intervali, do
kterych patfi kli¢e kazdého z jeho t podstromi

v databazovych systémech a aplikacich, kde objem zpracovavanych
dat neni moZné uchovavat v operaéni paméti

polet kli¢h uloZenych v uzlu se miZe pohybovat od jednotek po
tisice; cilem je minimalizovat pocet pFistupt na disk

existuji rlizné varianty, podrobnéji viz nap¥. PV(062

Bayer, McCreight 1972

215



STUPEN B STROMU

minimalni stupen stromu je &islo t, které definuje dolni a horni hranici

na pocet kli¢d uloZzenych v uzlu

e kazdy uzel (s vyjimkou kofene) musi obsahovat alespofi t — 1 kli¢i

e kazdy vnit¥ni uzel (s vyjimkou kofene) musi mit alespofi t naslednikd

e kazdy uzel mize obsahovat nejvyse 2t — 1 kli¢i
o kaZdy vnit¥ni uzel mizZe mit nejvySe 2t nasledniki

o uzel, ktery ma presné 2t — 1 kli¢ii, se nazyva plny

e nejjednodussi B strom ma minimdlni stupen 2
e kazdy jeho vnit¥ni uzel ma 2, 3 anebo 4 nésledniky

e obvykle se oznaluje jako 2-3-4 strom
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VYSKA B STROMU

vSechny listy B stromu maji stejnou hloubku

B strom s n > 1 kli¢i a minimalnim stupném t > 2 ma hloubku nejvyse

1

e kofen obsahuje alespori jeden kli¢, vnit¥ni uzel alespon t — 1 kli¢h
e strom ma 1 uzel hloubky 0 (kofen), alespoii 2 uzly hloubky 1,
alespoii 2t uzlii hloubky 2, alespoti 22 uzlii hloubky 3, obecn&

alespoit 2t"1 uzlt hloubky h
h

N> 14 (-1 2 =142t -1)) ¢t

>
[

i=1 i=0
th—1 b
= 142(t—1 =2t"—1
+2(t = 1)(7—)
o z toho t" < 241 ;3 tedy log, t < log, O
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KLICE V B STROMU

o kazdy X ma atributy
x.n - polet kli¢d uloZenych v uzlu x
klice x.keyy, x.keyn, - -+, x.keyy , které jsou uloZzeny v neklesajicim
poradi

x.leaf - booleovskd promé&nnd nabyvajici hodnotu je true pravé kdyz
uzel x je listem stromu
o kaZdy x obsahuje navic x.n + 1 ukazateld

X.C1,X.Coy vy X.Cx.n+1

o klite x.key; definuji intervaly, z kterych jsou kli¢e uloZené v kaZdém
z podstromi; jestlize k; je kli¢ uloZeny v podstromé s kofenem x.c;,
tak plati

ki < x.key1 < ko < x.keys < ... < x.keyx.n < keny1
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OPERACE NAD B STROMEM

o typické aplikace, které vyuZivaji B stromy, pracuji s daty uloZenymi
na externim disku

e pred kazdou operaci, kterd ptistupuje k objektu x, se nejd¥ive musi
vykonat operace DISK_READ(x), kterd zkopiruje objekt do opera&ni
paméti (za pFedpokladu, Ze tam neni)

o symetricky operace DISK_WRITE(x) se pouZije pro uloZeni viech
zmén vykonanych nad objektem x

e kofen B stromu je vZdy uloZeny v operaéni paméti

e asymptoticka sloZitost vSech operaci je imérna hloubce stromu, tj.
O(log n), kde n je potet kli¢d uloZenych v stromu

e z divodu optimalizace poltu pFistupl na externi disk jsou v8echny
operace navrzeny tak, aby se uzel stromu navstivil nejvyse jednou,
tj. v8echny operace postupuji smérem od kofene dolii a nikdy se
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VYHLEDAVANI

e analogicky jako v bindrnim vyhleddvacim stromé, vybirame jednoho
z nasledniki uzlu

e argumentem operace je ukazatel T.root a hledany kli¢ k

o jestlize kli¢ k je v B strom&, operace vréti dvojici (y, i), kde y je uzel
a i index takovy, Ze y.key; = k

e v opaéném pFipadé& vrati hodnotu nil

T .root

BC|lFG|lJUK L] ‘N P|[RS|IVW
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B-TREE_SEARCH(x, k)
1041

2 while i < x.n N\ x.key; < k do

3 i< i+1od

4 ifi <x.n N x.key; = k

5  then return (x, /) fi

6 if x.leaf then return nil

7 else DISKk_READ(x.¢;)

8 return B-TREE_SEARCH(x.¢;, k) fi

pocet DISK_READ operaci je ohrani¢eny hloubkou stromu h

polet opakovéni cyklu 2 - 3 je nejvyse 2t (t je minimalni stupefi B
stromu)

celkova sloZitost je O(th) = O(tlog, n)

221



VYTVORENI PRAZDNEHO STROMU

B-TREE_CREATE(T)

1 x <= ALLOCATE_NODE()
2 x.leaf < true

8 x.n<+0

4 DISK_WRITE(x)

5 T.root < x

celkova sloZitost operace O(1)
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PRIDANI KLICE

e podobné jako u BVS hledame list, do kterého uloZime novy kli¢

e nemiiZeme vytvofit novy list (jako u BVS), protoZe bychom porusili

4

vlastnost minimalniho poctu kli¢h v uzlu

e kli¢ vloZime do existujiciho listu
e kdyZ vlozenim kli¢e dojde k poruseni vlastnosti maximalniho poctu

kli¢a, tak list rozdélime na dva nové listy

e rozdélenim se zvysi polet naslednikli pfedchiidce pivodniho listu

e pokud se tim porusi vlastnost maximalniho poctu naslednikd, tak
musime (rekurzivn&) rozdélit i pfedchidce

e proces rozdé&lovani uzlli se v nejhorsim pfipadé zastavi az v kofeni

stromu
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pridani klice B do listu, ktery neni plny, minimalni stupefi stromu je 3
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pridani klice @ do plného listu, minimalni stupeii stromu je 3
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, minimalni stupen stromu je 4

BN d ) eﬁ‘ eﬁ
x 4 x4

e NW - -NSW -

—_—
y = X.¢ Yy = /

T miml

TiT>2T3T4Ts5TeT7 Ts TiToT3Ty  TsTeT7Tg

‘UX
\|
<f
<H

argumentem operace B-TREE_SPLIT je

e vnit¥ni uzel x, ktery neni plny

e index i takovy, Ze x.c¢; je plny ndslednik uzlu x
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T .root

S
T .root
,
lAlDlFleNﬂ _ > L NP
TiT>2T3T4TsTeT7 Ts T1T2T3T, TsTeT7Tg

e kdyZ potfebujeme rozdélit kofen stromu, tak nejdfive vytvofime
novy, prazdny uzel, ktery se stane novym kofenem stromu

e rozdé&leni kofene zplisobi navyseni hloubky stromu o 1
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B-TREE_SPLIT(x, /)
1 z < ALLOCATE_NODE()

2 Y 4 X.Gj
8 z.leaf < y.leaf
4 zn+—t—1
5 for j=1to t —1do z.key; < y.keyj,: od
¢ if —y.leaf then for j =1 to t do z.¢j < y.cj;; od fi
7yn+—t—1
8 for j = x.n+ 1 downto i + 1 do x.cj;1 + x.¢; od
9 X.Cit1 ¢ Z
10 for j = x.n downto / do x.keyj 1 < x.key; od
11 x.key; < y.key;
12 X.n+x.n+1
13 DISK_-WRITE(y)
14 DISK_WRITE(Z)
15 DISK_WRITE(x)
228



rozdélujeme uzel y (¥adek 2)

kdyz y nenf list, tak ma pted rozdélenim 2t ndslednikid a po
rozdéleni polet jeho naslednikii klesne na t

z je novy uzel (¥ddek 1) a jeho nasledniky tvofi t nejvétsich
naslednik( uzlu y
celkovad sloZitost je O(t)

pocet operaci DISK_-WRITE a DISK_READ je O(1)
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PRIDANI KLICE - OPTIMALIZACE

zakladni varianta

rozdéleni uzlu zpiisobi navySeni po¢tu nasledniki predchiidce
rozdélovaného uzlu

pokud se tim porusi vlastnost maximalniho poétu nasledniki, tak
musime (rekurzivn&) rozd&lit i pfedchiidce

proces rozdélovani se v nejhor§im p¥ipadé& zastavi az v koFeni stromu

(optimalizace poctu pFistupii na disk!!!)
rozdélovani mlze nastat pouze u téch uzll, které jsou plné
a to tak, Ze kazdy ze dvou novych uzll dostane t — 1 kli¢l a jeden
kli¢ se pfesune do jejich otce
korektnost postupu je garantovdna, protoZe predchiidce
rozdélovaného uzlu neni plny 230



pridani klice L - prochazime ptes plny uzel
minimalni stupen stromu je 3
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B-TREE_INSERT( T, k)
1 r< T.root

2ifrn=2t-1

3 then s <~ ALLOCAT_NODE()

T.root < s

s.leaf < false

s.n<0

S.C1 < r

B-TREE_SPLIT(s, 1)
B-TREE_INSERT_NONFULL(S, k)
10 else B-TREE_INSERT_NONFULL(r, k)
11 fi

© % RN @ A

o tadky 3 - 9 Yesi plny koFen stromu

e na konci se vold procedura B-TREE_INSERT_NONFULL, kterd vloZi kli¢ do
stromu, jehoZ kofen neni plny
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B-TREE_INSERT_NONFULL(x, k)
104 Xx.n
2 if x.leaf
3 then while i > 1 A x.key; > k

4 do x.keyji1 < x.key;

5 i< i—1od

6 x.keyiy1 +— k

7 x.n<x.n+1

8 Disk_WRITE(x)

9 else while i > 1 A x.key; > kdo i+ i—1 od
10 i+—i+1
11 Disk_READ(x.c;)
12 if x.ci.n =2t — 1 then B-TREE_SPLIT(X, /)
13 if x.key; < k then j <— i+ 1 fi fi
14 B-TREE_INSERT_NONFULL(x.¢j, k)
15 fi
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e pocet operaci DISK_WRITE a DISK_READ je O(h)
(vZdy jenom jedna mezi dvéma volanimi
B-TREE_INSERT_NONFULL)

o celkova sloZitost je O(th) = O(tlog, n)

e procedura B-TREE_INSERT_NONFULL je tail - rekurzivni, a proto je
polet uzlll, které musi byt uloZeny v operaéni paméti, konstantni
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ODSTRANENI KLICE

o jestlize se kli¢ uréeny k odstranéni nachazi v listu, odstranime ho

e jestlize se kli¢ uréeny k odstranéni nachdazi v uzlu, ktery neni listem,
nahradime ho jeho ndslednikem (resp. predchiidcem) a ndslednika
(resp. pfedchiidce) odstranime z listu ve kterém se pivodn& nachazel

samotné mazani kli¢e se realizuje v listu
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odstranéni klice k z listu x
list x obsahuje alespoii t kli¢i anebo je kofenem stromu

e kli¢ k odstranime
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list x neni kofenem a obsahuje pfesné t — 1 kli¢d

po odstranéni kli¢e k klesne pocet kli¢h v x pod minimum t — 1
vezmi toho bratra y uzlu x, ktery ma vice kli¢i
vytvof seznam obsahujici kli¢e z uzl( x a y a navic ten kli¢ z otce p

uzlu x, ktery tvoFi hranici mezi x a y

sy o

jestlize seznam obsahuje alespori 2t — 1 kli¢i

e seznam rozdélime na 3 &asti: Left, Middle a Right, kde Middle je median
seznamu, Left jsou klite mensi nez median a Right kli¢e v&tsi neZ median

e kli¢ Middle vratime do otce p, ze kterého jsme predtim odebrali hrani¢ni kli¢
o kli¢e Left vloZime do uzlu x, klite Right do y e uzly x a y maji alesponi

/v o

t — 1 kli¢d, polet kli¢h v uzlu p zlstal nezménény

jestlize seznam obsahuje 2t — 2 kli¢d

e uzly x a y nahradime jedinym uzlem obsahujicim vSechny kli¢e seznamu

e novy uzel ma povoleny pocet kli¢h

e otec p ma poclet kli¢h o 1 niZ&i neZ plvodn&

e v pFipadg, Ze polet kli¢h v uzlu p klesl pod minimalni hranici t — 1,
opakujeme (rekurzivn&) postup pro uzel p 7



ODSTRANENI KLICE - OPTIMALIZACE

motivace
e po odstranéni kli¢e z listu miZe klesnout pocet kli¢h listu pod

minimalni hranici t — 1

e upravime strom tak, aby kazdy uzel obsahoval alespori t — 1 kli¢h

e miiZe nastat situace, Ze pfi Upravé stromu musime projit od listu az
ke kofeni stromu (napF. kdyZ vsechny uzly na cest& od koFene do
listu obsahujiciho kli¢ maji stuperi pFesné t)

e podobné jako pfi vkladani kli¢e optimalizujeme proces odstranéni
kli¢e tak, abychom minimalizovali pocet pFistupl na disk

e pFi vyhledavani klice k, ktery ma byt odstran&n, postupujeme od
kofene smérem dolii
o vZdy, kdyZ prochazime pres uzel, ktery ma presné t — 1 kli¢h, tak
udélame takovou korekci, kterad zvysi polet kli¢d v uzlu na t
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postupn& prechazime uzly stromu od koFene; necht x je aktudlni uzel

e jestlize strom neobsahuje kli¢ k tak ukonéi vypocet

e jestlize x obsahuje kli¢ k, odstrafi k z listu x

e jestlize x obsahuje p¥edchiidce resp. ndslednika k" klite k, tak
nahrad kli¢ k klitem k' a odstrafi k" z listu x

e zapamatuj si uzel x; po dosaZeni listu kli¢ k nahradi jeho naslednik
nebo predchidce

e necht y (z) je syn uzlu x takovy, %e v podstromu s kofenem y (z)
leZi pfedchidce (naslednik) kli¢e k

° jestlize y resp. z ma alespon t kli¢h, tak aktudlni uzel se zmé&nfi
na y resp. z

° v opatném pripadé p¥esuii do uzlu y kli¢ k a v8echny kli¢e z uzlu

z, aktudlni uzel se zméni na y 930



necht y je syn uzlu x takovy, Ye k musi byt v podstromu s kofenem

y

jestlize y obsahuje t — 1 kli¢d a jeho pravy nebo levy bratr
obsahuje alespon t kli¢h, tak zvy$ pocet kli¢h v y a to tak, Ze
presunes kli¢ z x do y, ptesunes kli¢ z bratra do y a pfesunes
ptislusny ukazatel na naslednika z bratra do y

jestlize y i jeho jeho pravy a levy bratr obsahuji jen t — 1 kli¢d,
tak pfesuii do y jeden kli¢ z x a vSechny kli¢e z jednoho z bratri

aktualni uzel se zméni na y
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odstranéni klice F — p¥ipad 1
minimalni stupen stromu je 3
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odstranéni klite M — pf¥ipad 2a
minimalni stupen stromu je 3
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odstranéni klice G — p¥ipad 2b
minimalni stupen stromu je 3
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odstranéni kli¢e B — p¥ipad 3a
minimalni stupen stromu je 3
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odstranéni klite Z — p¥ipad 3b
minimalni stupen stromu je 3
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odstranéni klite D — p¥ipad 3b
minimalni stupen stromu je 3
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e v pripadé, Ze se odstrafiovany kli¢ nachazi v listu, procedura
prochazi od kofene k listu bez nutnosti navratu

e v pFipadé, Ze se kli¢ nachazi ve vnitfnim uzlu, tak procedura
postupuje od kofene k listu s moZnym ndvratem do uzlu, ze kterého
byl kli¢ odstranén a nahrazen svym predchiidcem anebo ndslednikem
(p¥ipady 2a, 2b)

e pro kazdy uzel se vykona nanejvys jedna operace DISK_WRITE a
jedna operace DISK_READ

o celkova sloZitost operace je O(th) = O(t log, n)
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B+ STROMY

e kli¢e jsou uloZeny pouze v listech
e zfetézeni listl zachovava potadi kli¢i

e vnitini uzly B+ stromd indexuji listy

vyhody a nevyhody

e kli¢ v B stromé& se najde pred dosaZenim listu

e vnitfni uzly B stromi jsou vétsi, do uzli se proto miZe uloZit méné
kli¢d a strom je hlubsi

e operace vkladani a odstrafiovani klice z B stromu jsou
komplikovang&jsi

e implementace B stromu je ndro¢né&jsi nez implementace B+stromu
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HaSovani



SLOVNIK

dynamicky datovy typ pro reprezentaci mnoziny objekti s operacemi
INSERT(S, x) do mnoZiny S p¥ida objekt x

SEARCH (S, x) zjisti, zda mnoZina S obsahuje objekt x

DELETE (S,x) z mnoZiny S odstrani objekt x

vhodné datové struktury pro implementaci slovniku

seznam v8echny operace maji sloZzitost O(n) (n je mohutnost mnoZiny S)

vyhledavaci strom se dd pouZit za predpokladu, Ze objekty maji klig,
které se daji vzajemné porovnavat; p¥i pouziti vyvazeného stromu je
sloZitost operaci O(log n)

cil: sloZitost vSech operaci
v nejhordim p¥ipadé ©(n)
v otekdvaném pripadé O(1)
249



HaSovani

P¥imé adresovani



PRIME ADRESOVANI

o kazdy prvek reprezentované mnoziny prvkd ma pfifazen kli¢ vybrany
z univerza U ={0,1,...,m—1}

e zadné dva prvky nemaji ptifazeny stejny klic

e pole T[0...m—1]
e kazdy slot (pozice) v T odpovidd jednomu kli¢i z U
e kdyZ reprezentovand mnoZzina obsahuje prvek x s klicem k, tak
T[k] obsahuje ukazatel na x
e v opatném ptipadé je T[k| prazdné (nil)

o sloZitost operaci je konstantni

250



LU
univerzum

Klice)

(aktudlni
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vyhody

e konstantni sloZitost vSech operaci

e jednoduchd implementace

nevyhody

e v pripadg, Ze univerzum U je veliké, tak uchovavani tabulky velikosti

univerza je neefektivni resp. nemozné

e v pfipadé&, Ze mnozina aktudln& uloZzenych kli¢d je mald ve srovnani
s velikosti univerza, tak vétsi ¢ast paméti alokované pro tabulku T
je nevyuzita

e problém objekti se stejnym kli¢em
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HASOVACI TABULKA

e v pFipadé&, Ze mnoZina aktudln& uloZenych kli¢h K je vyrazné mensi
neZ U, vyuZivd hasovaci tabulka vyrazné méné paméti, neZ tabulka
s pfimym pf¥istupem

e pottebny prostor se da redukovat aZ na ©(|K])

e sloZitost operaci ziistava konstantni aviak v ocekdvaném (a ne
v nejhorsim) ptipadé

primé adresovani prvek x s klicem k uloZi v tabulce na pozici

hasovani prvek x s klicem k uloZi v tabulce na pozici

e hje funkce h: U — {0,1,...,m—1}

e h se nazyva
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hasovaci tabulka - problémy k ¥eSeni

FesSeni kolizi

kolize = dva anebo vice kli¢h zahaSujeme na stejnou pozici
pro x # y je h(x) = h(y), x a y maji stejny otisk

o zietézené hadovani (chaining)

e oteviend adresace (open adressing)

vybér hasSovaci funkce

e minimalizovat pocet kolizi

o efektivni vypolet funkce
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VLASTNOSTI HASOVACICH FUNKCI

problém ani nejlepsi hasovaci funkce negarantuje dobré chovani hasovani
v ptipadé, Ze klice urené k zahaSovani jsou vybrany tim nejhor$im
moZnym zplsobem
(miZeme si pFedstavit dtocnika, ktery poznd nds haSovaci program a
hasovaci funkci a na zakladé toho dokaZe vybrat takové klice, které se
zahasuji na stejnou pozici, viz analogii s vybérem pivota pro Quicksort)

reseni pfi kazdém pouZiti haSovaciho programu vybereme ndhodné jinou
haSovaci funkci ze zvolené mnoZiny hasovacich funkci

slozitost volba mnoZiny ha%ovacich funkci a zplisob vyb&ru haSovaci
funkce urluji slozitost (v nejhorsim i otekdvaném pfipadg)
jednotlivych operacfi
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mnoZina H haSovacich funkci z U do {0,1,...,m —1} je

uniformni kdyZ pro uniformné& vybranou funkci z H a kazdy kli¢ je
pravdépodobnost zahaSovani klice na kaZzdou z pozic tabulky stejna,

Praey[h(x) =i] = % pro kazdy kli¢ x a pozici i
univerzalni kdyz pro kaZdou dvojici kli¢d je pravdép. kolize co nejmensi
Prhpe[h(x) = h(y)] < % pro kaZdou dvojici kli¢d x # y
téméF univerzalni

2
Prhey[h(x) = h(y)] < — pro kazdou dvojici klitd x # y
m

k-uniformni kdyZ pro kazdych k vzajemné rliznych kli¢d xy...., x, a
hodnot i1, ..., ik je pravdépodobnost kolize stejna
: 1

PfheH[/\ h(xj) = ij] = K
Jj=1 256



HaSovani

Zietézené hasovani



o kazdd polozka tabulky obsahuje (ukazatel na) seznam prvki
zahaSovanych na stejnou pozici

e seznam je prazdny pravé kdyZz zadny prvek nebyl zahaSovany na
danou pozici

e vkladani prvku x do hasovaci tabulky T se realizuje jako p¥idani
prvku na zatatek seznamu T [h(x.key)]

e prvek x vyhleddvdme v seznamu T[h(x.key)]

e prvek x odstranime vymazdnim ze seznamu T [h(x.key)]
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zifetézené hasovani — slozitost

necht /(x) oznatuje délku seznamu T[h(x)] kli¢h zaha%ovanych na pozici

h(x)

sloZitost v nejhorsim ptipadé
INSERT konstantni (za pFedpokladu, Ze vkladany prvek neni v tabulce)

SEARCH konstantni sloZitost vypoctu h(x) plus konstantni sloZitost za
kazdy prvek seznamu T [h(x)], celkov& O(1 + /(x))

DELETE (asymptoticky) stejna jako sloZitost SEARCH (za pFedpokladu
dvousmérného seznamu)

slozitost v o¢ekdavaném pripadé
zaleZi od vybéru hasovaci funkce
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zifetézené hasovani — ocekavana sloZitost

e je Umé&rnd otekavand délce E[/(x)| seznamu T[h(x)]

e pro kazdou dvojici kli€d x, y necht C, je ndhodni promé&nna,
Cry = 1 kdyZ h(x) = h(y) a Cy,y = 0 kdyZ h(x) # h(y)

o délka seznamu je rovna pottu kolizi, /(x) = >_ 7 Cxy

o kdyZ h je vybrana uniformné z univerzalni mnoZiny haovacich

funkci, tak
1 —
E[Cey] = Pr[Cey =1 =4 P77
1/m jinak
) =S ElG =3 ==
4 m m
yeT yeT

e hodnotu n/m nazyvdme faktor naplnéni, oznalujeme «
o pro témé¥ univerzalni funkce je E[/(x)] < 2«
e misto seznamu muiZeme pouZit jinou datovou strukturu, napt.

vyvédzeny bindrni vyhledavaci strom
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HaSovani

Ptiklady haSovacich funkci



METODA DELENI

predpoklad: kli¢em je &islo

vyhody
e rychlost

nevyhody — zavislost na volbé m
e pro m = 2P je hodnota h(k) vzdy p nejprav&jsich biti z k
e kdyz k je znakovy Fetézec interpretovany pFi zdkladé 2P, tak
hodnota m = 2P — 1 neni vhodna, protoZe po permutaci Fetézce se
hodnota haSovaci funkce nezméni

e dobrou volbou pro m je prvodislo

pFiklad: m = 20, k = 91 = h(k) =11
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METODA BINARNIHO NASOBENI

e predpoklad: univerzum je U mnoZina binarnich &isel délky w
e predpoklad: velikost tabulky je mocninou dvojky, m = 2P

e cilem je zahaSovat w-bitové &isla na p-bitové &isla

pro zvolenou konstantu A, 0 < A < 1,

Mnozina funkcii ha,pro 0 < A < 1, je témér univerzalni,
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=|m(kA mod1)]

1. vynasob kli¢ k konstantou A a ze soulinu vezmi desetinnou &ast

2. vysledek vynasob &islem m a ze soulinu vezmi celou &ast
jestlize zvolime A tvaru s/2%

e vyndsobime &isla k a s

o vysledkem ndsobeni je 2w bitové &islo, kde r; je celoliselnd &ast
soutinu kA a ry je desetinnd &ast soulinu (viz obrdzek)

e pro dalsi vypolet potfebujeme pouze ry

e potfebujeme celou &ast soudinu &isel pa m

e protoze m = 2P, ndsobeni znamena posun o p bitl doleva
e ve skuteénosti nemusime viibec ndsobit a sta&i vzit p

nejvyznamnéjsich bitd &isla rg
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metoda binarniho nasobeni — pfiklad

e w=5 m=8w=3
e hasujeme kli¢ k =21
o vybirdme konstantu 0 < A < 1 tvaru s/2%, vybereme A = 13/32

vypotet ha(k) podle vzorce ha(k) = |m (k A mod 1)|
o kA=121-13/32=28%
e kA mod 1=17/32
o m(kA mod 1) =8-17/32 = 4}
o [m(kA mod 1)| =4 = ha(k)

implementace

o ks=21-13=273=8-25+17

e rn =8, g = 17; bitovy zapis ry je 10001

e vezmeme p = 3 nejvyznamnéjsi bity rp, tj. 100
ha(k) =4

264



METODA NASOBENI

e zvolime prvolislo p takové, Ze zadny kli¢ neni vétsi nez p
e pro libovolnd &isla a € {1,2,...p—1} a b€ {0,1,...p— 1}

definujeme ha%ovaci funkci predpisem

hap(k) = ((ak + b) mod p) mod m)

e mnozina H ={hp:a€{1,2,...p—1},b€{0,1,...p—1}} je
univerzalni mnoZinou hadovacich funkci

presné diikazy tvrzeni jako i dalsi podrobnosti tykajici se univerzalniho hasovani
Jsou v literature, napF. v. monografii T. Cormen, Ch. Leiserson, R. Rivest, C.

Stein: Introduction to Algorithms. Third Edition. MIT Press, 2009
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KLICE JAKO PRIROZENE CiSLA

o vé&tsina haSovacich funkci je navrZend pro univerzum - mnoZinu

pFirozenych &isel N

o kdyz kli¢e nejsou pfirozend ¢isla, miizeme je interpretovat jako
ptirozena &isla pouzitim vhodného kédovani

iimtkovy Fetézec interpretujeme jako &islo (ve vhodné zvolené &iselné soustavi)
o Yetézec CLRS

e ASCIl hodnoty: C =67, L =76, R=282,S =83

e mame 128 ASCII hodnot, volime proto &iselnou soustavu se zdkladem 128

o CLRS interpretujeme jako (67 - 128%) 4 (76 - 1282) + (82 - 128') + (83 - 128°)
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HaSovani

Oteviena adresace



OTEVRENA ADRESACE

o vSechny kli¢e ukladame p¥imo do tabulky, pocet kli¢h nemiZze
presdhnout velikost tabulky

e pfi vyhleddvani se systematicky zkoumaji pozice tabulky, dokud nenf
nalezen hledany kli¢ nebo neni jasné, Ze v tabulce neni

e nepotfebujeme seznamy a ukazatele, misto nich se poditd sekvence
pozic v tabulce, které maji byt prozkoumany (tzv. sondovani)
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hasovaci funkce je typu

h:

Ux{0,1,....m—1} = {0,1,....,m—1}

pro kazdy kli¢ potfebujeme posloupnost

(h(k,0), h(k,1),...h(k,m—1)), kterd je permutaci posloupnosti
(0,1,...,m—1)

kazd4 pozice tabulky obsahuje bud kli¢, anebo hodnotu nil

pri
[ )
[ )
[ ]

hledani klice k

promé&nnd i je rovna pofadovému &islu testu

inicialni hodnota 7 je 0

vypotitame hodnotu h(k, i) a testujeme obsah pozice h(k, i)

kdy? pozice h(k, i) obsahuje kli¢ k, vyhleddvanf je lsp&sné

kdyZ pozice h(k, i) obsahuje hodnotu nil, vyhleddvanf( je nedsp&sné
(tabulka neobsahuje kli¢ k)

kdy? pozice h(k, i) obsahuje neprdzdnou hodnotu riiznou od k, tak
zvy$ime poradové &islo testu a vypolitdme novou pozici v tabulce jako
funkci k a poradového &isla testu a kli¢ hleddme pomoci této nové

hasovaci funkce 268



e analogicky jako p¥i vyhleddvani najdeme volnou pozici v tabulce

o vkladani skonéi tispéchem kdyZ je nalezena volna pozice, na kterou

se kli¢ vlozi

o kdyZ pocet testi dosdhne m, tak vkladani konéi netispéchem
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o vyhleddme kli¢ k v tabulce, necht se naléza na pozici j

e miZe nastat situace, Ze po odstranéni klice k budeme v tabulce
vyhleddvat kli¢ k/, ktery je v tabulce uloZen, a v priib&hu jeho
vyhledavani budeme zkoumat i pozici j

e kdyZz bychom na pozici j vloZili hodnotu nil, tak bychom pfi
nasledném vyhledavani klite k’ dostali nesprdvny vysledek

FeSeni

e misto hodnoty nil pouZijeme specidlni hodnotu DELETED
e operace INSERT povazuje pozici s hodnotou DELETED za prazdnou

e operace SEARCH povazuje pozici s hodnotou DELETED za
obsazenou, ale obsahujici jinou hodnotu nez hledany kli¢
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nejéastéji se pouzivaji k vypoctu sekvence sond t¥i techniky

e linedrni adresace (linear probing)
o kvadratickd adresace (quadratic probing)

e dvojité hadovani (double hashing)
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OTEVRENA ADRESACE - LINEARNI

vyuZivd pomocnou haovaci funkci #': U — {0,1,...,m— 1}

e pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T[H (k)], pak pozice
T[W(k)+1], ..., T[m—1] a pak zase od T[0] az k T[W (k) — 1]
e problémem je tzv. primdrni shlukovani, které mize vyrazné zvysit

sloZitost operaci
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OTEVRENA ADRESACE - KVADRATICKA

vyuZivd pomocnou hadovaci funkci ' : U — {0,1,...,m—1} a
pomocné konstanty c1, ¢ # 0

e pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T[H (k)], dale pak
pozice posunuta o offset zavisly kvadratickym zplsobem na potadi
sondy

e kvadratickd adresace je obvykle lepsi nez linedrni

e problémem je vhodny vybér konstant ¢; a ¢ a velikosti tabulky m

e kdyz dva kli¢e jsou primdrné zahasovany na stejnou pozici protoze
W (k1) = W (k2), tak maji stejnou celou posloupnost sond - tzv.

sekundarni shlukovani
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OTEVRENA ADRESACE - DVOJITE HASOVANI

vyuZzivd dvé pomocné haSovaci funkce hy, ho

o pro dany kli¢ je nejdfive prozkoumana pozice T[h1(k)], nasledujici
pozice je posunuta o offset hy(k) mod m

o hodnota hy(k) musi byt nesoud&Ind s velikosti haSovaci tabulky m,
aby byla prohleddna cela tabulka

e vhodnou volbou je vzit m jako mocninu 2 a navrhnout h, tak, Ze
vysledkem bude vZdy liché &islo, nebo

e zvolit m jako prvodislo a navrhnout hy tak, Ze vysledkem bude vzdy
kladné &islo < m

o dvojité hasovani je lepéi neZ kvadratické, protoZe generuje ©(m?)
posloupnosti sond misto ©(m) jako kvadraticka adresace
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OTEVRENA ADRESACE - SLOZITOST

Pro hasovaci tabulku s otevfenou adresaci s faktorem naplnéni
a =n/m <1 je otekdvany polet sond pfi hledani nejvyse
1/(1 — «) a to za predpokladu pouZiti uniformnich ha%ovacich funkci.

Pro haSovaci tabulku s otevfenou adresaci s faktorem naplnéni
a =n/m <1 je otekdvany polet sond pfi hledani nejvyse
iln ﬁ a to za predpokladu pouZiti uniformnich hasovacich funkci.
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HaSovani

Kukacdéi hasovani



KUKACCIi HASOVANI (CUCKOO HASHING)

e pro haSovani se pouzivaji dvé tabulky velkosti m a dvé hasovaci
funkce hi, hp : U — {0,1,...m—1}

e hledanf klice ma konstantni sloZitost, protoZe stali otestovat dvé
pozice

e odstranéni klice ma konstantni sloZitost, analogicky jako jeho hledanf{

e pFi vkladani nového klice k se pouZije hladovd strategie: nejdFive se
pokusime vlozit kli¢ k na pozici hi(k)

o kdy? je pozice hy(k)obsazena, tak kli¢ y uloZeny na pozici hy(k)
presuneme do druhé tabulky na jeho alternativni pozici ha(y)

e proces opakujeme a pfepindme se mezi tabulkami dokud nenajdeme
volnou pozici, anebo se proces zacykli

R. Pagh, F. Rodler: Cuckoo hashing. Journal of Algorithms 51 (2004) 122 - 144



HaSovani

Dokonalé hasovani



DOKONALE HASOVANI (PERFECT HASHING)

e hasovani, které ma konstantni sloZitost i v nejhors§im p¥ipadé
e predpokladem je statickd mnoZina kli¢i
e vyuziva dvé trovné hasovani
prvni Groven
o zfetézené haSovani
o velikost tabulky je linearni vici poctu kli¢a
druha droven
e misto seznam{i pouZijeme sekundarni haSovaci tabulky S; s
asociovanou haSovaci funkci h;, pfic¢emZ vhodnym vyb&rem miiZzeme
zajistit, aby na druhé drovni nebyly Zadné kolize
o velikost m; tabulky S; je kvadratickd vii¢i poctu kli¢i zahaSovanych
na pozici j

predpokladem pro dosaZeni konstantni sloZitosti je vhodny vybér
hasovacich funkci! 277



Cast IV

Grafové algoritmy
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Prizkum grafa a grafova souvislost



GRAF A JEHO REPREZENTACE

graf G = (V,E) _ )
e orientovany / neorientovany

e ohodnocené hrany / vrcholy

e jednoduché / ndsobné hrany

reprezentace grafu
e seznam nasledniki

e matice sousednosti

sloZitost grafovych algoritmi je funkci poétu vrcholl a hran
pouzivame zjednoduZenou notaci, napt. O(V + E) resp. O(n + m)
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MATICE SOUSEDNOSTI

1234 1234
O—2) 1ffo11o0 O—(2) 1ffo11o0
' 2011010 ' 210000
311101 30100
OO 4/0010 OO0 40010

e matice A = (aj;) rozmérii |V| x | V|, kde

1 pokud (i,j) € E

a; =
Y 0 jinak

prostorova slozitost: ©(V?)

vhodné pro husté grafy

Casova sloZitost vypisu viech sousedl vrcholu u je ©(V)

Casova sloZitost ov&Feni zda (u,v) € E je ©(1)
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SEZNAM NASLEDNIKU

o pole Adj velikosti | V|, seznam pro uloZeni viech nésledniki vrchola

e prostorova sloZitost: O(V + E)

e vhodné pro ¥idké grafy

e lasovi sloZitost vypisu viech sousedi vrcholu u je ©(deg(u))
(deg(u) je stupefi vrcholu u)

o Casova sloZitost ovéfeni zda (u,v) € E je O(deg(u))

varianta: pouZit misto seznamu jinou datovou strukturu podporujici vyhledavani,
vkladani a odebirani, nap¥. vyhledavaci strom, haSovaci tabulka
281



SROVNANI

matice seznam haSovaci

sousednosti nasledniki tabulka

test {u,v} € E 0(1) o) 0(1)

test (u,v) € E o(1) o(V) 0(1)

seznam soused( vrcholu v o(v) O(1 + deg(v)) | O(1 + deg(v))
seznam hran o(v?) O(V +E) O(V +E)

pridani hrany 0(1) 0(1) o))"
odstran&ni hrany 0(1) o(v) o)*

* ofekdvana sloZitost
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Prizkum grafii a grafova souvislost

Prizkum grafu



PRUZKUM GRAFU

pro dany graf G a vrchol s je cilem
e navstivit v8echny vrcholy grafu dosaZitelné z vrcholu s, resp.

navstivit viechny vrcholy grafu
e prizkum realizovat maximaln& efektivng, tj. se sloZitosti O(V + E)
(vyhnout se opakovanym nadvstévam)
zakladni zpisoby prizkumu grafu
e do Sitky
e do hloubky

Jjaké dalsi informace o grafu zjistime v priibéhu prizkumu?
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PRUZKUM GRAFU DO HLOUBKY

Theseus si pfed bludistém uvaZe jeden konec nité na strom a vstoupi dovnitF.
Na prvni k¥iZovatce (vrcholu) si vybere jednu moZnou cestu (hranu) a projde po
ni do dalsiho vrcholu. Aby Theseus nemél zmatek v tom, které hrany uZ prosel,
tak si vSechny hrany, které prochazi oznacuje k¥idou — a to na obou koncich.

V kaZdém vrcholu, do kterého Theseus dorazi, provede nasledujici:

o Pokud na zemi najde poloZenou nit, tak vi, Ze uZ ve vrcholu byl, a Ze se do
né&j pFi namotdvani nité& zase vrati. OdloZi tedy dalsi prozkoumavani tohoto
vrcholu na pozdéji, provede Eelem vzad a zagne namotdvat nit na klubko. To
ho dovede zpatky do predchoziho vrcholu.

o Pokud na zemi Z3dnou nit nenajde, tak se vyda prvni moZnou neproslou
hranou. Pokud by takovd hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkouman.
V tom pFipadé Theseus neztrici &as a zaéne namotdvat nit na klubko. Tim se

dostane zpatky do pFedchoziho vrcholu.

Timto postupem prozkoumda celé bludisté a vrati se do vychoziho vrcholu.
284

Jakub Cerny: Zikladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka


http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka

implementace

kifida proménnd oznalujici jestli jsme hranu prosli

klubko PoloZend nit vyznaduje cestu z vychoziho do aktudlniho vrcholu,
cestu si pamatujeme jako posloupnost vrcholi na této cesté. Pro
uloZeni cesty pouZijeme zdsobnik. Odmotavani nité odpovidd p¥idani
vrcholu do zadsobniku. Namotdvani nité pfi navratu zpét odpovida
odebrani vrcholu ze zasobniku.
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PRUZKUM GRAFU DO SIiRKY

Tento priichod (prohledani grafu) si miZeme pFedstavit tak, Ze se do vychoziho
vrcholu postavi miliarda trpaslikii a vSichni nardz zatnou prohledavat graf. KdyZ
se cesta rozdéli, tak se rozdéli i dav Fitici se hranou. PFedpokladame, Ze vsechny
hrany jsou stejné dlouhé. Graf prozkoumdvame ,,po vindach”. V prvni viné se
vsichni trpaslici dostanou do vrcholl, dokterych vede z vychoziho vrcholu hrana.
V druhé viné se dostanou do vrcholi, které jsou ve vzdalenosti 2 od vychoziho
vrcholu. Podobné v k-té viné se vsichni trpaslici dostanou do vrcholii ve
vzdalenosti k od vychoziho vrcholu. Kviili témto vinam se nékdy priichodu do

Sitky Fika algoritmus viny.

implementace
V potitadi viny nasimulujeme tak, Ze pFi vstupu do nového vrcholu
uloZime v8echny s nim sousedici vrcholy do fronty. Frontu pribézné

Zpracovavame. 286



Prizkum grafu do $itky a do hloubky se li§i pouze pouZzitim
fronty a zdsobniku.
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Prizkum grafii a grafova souvislost

Prazkum do Sitky



PRUZKUM DO SiRKY - STRATEGIE

cilem je prozkoumat vSechny vrcholy dosazitelné z daného vrcholu s

postupujeme od inicidlniho vrcholu s po vrstvdch

Lo = {s}

L1 = v8echny vrcholy, do kterych vede hrana z s

L> = v8echny vrcholy, které nepatfi do Lg ani do L; a vede do nich
hrana z vrcholu patticiho do L

Li+1 = v8echny vrcholy, které nepatfi do zddné z p¥edchazejicich
trovni a vede do nich hrana z vrcholu patficiho do L;

implementace

pouZiti fronty

e atribut, ktery indikuje, zda vrchol jiz byl objeven (=vloZen do fronty)
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BFS(G,s)

1 foreach u € V' \ {s} do w.visited < false od
2 s.visited < true

3 Q<10

4 Enqueue(Q, s)

5 while Q # 0 do

6 u < Dequeue(Q)

7 foreach v € Adj[u] do

8 if not v.visited

9 then v.visited < true
10 Enqueue(Q, v) fi
11 od

12 od
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PRUZKUM DO SIiRKY - SLOZITOST

e operace vloZeni a odstranéni vrcholu z fronty maji konstantni
sloZitost, kaZzdy vrchol je ve front& maximalné jednou; celkové O(V)

e seznam naslednikid kazdého vrcholu se prochazi maximaln& jednou;
prizkum hrany m3 konstantni sloZitost; celkové O(E)

e inicializace ma sloZitost ©(V)
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PRUZKUM DO SiRKY - ATRIBUTY VRCHOLU V

v priib&hu vypottu je vrchol postupné objeven (je za¥azen do fronty)

a prozkouman (v8echny sousedici vrcholy jsou objeveny)

vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosazitelny z inicidlniho
vrcholu a byl jiZz prozkouman

vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho
vrcholu, byl jiZ objeven, ale nebyl jesté prozkouman

vrchol ma bilou barvu pravé kdyz neni dosaZitelny z inicidlniho
vrcholu anebo jesté nebyl objeven

vrchol, ze kterého byl vrchol v objeven

délka (potet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven

201
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BFS(G,s)
1 foreach v € V' \ {s}

2 do u.color + white; u.d < oco; u.m < nil od
8 s.color < gray; s.d < 0; s.w < nil
4 Q<10

5 Enqueue(Q,s)

6 while Q # 0 do

7 u < Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.color = white
10 then v.color < gray
11 v.d+—ud+1
12 V. U
13 Enqueue(Q, v) fi

1 od
15 u.color < black

16 od 293



BFS A DELKA NEJKRATSI CESTY

Délka nejkratsi cesty z s do v v neohodnoceném grafu, zna&ime (s, v),
je definovana jako minimalni podet hran na cesté z s do v. Kdyz
neexistuje zddna cesta z s do v, tak (s, v) = oo.

Nejkratsi cestou z s do v je kazdd cesta z s do v kterd ma d(s, v) hran.

Necht algoritmus BFS aplikujeme na graf G = (V,E) a vrchol s € V.
Pak po ukon&eni vypottu pro kazdy vrchol v € V plati v.d = d(s, v)

diikaz - viz Dijkstriv algoritmus
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BFS STROM A NEJKRATSI CESTY

algoritmus BF'S definuje p¥es atributy 7 graf pfedchidcl (BFS strom)

pro graf G = (V, E) a inicialni vrchol s je graf pfedchiidci
Gr = (Vi E;) definovany predpisem

Ve={veV|vr#nil}U{s}
Er ={(v.m,v)|ve Ve\{s}}

Pro kazdy vrchol v € V. obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v,
ktera je soucasné nejkrat$i cestou z s do v
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BFS STROM A HRANY GRAFU

Necht G je orientovany graf a s jeho vrchol. Pak po provedeni BFS

prizkumu grafu G z vrcholu s pro kazdou hranu (u, v) grafu plati
e v.d = u.d +1 a hrana patfi do BFS stromu

e v.d = u.d +1 a hrana nepat¥i do BFS stromu
o v.d =u.d
o v.d < u.d

Pro hrany neorientovaného grafu plati néktera z prvnich tH moZnosti.

BFS strom grafu neni uren jednoznatng, zavisi od poradi, ve kterém
zkoumame nasledniky vrcholu

A e
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BFS A GRAF S OHODNOCENYMI HRANAMI

namisto fronty pouzijeme prioritni frontu

do fronty vkldddme dvojici (vrchol; délka hrany, po které by objeven)
prioritou je délka hrany

z fronty vybirdme vrchol s nejmensi prioritou

BFS strom je nejlevné&jsi kostrou grafu

Primuv algoritmus

vrcholu ve fronté aktualizujeme hodnotu v.d pokazdé, kdyZ je po
néjaké hrané objeven

prioritou je hodnota v.d

z fronty vybirdme vzdy vrchol s nejnizsi prioritou

BFS strom je strom nejkratSich cest z s do ostatnich vrcholi grafu

Dijkstrav algoritmus

podrobnosti o obou algoritmech pozdé&ji 207



APLIKACE A ALGORITMY VYUZIVAJICI BFS

o Peer to Peer Networks

e Crawlers in Search Engines

e Social Networking Websites - hledani osob ve vzdadlenosti nejvice k
e GPS navigalni systémy

e broadcasting

e garbage collection

e Fordlv Fulkersoniiv algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti

e testovani bipartitnosti
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Prizkum grafii a grafova souvislost

Bipartitni grafy



BIPARTITNI GRAFY

Neorientovany graf se nazyva bipartitni pravé kdyZ se jeho mnoZina
vrchol(i da rozdélit na dvé& disjunktni mnoZiny tak, Ze Zadné dva vrcholy
patfici do stejné mnoZiny nejsou spojeny hranou.

alternativni formulace: vrcholy grafu je moZné obarvit dvéma riznymi

barvami tak, Ze kaZdé dva vrcholy spojené hranou maji riznou barvu

aplikace: vytvareni dvojic, rozvrhu, ...
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BIPARTITNI GRAFY

Neorientovany graf se nazyva bipartitni pravé kdyZ se jeho mnoZina
vrchol(i da rozdélit na dvé& disjunktni mnoZiny tak, Ze Zadné dva vrcholy
patfici do stejné mnoZiny nejsou spojeny hranou.

alternativni formulace: vrcholy grafu je moZné obarvit dvéma riznymi
barvami tak, Ze kaZdé dva vrcholy spojené hranou maji riznou barvu

aplikace: vytvateni dvojic, rozvrhu, ...

Bipartitni graf neobsahuje cyklus liché délky.

299



TESTOVANI BIPARTITNOSTI S VYUZITIM BFS

e zvolime libovolny vrchol grafu jako inicialni vrchol s
e BFS priizkum z vrcholu s definuje vrstvy Lg, L1, Lo, ...
e do vrstvy L; pat¥i vrcholy, jejichZ vzdalenost od s je i (t.j. v.d =)
Zzadné dva vrcholy patfici do stejné vrstvy nejsou spojeny hranou
e obarveni vrcholi je uréené vrstvami: vrcholy jejichz vzdalenost od s
je suda ( ) maji modrou ( ) barvu
e korektnost obarveni plyne z pfedpokladu o neexistenci hrany mezi

vrcholy ze stejné vrstvy

existuji dva vrcholy spojeny hranou a patfici do stejné vrstvy
e necht u, v jsou vrcholy takové, %e u,v € L; a {u,v} € E

e necht y je nejmensi spole¢ny predchiidce vrcholii u, v v BFS stromu
e cesta z y do u, hrana {u, v} a cesta z v do y tvofi cyklus, jehoZ
délka je lichd, protoZe cesty z y do u a z v do y maji stejnou délku

e graf neni bipartitni 300



Prizkum grafii a grafova souvislost

Prizkum do hloubky



PRUZKUM GRAFU DO HLOUBKY- MOTIVACE

® o‘e ® — — |
e‘m ©—® o‘o — L=

E

T HI

poradi, v némz BFS zkoumd vrcholy, netvofi souvislou cestu v grafu 301



FORMULACE PROBLEMU

e prizkum do 3itky a stejné tak i priizkum do hloubky je moZné pouzit
bud k prozkoumani té &asti grafu, kterd je dosaZitelna z inicidlniho
vrcholu, anebo k prozkoumani celého grafu

e prizkum se da aplikovat na orientované i neorientované grafy

e prezentace prizkumu do hloubky pfedpoklada, ze
e vstupem je orientovany graf a
e cilem je prozkoumat cely graf
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PRUZKUM DO HLOUBKY - STRATEGIE

e na zadatku vypoltu a vZdy po dokonéeni priizkumu vybereme jeden
z dosud neprozkoumanych vrcholl a zvolime ho za novy inicidlni
vrchol

e oznaf inicidIni vrchol jako objeveny

o vyber neprozkoumanou hranu (u, v), kterd vychazi z naposledy
objeveného vrcholu u, a kdyZ jeji koncovy vrchol v jesté nebyl
prozkouman, tak ho oznat¢ jako objeveny

o kdyZ v8echny hrany vychdzejici z naposledy objeveného vrcholu u
byly prozkoumany, tak ukon&i priizkum vrcholu u a pokraduj
vrcholem, ze kterého byl vrchol u objeven

e prizkum koné&i kdyZ jsou prozkoumany vsechny vrcholy dosaZitelné
z inicidlniho vrcholu

e pro manipulaci s vrcholy pouZivdme zdsobnik 203



PRUZKUM DO HLOUBKY - ATRIBUTY VRCHOLU V

v prib&hu vypottu je vrchol postupn& objeven (je vioZen do zdsobniku)
a prozkouman (vSechny sousedici vrcholy jsou objeveny)

vrchol ma €ernou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
a byl jiz prozkouman, tj. byly prozkoumani v8ichni naslednici vrcholu
vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho
vrcholu, byl jiZz objeven, ale nebyl je$té prozkouman

vrchol ma bilou barvu prdvé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho
vrcholu anebo jesté nebyl objeven

vrchol, ze kterého byl vrchol v objeven
znatka udavajici &as prvni navitévy (objeveni) vrcholu (discovery time)

« R © s e s . 304
znatka uddvajici €as ukon&eni priizkumu vrcholu (finishing time)



DFS(G)
1 foreach u € V do u.color + white; u.m < nil od
2 time < 0
s foreach u € V do
4 if u.color = white then Drs_VisiT(G, v) fi od

DFS_VisiT(G, u)
1 time < time 4+ 1
u.d < time
u.color < gray
foreach v € Adj[u] do
if v.color = white then v.m < u
Drs_VisiT(G, v) fi od
u.color < black
time < time + 1

© % RSy » A w ®

u.f < time
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PRUZKUM DO HLOUBKY - SLOZITOST

oba cykly v DF'S maji sloZitost ©(V)

e DFS_VISIT se pro kazdy vrchol grafu vold jednou, protoZe
bezprostfedn& po zavolani dostdva vrchol $edivou barvu

kaZzda hrana se v cyklu procedury DFS_VISIT prozkouma pravé
jednou; ostatni operace maji konstantni sloZitost
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iterativni implementace
DFS_ITERATIVE_VISIT(G, u)
1S+ 0
2 S.push(u)
3 time < time + 1; u.d < time
4 u.color < gray
5 while S # () do

6 u < S.pop()

7 if existuje hrana (u, v) takova, ze v.color = white
8 then S.push(u)

9 S.push(v)

10 v.color < gray

11 V. U

12 time < time 4+ 1; v.d < time

13 else u.color < black

14 time < time + 1; u.f < time fi

15 od 307



DFS STROM

e analogicky jako u BFS definuji atributy .7 graf pfedchidci G,
o Gy =(V,E)
Er ={(v.m,v)|veVavmnm#nil}

e protoZe prohleddvdme cely graf, ktery nemusi byt nutné& souvisly,
graf ptedchiidch je DFS les, ktery se sklada z DFS stromii
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DFS - VLASTNOSTI CASOVYCH ZNACEK

Casové znatky, které DFS pfifadi vrchollim grafu, obsahuji informace
o struktufe grafu a DFS stromi

pro kazdy vrchol u plati u.d < u.f

s kazdym vrcholem u je asociovany interval [u.d, u.f]

Casové znalky urluji uspotradani vrchold
uspofadani podle znatky .d (discovery time) v rostoucim
poradi
usporadani podle znatky .f (finishing time) v rostoucim
poradi
uspofadani podle znacky .f v klesajicim po¥adi
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podminky spravného uzavorkovani
pro kazdé dva vrcholy u, v plati pravé jedna z podminek

e intervaly [u.d, u.f] a [v.d, v.f] jsou disjunktni
u neni naslednikem v v DFS stromu a symetricky
v neni naslednikem u v DFS stromu

e interval [u.d, u.f] je cely obsaZen v intervalu [v.d, v.f]
u je naslednikem v v DFS stromu

e interval [v.d, v.f] je cely obsaZen v intervalu [u.d, u.f]
v je naslednikem u v DFS stromu
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vlastnosti ¢asovych znacek

dosazitelnost
vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u v DFS stromu grafu G pravé kdyz

ud<vd<v.f<uf

vlastnost bilé cesty
v DFS stromu grafu G je vrchol v je dosaZitelny z u pravé kdyZ v €ase
u.d existuje cesta z u do v obsahujici jenom bilé vrcholy
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vlastnosti ¢asovych znac¢ek — klasifikace hran

stromova hrana (tree edge) je hrana (u, v) obsazend v DFS lese
p¥i prizkumu hrany je vrchol v bily
ud<vd<v.f<uf

zpétna hrana (back edge) je hrana (u, v), kterd spojuje vrchol u s jeho
pfedchidcem v v DFS stromu, nebo smy¢ka
p¥i prizkumu hrany je vrchol v Sedivy
vid <ud<uf<vf

dopfedna hrana ( forward edge) je hrana (u, v), kterd nepat¥i do DFS
stromu a kterd spojuje vrchol u s jeho naslednikem v DFS stromu
p¥i prizkumu hrany je vrchol v &erny
ud<vd<v.f<uf

pri¢na hrana (cross edge) viechny ostatni hrany
p¥i prizkumu hrany je vrchol v &erny
vd <v.f <ud<uf

viechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud stromové anebo zp&tné

12
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e

stromové hrany jsou zvyraznéné, zp&tné hrany jsou oznaleny pismenem

7

B, dopfedné pismenem F a pfi¢né pismenem C
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APLIKACE A ALGORITMY VYUZIVAJICI DFS

artikulace a mosty

testovani planarity

hledani cesty v bludisti

e generovani bludisté
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Prizkum grafii a grafova souvislost

Topologické usporadani



TOPOLOGICKE USPORADANI VRCHOLU GRAFU

vrcholl orientovaného grafu je takové ocislovani
vrcholi &isly 1 az n (n je po&et vrcholi grafu), ze kazda hrana grafu vede

4

z vrcholu s niz8im &islem do vrcholu s vy$8im &islem.

T,

®  E IO =

A<B<C<D<E<F<G

otazky
e existuje v daném grafu topologické uspo¥adani?

e jak najit topologické uspotradani?
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= existence topologického uspotadani implikuje acykli¢nost

< acyklicky graf ma topologické usporadani

tvrzeni plati pro n =1

predpokladejme platnost pro vSechny grafy s k < n vrcholy
necht G ma n vrcholii

v G najdi vrchol v, do kterého nevstupuje Zadna hrana

(kdyby takovy neexistoval, tak bychom mohli z libovolného vrcholu jit

donekone&na ,, pozpdtku™ a nasli bychom cyklus)

graf G \ v, ktery vznikne z G odstran&nim vrcholu v, je acyklicky
ama n—1 vrchold

dle induk&niho predpokladu md G\ v topologické uspofadani
topologické uspotradani vrcholl grafu G ma na prvnim misté vrchol
v nasledovany topologickym uspofadanim vrcholi grafu G \ v
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naivni algoritmus
TOPOLOGICAL_SORT_VISIT(G)

1 n<+|V]|

2 fori=1to ndo

3 v < libovolny vrchol, do kterého nevstupuje zadna hrana
4 S[i] v
5 odstran z G vrchol v a vSechny jeho hrany
6 od

7 return S[1...n]

algoritmus p¥edpoklada, Ze graf je acyklicky

nalezeni vrcholu do kterého nevstupuje Zadna hrana ma sloZitost 7

celkova sloZitost algoritmu je ?

existuje efektivnéjsi algoritmus (idealné s linedrni sloZitosti)?
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= zpétnd hrana (u, v) spojuje vrchol u s jeho predchidcem v v DFS
stromu, tj. uzavirad cyklus

< necht z3dnd hrana neni zp&étnd
o predpokladejme, e v grafu existuje cyklus ¢, necht v je prvni
vrchol cyklu ¢ navdtiveny p¥i DFS prizkumu grafu a necht (u, v)
je hrana cyklu ¢

e v Case v.d vrcholy cesty c tvofi bilou cestu z v do u co implikuje,
Ze u je naslednikem v v DFS stromu

e (u,v) je zp&tnd hrana — spor
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TOPOLOGICKE USPORADANI — ALGORITMUS

1. aplikuj DFS na G

2. kdyz prizkum ozna&i nékterou hranu jako zpé&tnou, tak graf nema
topologické usporadani

3. v opacném pripad& vypi$ vrcholy v uspofadani reverse postorder, tj.
podle znatky .f (finishing time) v klesajicim po¥adi
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potfebujeme dokazat, Ze pro libovolnou dvojici vrchold u, v platf

jestlize G obsahuje hranu (u, v), tak u.f > v.f

jaké jsou barvy vrchold u a v pf¥i prizkumu hrany (u, v)?

e vrchol u je Sedivy

e vrchol v je

Sedivy nemiZe nastat, protoZe (u, v) by v takovém p¥ipadé& byla zp&tnou
hranou a graf by nebyl acyklicky

bily v takovém p¥ipadé je (u, v) stromova hrana, v je naslednikem u
v DFS stromu a u.d < v.d < v.f < u.f

cerny v takovém pfipadé je prlizkum vrcholu v ukonéeny a prizkum
vrcholu u je$t& neni ukon&eny a proto v.f < u.f
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Prizkum grafii a grafova souvislost

Silné souvislé komponenty



SOUVISLOST V ORIENTOVANEM GRAFU

orientovany graf G = (V, E)

vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, zna&ime u ~~ v, pravé kdyz v G

existuje orientovand cesta z u do v
Reach(u) je mnoZina vech vrcholli dosaZitelnych z u

vrcholy u a v jsou silné dosaZitelné (strongly connected) pravé kdyz
u je dosaZitelny z v a soucasné v je dosazitelny z u

silné souvisla komponenta grafu je maximalni mnoZina vrcholl

C C V takovd, Ze pro kazdé u,v € C plati u ~» v a soutasn& v ~» u

graf nazyvdme silné souvisly pravé kdyZz ma jedinou silné souvislou
komponentu

Jjak najit vSechny silné souvislé komponenty grafu?
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SOUVISLOST V NEORIENTOVANEM GRAFU

e v neorientovaném grafu jsou pojmy dosaZitelnosti a silné
dosazitelnost totozné

pro hledani siln& souvislé komponenty v neorientovaném grafu
muZzeme pouzit BFS nebo DFS

jednotlivé DFS (BFS) stromy koresponduji s komponentami

souvislosti

sloZitost O(V + E)
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SILNE SOUVISLE KOMPONENTY V ORIENTOVANEM
GRAFU

vypocet silné souvislé komponenty obsahujici dany vrchol u

e najdi mnoZinu Reach(u) v3ech vrchold dosazitelnych z u aplikaci
DFS_Visit(G, u)

e najdi mnoZinu Reach™!(u) véech vrcholi, ze kterych je dosaZitelny u

e pro vypotet Reach™'(u) vyuZijeme transponovany graf rev(G), na
ktery aplikujeme DFS_Visit(rev(G), u)

e siln& souvisld komponenta obsahujici u je priinikem mnozin
Reach(u) N Reach™(u)

e asova sloZitost vypottu je O(V + E)

transponovany graf rev(G) = (V, rev(E)) je graf G s obracenou orientaci
hran, rev(E) = {(x,y) | (y.x) € E}
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vypocet vsech silné souvislych komponent orientovaného grafu

e miZeme zabalit popsany postup
podobné jako je DFS_VISIT(G, u) zabalené do DFS

o v nejhor¥im p¥ipadé ma graf | V| komponent souvislosti a detekce
kazdé z nich md ¢asovou sloZitost O(E)

o celkovd Casova sloZitost vypottu je O(V - E)

existuje efektivnéjsi algoritmus, optimalné s linedrni Casovou sloZitosti ?

324



KOMPONENTOVY GRAF

e komponentovy graf (graf silné souvislych komponent, scc(G) ) je
orientovany graf, ktery vznikne kontrakci kazdé siln& souvislé
komponenty grafu do jednoho vrcholu a kontrakci paralelnich hran do
jedné hrany

e scc(G) je orientovany acyklicky graf, jeho vrcholy miZeme topologicky
usporadat

o kotenem grafu scc(G) nazyvame vrchol do kterého nevstupuje zadnd
hrana; kofenu grafu scc(G) odpovida kofenova silné souvisla
komponenta grafu G

e listem grafu scc(G) nazyvame vrchol ze kterého nevystupuje zadna
hrana; listu grafu scc(G) odpovidd listova silné souvisla komponenta
grafuG

o komponentovy graf transponovaného grafu rev(G) je prave

transponovany graf rev(scc(G))
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kofenovd komponenta A

listové komponenty D, GHIJK
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z vrcholu u listové silné souvislé komponenty C jsou dosaZitelné
pravé a pouze vrcholy z C

DFS priazkum z u navstivi vechny vrcholy z C a Z4dné jiné; na
tomto pozorovani mizeme postavit algoritmus pro detekci
komponent

potfebujeme (efektivn&) najit vrchol pat¥ici listové komponent&

vyuZijeme fakt, Ze listovd komponenta grafu G je kofenovou
komponentou grafu rev(G)

pro hledani kofenové komponenty vyuzujeme fakt, Ze vrchol
s nejvyssi Casovou znackou .f lezi v kofenové komponenté; tento

N Y

fakt je disledkem obecnéj$iho pozorovani
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Necht C; a G jsou siln& souvislé komponenty takové, e z C; vede hrana
do C,. Potom nejvétsi hodnota .f v komponenté C; je vétsi nez nejvétsi
hodnota .f v komponenté G,.

dikaz

mohou nastat dva pfipady

e v prvnim p¥ipad& navitivi DFS komponentu G, jako prvni; pak ale
DFS zistane v komponent& C, dokud ji celou neprozkouma, teprve
pak se dostane do 4

e v druhém p¥ipad& navitivi DFS komponentu C; jako prvni; necht v
je vrchol, ktery byl v G navstiven jako prvni; DFS opusti vrchol v,
az kdyz prozkouma vSechny vrcholy, které jsou z v dosaZitelné a
které dosud nebyly navstiveny; proto nejprve projde celou
komponentu C, a pak se teprve vrati do v
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ALGORITMUS KOSARAJU SHARIR

vstup: orientovany graf G(V/, E)
vystup: silné souvislé komponenty grafu G

1. prozkoumej graf G priizkumem do hloubky

2. usporadaj vrcholy grafu G podle ¢asové znacky .f v klesajicim
pofadi (reverse postorder)
3. dokud graf G neni prazdny
e necht v je vrchol s nejvy&si €asovou zndmkou .f v G
e v transponovaném grafu rev(G) prizkumem do hloubky najdi
mnozinu C v8ech vrcholi dosaZitelnych z v
e vrcholy mnoZiny C tvofi silné€ souvislou komponentu grafu G
e odstraii vrcholy C z grafu G
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KOSARAJU_SHARIR(G(V, E))

1 foreach u € V do u.color <+ white od
2 foreach u € V do if u.color = white then Pusa_DFS(G, u) fi od
foreach v € V do u.color < white od

o

4 count < 0

5 while S # () do

6 u < S.pop()
7 if u.color = white then count < count + 1

8 LABEL_DFS( , u, count) fi
9 od
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PusH_DFS(G, u)
u.color < gray
foreach v € Adj[u] do
if v.color = white then PusH_DFS(G, v) fi
od
u.color + black
S.push(u)

~

S v N L

LABEL_DFS(G, u, count)
u.color < gray

2 foreach v € Adj[u] do

3 if v.color = white then LABEL_DFS(G, v, count) fi
4 od
5
6

~

u.color < black
u.label < count
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e algoritmus Kosaraju Sharir ma &asovou slozitost O(V + E)

o daldi algoritmy linedrni asové sloZitosti pro dekompozici grafu na
silné souvislé komponenty: Tarjan, Gabow
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Nejkratsi cesty



Nejkratsi cesty

Formulace problému nejkratsSich cest



CESTA V GRAFU

v grafu G = (V, E) je posloupnost vrcholt p = (vp, vi,..., vk)
takova, Ze (vi_1,v;) € Eproi=1,...,k

je cesta, kterd neobsahuje dva stejné vrcholy

’ cesta ‘ jednoducha cesta ‘

_ . ’ path ‘ simple path ‘
terminologie

’ walk ‘ path ‘

’ sled ‘ cesta ‘

v je z u (znakime u ~~ v) pravé kdyz existuje cesta

p={vo,Vvi,...,Vk) takovd, Ze vy =uva vy =v
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DELKA CESTY

graf G = (V, E), vahova funkce (ohodnoceni, délka hran) w : E — R
délka cesty p = (vp, v1,..., vk) je soulet délek hran cesty,

k

w(p) € > wlvii1,v)

i=1
délka nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v je definovand pfedpisem

min{w(p) | p je cesta z u do v}
00

kdyZz u ~ v
jinak
nejkratsi cesta z u do v je libovolnd cesta p z u do v t.z. w(p) = 6(u,v)

pro neohodnocené grafy se délka cesty definuje jako polet hran cesty
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VARIANTY PROBLEMU NEJKRATSI CESTY

nejkratsi cesty z daného vrcholu do vSech vrcholli tato pFedndska
single source shortest path, SSSP

nejkratsi cesty ze vSech vrcholii do daného vrcholu
pro neorientované grafy totozné s SSSP
pro orientované grafy redukce na SSSP zmé&nou orientace hran

nejkratsi cesta mezi danou dvojici vrcholii tato predniska
specidlni pfipad SSSP, nejsou znamy asymptoticky rychlejsi
algoritmy neZ pro SSSP

nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholti ADS Il
FeSeni opakovanou aplikaci algoritmu pro SSSP

N4

existuji efektivn&jsi algoritmy

eve s

nejdelsi, nejsirsi, nejspolehlivéjsi .. . cesty viz literatura
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ALGORITMY PRO SSSP - ORIENTOVANE GRAFY

neohodnoceny graf
prizkum do Sitky, BFS

acyklicky graf
relaxace hran respektujici topologické uspotadani

graf s nezapornym ohodnocenim hran

Dijkstriv algoritmus a jiné

obecny graf
algoritmus Bellmana Forda a jiné
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ALGORITMY PRO SSSP - NEORIENTOVANE GRAFY

neohodnoceny graf
prizkum do 3i¥ky, BFS

graf s nezapornym ohodnocenim hran
hranu nahradime dvojici orientovany hran a pfevedeme na tlohu

v orientovaném grafu

obecny graf
e nahrazenim hrany se zapornym ohodnocenim dvojici orientovanych hran
vznikne cyklus zaporné délky
e pokud plvodni graf obsahuje hrany zaporné délky, ale Zadny cyklus
zaporné délky, Ize takovou dlohu p¥evést na hledani nejlevné&jsiho
perfektniho parovani
e kdyz obsahuje cyklus zdporné délky, problém je NP-tézky a umime ho Fesit

pouze algoritmy exponencidlni sloZitosti
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NEJKRATSI CESTA VS NEJKRATSiI JEDNODUCHA CESTA

graf neobsahuje hrany zaporné délky

jestlize mezi dvojici vrcholll existuje cesta, tak mezi nimi existuje takova

nejkratsi cesta, kterd je jednoducha

necht p je nejkrat$i cesta, kterd nenf jednoduchd, tj. obsahuje cyklus
e cyklus nemiZe mit zapornou délku (spor s pFedpokladem neexistence hran
zdporné délky)

e cyklus nemiZe mit kladnou délku (spor s pfedpokladem, Ze cesta je
nejkratsi)

e cyklus ma nulovou délku - cyklus mizeme z cesty vypustit a dostaneme
jednoduchou nejkratsi cestu
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NEJKRATSI CESTA VS NEJKRATSiI JEDNODUCHA CESTA

graf obsahuje hrany zdporné délky
e 5
-6

e cyklus (b, c,d, by ma délku -2

o jestlize n&jaka cesta z x do y obsahuje cyklus zdporné délky, tak zadna
cesta z x do y nemUZe byt nejkrat¥i cestou, §(x,y) = —o0

v pfipadé&, Ze graf obsahuje hrany se zapornou délkou, problém nejkratsi
cesty je formulovany jako tloha rozhodnout, zda graf obsahuje cyklus
zaporné délky, a kdyZ ne, tak najit nejkratsi (jednoduchou) cestu
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VLASTNOSTI NEJKRATSICH CEST

e necht p je nejkrat$i cesta z u do v
W(p) = W(pUX) + W(pr) + Pux Pxy Pyv

W(pyv) @\/\f-»®\J\/—>@\/\f->®

o predpoklddejme, Ze existuje kratsi cesta z x do y, w(p},) < w(pxy)

. ’ Pux p>/<y Pyv
) ZkonStrUUJeme novou cestu P =U~> X~y Vv

W(p/) w(pux) + W(p;y) + W(pyv)
W(pux) + w(pxy) + w(pyv)

= w(p)

A

coz je spor s predpokladem, Ze p je nejkratsi cesta z u do v
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Nejkratsi cesty

Genericky SSSP algoritmus



REPREZENTACE NEJKRATSICH CEST

otazka efektivni reprezentace nejkratsich cest z daného vrcholu do v3ech
vrcholl grafu

strom nejkratSich cest

pozor na rozdil mezi stromem nejkratsich cest a nejlevnéjsi kostrou grafu!
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reprezentace stromu nejkratsich cest z vrcholu s

atribut vzdalenost, v.d distance
e inicidlni nastaveni v.d = oo
e hodnota v.d se v priibéhu vypocltu snizuje
e hodnota v.d je hornim odhadem délky nejkrat3i cesty, v.d > d(s, v)
e na konci vypottu je v.d = d(s, v)

atribut predchlidce, v.m parent
e inicidlni nastaveni v.m = nil
e vrchol v.7 je predchiidcem vrcholu v na cesté z s do v délky v.d
e na konci vypoltu je v.m predchlidce vrcholu v na nejkratsi cesté z s
do v, resp. v.m = nil kdyZ neexistuje cesta z s do v
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Gp = (Vp, Ep) je definovany hodnotami .7
Vp={veV|vm#nil}U{s}

Ep={(vmv)[veVp\{s}}

na konci vypottu je G, stromem nejkratSich cest

e s je kofen stromu, V), je mnoZina vrcholl dosaZzitelnych z vrcholu s
e pro kaZzdy vrchol v € V), (jedind) cesta z s do v v G, je nejkratsi
cestouzsdovvG
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RELAXACE

e technika, kterou vyuzivaji algoritmy pro hledani nejkratSich cest

e relaxaci hrany (u, v) rozumime test, zda je mozné zkonstruovat

krat$i cestu do v tak, Ze projedeme ptes vrchol u

o kdyZ aktudln& zndma cesta do vrcholu u prodlouZend o hranu (u, v)
je krat3i nez aktudIn& znam3 cesta do v (uv.d + w(u, v) < v.d), tak
jsme nasli novou, kratsi, cestu do v a podle toho aktualizujeme

hodnoty v.d a v.rr (v.d < u.d + w(u,v)a v.r < u)

e hranu (u, v) nazyvdme napjatou pravé, kdyz uv.d + w(u,v) < v.d
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INIT_SSSP(G, s)
1 foreach v € V do v.d <+ o0; v.m < nil od
2 s.d<+0

RELAX(u, v, w)
1 v.d < u.d+ w(u,v)
2 VT U

GENERIC_SSSP(G, w,s)

1 INIT_SSSP(G, s)

2S54s

3 while S # () do

4 vyber u z S
foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u,v)

then RELAX(u, v, w)
S+ Su{v} fiod od 345



KOREKTNOST GENERICKEHO SSSP ALGORITMU

e pro kaZdy vrchol v plati, Ye hodnota v.d je bud oo, anebo je rovna
délce n&jaké cesty z s do v diikaz indukci na pocet relaxacr

o kdy? graf neobsahuje cyklus zaporné délky, tak hodnota v.d je bud
00, anebo je rovna délce néjaké jednoduché cesty z s do v

disledek: genericky algoritmus pro graf bez zapornych cykli skonéi,

protoZe v grafu existuje jenom koneény pocet jednoduchych cest

o kdyZz zadnd hrana grafu neni napjatd, tak hodnota v.d je rovna
délce cesty s = -+ > v.or.m > v — Vv

e kdyZ 7adnd hrana grafu neni napjata, tak cesta
s — -+ = v.r.m — v.mT — v je nejkratsi cestou z s do v

diikaz indukci na pocet relaxaci

disledek: kdyZ vypocet generického algoritmu skon&i, tak G, je

strom nejkratsich cest 346



SLOZITOST GENERICKEHO SSSP ALGORITMU

zavisi na tom:

e jakou datovou strukturu pouZijeme pro reprezentaci mnoziny S
obsahujici vrcholy uréené k prozkoumani
(tj. vrcholy, u kterych byla zmé&n&na hodnota .d)

e v jakém potadi budeme prozkoumavat vrcholy z mnoZiny S
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Nejkratsi cesty

Algoritmus Bellmana a Forda



ALGORITMUS BELLMANA A FORDA

e algoritmus pro hledani nejkratSich cest z daného vrcholu s do v8ech
vrcholl grafu

e graf mize obsahovat hrany zaporné délky

e algoritmus vrati hodnotu false pravé, kdyz graf obsahuje cyklus
zaporné délky dosazitelny z vrcholu s

e v opacném ptFipadé vrati hodnotu true a vypolitd nejkratsi cesty

e algoritmus je zaloZeny relaxaci hran

e vzdy, kdyz vrcholu u zlepS$ime hodnotu u.d, tak relaxujeme vSechny
hrany vychazejici z vrcholu u

e pro ptehlednost rozdélujeme vypolet do iteraci; v jedné iteraci se
relaxuji v8echny hrany grafu
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BELLMAN-FORD(G, w, s)
INIT_SSSP(G, s)
fori=1to |V|—1do

foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u, v) then RELAX(u, v, w) fi

od
od
foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u, v) then return False fi

od
return True

© S R L AN v~

~
=

optimalizace:

e jestliZe v iteraci for cyklu v Fadcich 2 - 6 nebyla nalezena Zadnd napjata hrana,
vypocet miiZeme ukoncit s ndavratovou hodnotou True

e hranu (u,v) relaxujeme v iteraci i + 1 pouze pokud v iteraci i byla zmé&néna

hodnota u.d
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hledame nejkratsi cesty z vrcholu a

v kazdé iteraci cyklu algoritmu relaxujeme hrany v po¥adi (c, e), (d, e), (b, d),

(¢,d), (b,c), (a,¢c), (a, b)

barevné jsou vyznaleny hrany grafu pfedchidci G, 350



korektnost algoritmu Bellmana a Forda 1

KdyZ graf G obsahuje cyklus zdporné délky dosaZitelny z s, tak
algoritmus vrati hodnotu False.

e necht ¢ = (vo, v1,..., k), vo = vk je cyklus zdporné délky
dosazitelny z s, Z;{:I w(vi_1,vi) <0

o predpokladejme, Ze algoritmus vrati hodnotu True, tj. pro kaZdou
hranu cyklu plati vi.d < vi_1.d + w(vi_1, v;)

e sumaci ptes v8echny vrcholy cyklu

k

k
Z vi.d < Z(v,-,l.d +w(vi_1,v)) = Z vi_1.d + Z w(vi_1, Vi)

i=1 i=1 i=1

o YK vii1.d =3k, v,.d protofe vy = vi

¢ 0< K w(vict, v)

e spor s pfedpokladem o délce cyklu ¢
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korektnost algoritmu Bellmana a Forda 2

Pro kazdy vrchol v plati

1.
2.

v.d je délka n&jaké cesty z s do v
hodnota v.d neroste

3. po i iteracich plati, Zze v.d < délka nejkratsi cesty z s do v obsahujici

nejvysSe i hran

dikaz tvrzeni 3 indukci vzhledem k /

tvrzeni plati pro i =0

predpokladejme platnost po iteraci i

necht p je cesta z s do v majici nejvy$e < i+ 1 hran

necht (x, v) je posledni hrana p a necht p je podcesta p z s do x
dle induk&niho ptedpokladu po iteraci i plati x.d < w(p)

po relaxaci hrany (x, v) v iteraci i + 1 plati

v.d < wix,v) + w(p) = w(p)
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korektnost algoritmu Bellmana a Forda 3

KdyZ graf G neobsahuje cyklus zdporné délky dosaZitelny z s, tak
algoritmus vrati hodnotu True a pro kazdy vrchol v plati v.d = i(s, v).

e z neexistence cyklu zdporné délky plyne existence jednoduché
nejkratsi cesty
e rovnost v.d = (s, v) je disledkem vlastnosti 3

e po ukon&eni vypottu plati pro kazdou hranu (u,v) € E

v.d

o(s,v)
o(s,u) + w(u, v)
u.d+ w(u,v)

IN

t.j., Z4dna hrana neni napjatd a test na ¥adku 8 nevrdti hodnotu

False
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korektnost algoritmu Bellmana a Forda 4

V pribé&hu vypoltu algoritmu ukazatele .7 urluji orientovanou cestu z s
do v délky v.d.

NEPLATI
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korektnost algoritmu Bellmana a Forda 5

Orientovany cyklus C v grafu pfedchiidci G, ma zdpornou délku.

e zv.r = uplyne v.d > u.d + w(u, v)

e necht ¢ = (v1,..., vk, v1) je orientovany cyklus v grafu G, a necht
(vk, vi) je ta hrana cyklu, kterd byla do G, p¥iddna jako posledni

e bezprosttedn& pfed p¥iddnim hrany (v, v1) do G, platilo

Vg.d > V1.d + W(V1, V2)

v3.d > vo.d + w(va, v3)

Vie.d > vje_1.d + W(kal, Vk)

vi.d > vi.d + w(vg, vi)

e seltenim nerovnosti

dostavame w(vy, vo) + w(va, v3) + ...+ w(vk, v1) <0
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korektnost algoritmu Bellmana a Forda 6
KdyZ graf G neobsahuje cyklus zdporné délky dosaZitelny z s, tak po

ukonceni vypoctu graf pfedchiidcii G, obsahuje nejkratsi cesty.

e Gp neobsahuje cyklus

o pro kazdé v, ukazatele .7 jednozna&n& uruji cestu (vq,..., vk) kde
vi=sav=yv

e po ukondeni vypoltu Zadna hrana neni napjata, t.j.

vo.d = vi.d 4+ w(vi, v2)

v3.d = vo.d + w(va, v3)

vk.d = vk_1.d + w(vk_1, vk)

e seltenim rovnosti dostdvame v.d = vi.d =
s.d+ w(vy, )+ w(va,v3) + ...+ w(vk_1, vk)
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sloZitost algoritmu Bellmana a Forda

e inicializace ma sloZitost O( V)
e relaxace hrany ma konstantni sloZitost
e cyklus 3 - 5 m3 sloZitost ©(E); polet jeho opakovani je V — 1
o celkova sloZitost je O(VE)
jiny zapis: O(mn), kde n je polet vrcholi a m je po&et hran grafu

existuje efektivnéjsi reseni?

e lehce najdeme graf a takové poradi relaxace jeho hran, pro které je
nutnych V — 1 iteraci
e otdzka vhodného pofadi relaxace hran
e vhodné potadi hran dokaZeme urcit pro specidlni typy grafi
e acyklické grafy
e grafy bez zapornych hran
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Nejkratsi cesty

Acyklické grafy



NEJKRATSI CESTY V ORIENTOVANEM ACYKLICKEM
GRAFU

e optimalné poradi relaxace hran v Bellmanové - Fordové algoritmu je
takové, Ze vzdy relaxujeme hranu (u, v) pro kterou u.d = §(s, u)

e pro obecny graf urdit poradi relaxaci tak, aby byla dodrZzena uvedena
podminka, mizZe byt stejné ndro¢né jako vypodist nejkratsi cesty

e specidlné pro acyklické grafy se toto po¥adi da vypolist jednoduge:
poZadovanou vlastnost ma topologické usporadani vrcholl grafu

A<B<C<D<E<F<G
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DAG(G, w,s)

1 najdi topologické uspotadani vrchola grafu G

2 INIT_SSSP(G,s)

s foreach vrchol v v topologickém usporadéani do
4 foreach (u,v) € E do

5 if v.d > u.d + w(u, v) then RELAX(u, v, w) fi
6 od
7 od

e Casova sloZitost O(V + E)
o topologické uspotadani garantuje, Ze hrany kaZdé cesty jsou

relaxované v potadi, v jakém se vyskytuji na cest&
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Nejkratsi cesty

Dijkstrav algoritmus



DIJKSTRUV ALGORITMUS

e pro reprezentaci mnoziny vrcholl uréenych k prozkoumani vyuziva
, kde

o Dijkstriv algoritmus miZeme nahliZet i jako efektivni implementaci

prohleddvani grafu do $i¥ky, na rozdil od BFS neuklddame vrcholy,
které maji byt prozkoumané, do fronty, ale do prioritni fronty

o Yesi problém SSSP pro grafy
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DIJKSTRA(G, w, s)
1 INIT_SSSP(G,s)
25«10
3 Q+V
while Q # () do
u < EXTRACT_MIN(Q)
S+ Su{u}
foreach (u,v) € E do
if v.d > u.d + w(u, v) then RELAX(u, v, w) fi
od

© 0 N v A

70 od

e 5 je mnozina vrcholdl, pro které je jiZ vypoctena délka nejkratsi cesty

e (@ je prioritni fronta, Q = V' \' S

e algoritmus vybird vrchol u € @ s nejmensi hodnotou u.d a relaxuje
hrany vychazejici z u

361



DIJKSTRUV ALGORITMUS - PRIKLAD

10

< (o0 T

vrcholy se p¥idavaji do mnoZiny S v potadi s, y, z, x
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korektnost Dijkstrova algoritmu

Invariant: Na za&atku iterace while cyklu plati v.d = (s, v) pro viechny

vrcholy v € S.

inicializace na zatatku S = () a tvrzenf plati trividlng
ukonZeni na konci @ =0, tj. S =V a v.d = §(s, v) pro viechny v € V
iterace mame prokazat, Ze kdyZ u pfesuneme do S, tak u.d = d(u.s)

o kdyZ u nenfi dosaZitelny z s tak u.d = §(s,u) = 0o

e v opatném p¥ipadé necht p je nejkratsi cesta z s do u; cestu p miiZeme

dekomponovat na dvé cesty s Box— y L2y tak, ze bezprostfedné pred
za¥azenim u do S v3echny vrcholy cesty p; patfido Say € S

e x €S = x.d=10(s,x)

o p¥i za¥azeni x do S byla relaxovana hrana (x,y), s £ x — y je nejkrati
cestadoy = y.d = i(s,y)

e hrany maji nezdpornou délku = d(s.y) < d(s, u)

e v dané iteraci jsme vybrali vrchol u = u.d < y.d

e spojenim dostavame u.d < y.d = (s, y) < (s, u) = vu.d < (s, uv)
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slozitost Dijkstrova algoritmu

©(V) operaci INSERT (do prioritni fronty p¥idd novy objekt)

O(V) operaci EXTRACT_MIN ( z fronty odstrani objekt s minim. klicem)

O(E) operaci DECREASE_KEY (objektu v prioritni front& snizi hodnotu
Klite)

sloZitost algoritmu zavisi od implementace prioritni fronty @

pole sloZitost O(V - V + E - 1) = ©(V/?)
INSERT ©(1), EXTRACT_-MIN ©(V), DECREASE_KEY ©(1)

binarni halda sloZitost ©(V log V + E log V)
INSERT ©(log V), EXTRACT_-MIN ©(log V'), DECREASE_KEY
O(log V)

Fibonacciho halda sloZitost ©(V log V + E)
INSERT (1), EXTRACT_-MIN O(log V), DECREASE_KEY ©(1)
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Nejkratsi cesty

Nejkratsi cesta mezi dvéma vrcholy



OPTIMALIZACE DIJKSTROVA ALGORITMU

pro hledani nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢t

optimalizace 1

e vypolet ukoncime kdyZ vrchol t odebereme z prioritni fronty
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optimalizace 2 - dvousmérné hledani (bidirectional search)

e soutasn& spoustime ( ) vypolet Dijkstrova algoritmu
z vrcholu s a ( ) vypot&et z vrcholu t, vzdy jednu iteraci
kaZdého vypoctu

o doptedny vypolet pouZivd frontu Qr a p¥ifazuje vrcholim hodnoty
.df a .m¢, zpétny frontu Qp a p¥ifazuje hodnoty .dp a .mp
e vypolet ukondime kdyz néjaky vrchol w je odstranén z obou front

Qr a Qp

e po ukonéeni najdeme vrchol x s minimalni hodnotou x.dr + x.d}

(pozor, nemusi to byt vrchol w)

e vyuZzitim atributd .7f a .7 najdeme nejkratsi cestu z s do x a
nejkratsi cestu z x do t; jejich spojenim dostaneme nejkratsi cestu
zsdot
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optimalizace 3 - heuristika A*

e pokud bychom dovedli spolehlivé zjistit, Ze nejkratsi cesta z s do t
nepovede pfes vrchol v, mohli bychom zpracovani vrcholu v a hran
s nim incidentnich pfeskolit = pracovali bychom s mensi grafem, a

tedy rychleji

e jestlize dva vrcholy jsou stejné daleko od s, chceme p¥i prizkumu

preferovat ten, ktery je blize k cilovému vrcholu t

e pro odhad preferenci pouzivime ohodnoceni vrchold —
h:V—>R

o Dijkstriv algoritmus s heuristikou se od klasického lisi v tom, Ze pfFi

v/

vybéru vrcholu z prioritni fronty vybirdme vrchol s nejniZ&i hodnotou
v.d + h(v)

e jak volit potencial a pro¢ miZe urychlit vypoclet?
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Potencidl je pravé kdyz pro kazdou hranu (u, v) € E spliiuje
podminku
h(u) < w(u, v) + h(v)

a pro vrchol t plati h(t) = 0.

Pro libovolnou cestu p = (vo = u,v1,..., vk = t) z u do t a pFipustny
potencidl plati

k—1
= > w(vi,vis1)
i=0
h(Vo) — h(Vl) + h(vl) — h(V2) + ...+ h(Vk_l) — h(vk)

t.j. potencidl vrcholu u je dolnim odhadem délky cesty z u do t
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e vytvofime nové ohodnoceni grafu w’ : E — R, které definujeme jako

w'(u,v) = w(u, v) — h(u) + h(v)

e kdyZ h je pfipustny potencial, tak pro nové ohodnoceni grafu a pro
kazdou hranu grafu plati w/(u, v) > 0 t.j. pro vypolet nejkrat3ich
cest miizeme pouzit Dijkstriiv algoritmus

e nové ohodnoceni w’ nemé&ni nejkrat¥i cesty, protoZe pro kazdou
cestu p z s do t plati

w'(p) = w(p) + h(t) — h(s)

a potencidlovy rozdil mezi s a t je pro v8echny cesty z s do t stejny
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e aby hodnoty h mély pt¥iznivy vliv na rychlost vypoctu, méli by
hodnoty h(v) byt dolnim odhadem vzdalenosti z vrcholu v do
cilového vrcholu t; &im je odhad presnéjsi, tim je vypocet rychlejsi

e Dijkstriv algoritmus s heuristikou se od klasického lisi v tom, Ze pfFi

avyd

v.d + h(v)

e za predpokladu, Ze ohodnoceni vrcholl h spliiuje pro vSechny hrany
(x,y) grafu podminku w(x,y) > h(x) — h(y), Dijkstrav algoritmus
s heuristikou je korektni

diikaz probiha analogicky jako pro Dijkstriiv algoritmus

371



DIJKSTRUV ALGORITMUS A OBECNE GRAFY

modifikace Dijkstrova algoritmu

jestlize se vrcholu u, ktery jiZz byl odebran z prioritni fronty, zméni
hodnota u.d, tak vrchol u znovu viloZime do prioritni fronty

pro graf, ve kterém hrany mohou mit zapornou délku

e jestlize z pocatecniho vrcholu neni dosazitelny cyklus zaporné délky,
tak modifikovany Dijkstriv algoritmus najde korektni feSeni, ale
slozZitost vypoctu je v nejhorS$im p¥ipadé az exponencidlni vidi
velikosti grafu

e jestlize z pocatecniho vrcholu je dosaZitelny cyklus zdporné délky,
tak vypolet modifikovaného Dijkstrova algoritmu je nekoneény
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Nejkratsi cesty

Linearni nerovnice



ULOHA LINEARNIHO PROGRAMOVANI

pro danou m x n matici A a vektory b= (b1,...,bm) a c=(c1,...,¢n)
najit vektor x = (x1,...,x,) € R", ktery optimalizuje hodnotu G&elové
funkce Y7 ; ¢ix; pFi spInéni ohraniteni Ax < b

p¥iklad
minimalizovat —2x1 — 3x0 — X3
p¥i splnéni ohraniceni —x1—Xxp —x3 <3

3x1+4x0 —2x3 <10
2x1 —4dxp <2
4x; —x0+x3 <0
x1,x2,x3 >0

~—

pFipustné ¥edeni (0, 0, 0
optimélni ¥eeni (0, 5, 5)
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motivace
e mnoho problémi dokdZeme vyjad¥it jako udlohu linedrniho
programovani (napf. problém nejkratsi cesty)
e pro Fedeni téchto problémi potom sta&i pouZit algoritmus pro
teSeni tlohy linedrniho programovani

algoritmicka slozitost
e existuji polynomidlni algoritmy pro ¥eSeni llohy linedrniho
programovani
e pro FeSeni specidlnich p¥ipadi dlohy linedrniho programovani
existuji mnohem rychlejsi algoritmy
e problém linedrnich nerovnic je p¥ikladem takovéto specidlni tlohy
e ukdZeme algoritmus zaloZeny na SSSP
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PROBLEM LINEARNICH NEROVNIC

e je dand mnoZina nerovnic tvaru x — y < b, kde x, y jsou proménné a
b je konstanta

o (kolem je najit takové hodnoty proménnych, které spliiuji v8echny
nerovnice (tzv. pripustné feseni); v p¥ipad&, Ze neexistuje zadné

pFipustné ¥eseni, tak vystupem je False

p¥iklad
x1—x» <5
x1—x3 <6
X2 — x4 < -1
x3— x4 <=2
x3—x1 < -3

pFipustné ¥edeni x = (0, —4, -5, —3)
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pro danou mnoZinu M linedrnich nerovnic nad proménnymi xi, ..., X,
definujeme orientovany graf G = (V, E)

o V={w,wv,...,vn} (jeden vrchol pro kazdou promé&nnou plus vrchol vy)
o E= {(Via Vj) | Xj — Xi <be M} U {(V07 Vl)a (V07 V2)7 R (V07 Vn)}
hrany grafu ohodnotime tak, Ze

e w(w,vj)=0,prol<i<n
o w(vj,vj) = b pravé kdyz x; —x; < be M

pFiklad
x1—x <5
x1—x3 <6
X —xp < -1
x3—x4g <=2
x3—x1 <=3
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Pro dany systém linearnich nerovnic a k nému odpovidajici graf

linedrnich nerovnic G = (V, E) plati:

1. kdyZ G nema cyklus zaporné délky, tak p¥fipustnym ¥eSenim systému
nerovnic je

X = ((S(Vo7 V1)7 (5(V0, Vz)7 . ,5(V07 Vn))

2. kdyz G ma cyklus zaporné délky, tak systém nema p¥ipustné feseni.

zdiivodnéni — &ast 1.

e neexistence cyklu zaporné délky implikuje, Ze pro kaZdou hranu (v;, vj)
grafu plati 6(vo, vj) < 8(vo, vi) + w(vi, vj)

e hrané (v;, vj) odpovidad nerovnost x; — x; < w(v;, vj), kterd je pro
hodnoty x; = 0(vo, vi) a xj = 6(vo, v;) splnéna
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zdiivodnéni — &ast 2.
e necht ¢ = (vi, v, ..., vk), kde vi = v, je cyklus zadporné délky
e hrany cyklu ¢ odpovidaji nerovnostem

xx—x1 < w(vi, )

x3—x2 < w(va,v3)

Xk — Xk—1 < w(Vk—1, Vk)

pFipustné ¥eSeni x musi spliiovat vSechny tyto nerovnosti

e po setteni viech nerovnosti dostaneme 0 < w(c), coZ je spor
s prfedpokladem o zaporné délce cyklu ¢
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vytvof graf linedrnich nerovnic

e n—+ 1 vrcholi
e m+ n hran
e tasova sloZitost ©(m + n)

najdi nejkratsi cesty z vrcholu vy algoritmem Bellmana a Forda
e tasova slozitost O((n + 1)(m + n)) = O(n? + nm)

kdyZ algoritmus vrati hodnotu False, tak problém linearnich nerovnic
nema pFipustné Yeseni

kdyZ algoritmus vrati hodnotu True, tak p¥ipustnym ¥eSenim je

x = (6(vo, v1),0(vo, v2), - -, 9(vo, Vn))
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