Na minulém cvi¢eni jsme si ukdzali, Ze nedeterministické kone¢né automaty (NFA) miiZou byt exponenciélné
uspornéjsi neZ deterministické (DFA), a to na jazycich L, = {w € {a,b}*: n-ty znak slova w od konce je a},
kde n € NT. Pfipometime si avahu, kterd k tomu vedla (pro nazornost necht n = 5): UvaZime-li napf. slova
u = aaaba a v = aabba, pak prifetézenim slova w = ab dostaneme uw = aaabaab € Ly, ale vw = aabbaab & Ls.
Tudiz DFA rozhodujici jazyk Ls musi po ptecteni slova uw skonéit v akceptujicim stavu, zatimco po precteni
vw musi skoncit v neakceptujicim stavu; zejména po uw musi skoncit v jiném stavu nez po vw, a proto i po u
musi skoncit v jiném stavu nez po v. Podobnou tivahu mutizeme provést pro libovolna dveé slova délky 5, z ¢ehoz
plyne, Ze dotyény DFA musi mit aspoii 2° stavi.

Jesté jednou si zopakujme to podstatné: Jak jsme vlastné dosvédcili, ze u a v nemtizou skoncit ve stejném
stavu? Existovalo totiz slovo w, které bylo ,pravym dopliovacem do jazyka L* pro slovo u, ale ne pro slovo v.
Receno obménéné: pokud u i v skonéi ve stejném stavu, pak musi mit stejnou ,,mnozinu pravych dopliiovaéi do
jazyka L. Této mnoziné se odborné iika pravy kontext (daného slova) vzhledem k jazyku L; formalné tedy za
pravy kontext povazujeme zobrazeni PKp: ¥* — P(X*) definované predpisem PKp(u) = {w € ¥*: uw € L}.
Jadro tohoto zobrazeni (tj. relace ekvivalence na ¥*, kde spolu kamaradi ta slova, kterd maji stejny pravy
kontext), se nazyva prefixovd ekvivalence jazyka L a standardné se znac¢i ~ . Nase pozorovani tedy nyni mtizeme
formulovat tak, Ze pokud DFA pro jazyk L skonéi po pfe¢teni u i v ve stejném stavu, pak uréité plati u ~p v.

Tato tvaha ndm hned dava dalsi moZnost (vedle pumping lemmatu), jak o néjakém jazyku L dokézat, Ze neni
reguldrni — stac¢i najit nekone¢né mnoho slov, z nichZ zaddna dvé nejsou vzhledem k L prefixové ekvivalentni.
V DFA pro L by pak tato slova musela skon¢it v navzajem riznych stavech, coz neni mozné, protoze DFA smi
mit jen kone¢né mnoho stavti.

To, co jsme nyni odvodili, je jednou (a tou nejéastéji vyuzivanou) z implikaci tzv. Myhillovy-Nerodovy véty.
Dikaz neregularity napt. jazyka L = {w € *: #,(w) = #,(w)} je na necelé dva fadky:

Uvazme mnozinu M = {a"™ |n € N}. Pro lib. rizn4 i, j € N plati a’b’ € L, ale a’b’ ¢ L, tedy a’ 1, a’. Proto
|2 /~p] > |M| =Ry, a tedy dle MN-véty L neni regularni.

(Pro jistotu to vysvétlim jesté krok pro kroku: Nejprve vymyslime téch nekone¢né mnoho slov, kterd nejsou
prefixové ekvivalentni. DokéZeme, Ze tomu tak skutecné je — zde slovo b’ je ,pravym dopliiovac¢em do L
pro slovo a', ale ne pro slovo a’ (pro j # i). Jelikoz zadna dvé slova z M nejsou prefixové ekvivalentni, pak
t¥id rozkladu ¥* dle ~, je aspoii tolik, kolik je prvka M, tedy (spocetné) nekoneéné mnoho (tomu poctu t¥id
rozkladu se fika index doty¢né relace ekvivalence). No a ted uz staci se jen odvolat na MN-vétu.)

Nyni se zkusme zabyvat obracenou otazkou: kdyz mame jazyk L, jehoz prefixova ekvivalence ~j ma konecny
index, zvlddneme z ni zkonstruovat DFA pro L? Zkusme to pro nézornost tfeba na jazyku L = {e,aa, bba}.
Nejprve napocitame pravé kontexty jednotlivych slov:

u PKL (u)
e | {&,aa,bba}
a | {a}
b| {ba}
aa | {e}
ab | 0
ba | 0
bb | {a}
bba | {e}
viechna ostatni slova délky >3 |

Plati tedy X*/~1 = {{e}, {a,bb}, {b},{aa,bba}, T}, kde T obsahuje vSechna doposud nevyjmenovand slova,
tj. ab, ba a vSechna slova délky > 3 az na bba. Vime, Ze slova s riznymi pravymi kontexty musi skoncit
v rtiznych stavech, ale zatim nemame diivod se domnivat, ze by slova se stejnym pravym kontextem nemohla
skoncit ve stejném stavu — zkusme tedy zvolit stavy automatu tak, aby odpovidaly pfesné jednotlivym pravym
kontexttm, tj. jednotlivym tfidam rozkladu (a tedy i pfesné tomu, kterd slova v doty¢ném stavu skonéi). Jak
zvolime pocatecni stav? V ném bychom méli skonéit po pfecteni prazdného slova, bude to tedy tifida obsahujici
e. Které stavy prohldsime za akceptujici? Podle toho, zda pfislusny pravy kontext obsahuje € (tj. zda piislusna
tfida obsahuje slova lezici v L, nebo mimo L). A jak povedeme hrany? Ze t¥idy obsahujici slovo u € ¥* pod
pismenem ¢ € ¥ do t¥idy obsahujici slovo uc. Dostaneme tak nasledujici automat (u kazdého stavu je modfe
napsan prislusny pravy kontext a ¢ervené mnozina slov, kterd v daném stavu skonéi, tj. prislusna tfida rozkladu

E*/NL)t



{a} {e}
{a, bb} {aa,bba}

{e} a,b

{ba} 0
{0} T

Samoziejmé se nyni nabizi otazka: A mame jistotu, Ze je ta konstrukce hran korektni? Co kdyby v néjaké
tridé lezela slova u,v takova, Ze uc by lezelo v jiné t¥idé nez vc? Pro nazornost si miZeme predstavit tieba
relaci ekvivalence ~ na {a}* definovanou takto: pro lib. u,v € {a}* plati u ~ v, pravé kdyz 3| |u| < 3||v|.
Plati tedy {a}*/~ = {{e,a>,a%d% ...}, {a,a? a* a® a",a®, ... }}. Kdybychom z této relace ekvivalence chté&li
vytvorit DFA, pak nastane problém: Z prvni tf¥{dy rozkladu (stavu automatu) povede hrana zcela jisté do druhé
t¥idy, ale odpovéd na to, kam mé vést hrana z druhé tfidy, nyni neni jednoznac¢na: pokud si jako reprezentanta
z této tifdy vytdhneme slovo a, pak bychom chtéli vést hranu opét do této tiidy (nebot tam lezi a?), ale pokud
si vezmeme jako reprezentanta a?, pak vidime, Ze bychom hranu méli vést do prvni tiidy (nebot tam lezi a®).

Uvedena transformace z relace ekvivalence na automat tedy nefunguje vzdy — vidime, ze aby fungovala,
je potieba, aby platilo, ze kdykoli spolu kamaradi slova u,v, pak spolu kamaradi i uc a vc pro lib. ¢ € X
(a v dusledku toho i uw s vw pro lib. w € ¥*). Relace ekvivalence, ktera spliiuje tuto vlastnost, se nazyva
prava kongruence. (Pokud jste doposud slovo ,kongruence® znali jako synonymum pro ekvivalenci na celych
¢isel podle zbytkovych t¥id, pak vézte, Ze to neni nahoda. Z jistého algebraického pohledu se totiz jedna o
tentyZ koncept, ale o tom vam povyklddam aZ osobné...) Muzete si rozmyslet (popf. nahlédnout do skript), Ze
prefixova ekvivalence libovolného jazyka je vzdycky pravou kongruenci, takze pro ni tato konstrukce fungovat
bude.

Uz na zacatku jsme si rozmysleli, ze pokud mé ~ nekonecny index, pak L neni regularni, a nyni jsme si
ukézali, ze pokud mé ~j, konec¢ny index, pak ji umime ,pfelozit“ na DFA rozhodujici L, tedy L je regularni.
(Koneckoncii ta konstrukce by fungovala Gplné stejné i pro neregularni L, akordt bychom dostali deterministicky
nekonecény automat, coz z informatického hlediska neni prilis uzitecné, ale z algebraického hlediska je to rozhodné
zajimavé.) Kdybychom nyni zapomnéli na puvodni ~,, uméli bychom ji nyni vyéist z obdrzeného DFA? Ano,
jednoduse — kamaradi spolu ta slova, ktera skonci ve stejném stavu. Takto samoziejmé mizeme z libovolného
DFA A vytvofit jeho ,stavovou ekvivalenci“ ~_4 na ¥*. Kdybychom méli pro vySe uvazovany jazyk L najit
néjaky DFA, nejspi§ bychom nakreslili tento:

Tento automat neni totalni, takze vyvstava otazka, co se slovy, kterd se nedoc¢tou do konce. Jelikoz to
z algebracikého hlediska neni pfili§ pékné, tak se ve skriptech v této pasazi uvazuji jen totalni automaty (pozor
na tuto past!). Po doplnéni o ,odpadkovy“ stav tedy dotyéna stavovd ekvivalence tohoto automatu vypada
takto: slova €, a,aa, b, bb, bba jsou kazda samostatné ve své tfidé a vSechna zbyld slova tvofi jednu tfidu. Je
ziejmé, Ze stavovd ekvivalence kazdého automatu je pravou kongruenci (pokud slova w,v skonéi ve stejném
stavu, tak i slova uc, ve skonéi ve stejném stavu).

Zatim jsme si tedy ukdzali, jak z prefixové ekvivalence (néjakého) jazyka L vyrobit automat a jak z (li-
bovolného) automatu vyrobit pravou kongruenci, pfi¢emz tyto dvé konstrukce jsou (v tomto smeéru) vzijemné
inverzni, tj. pokud z ~, vyrobime automat a z néj pak pravou kongruenci, pak to bude pfesné ptivodni ~,. Také
uz jsme si rozmysleli, Ze ta prvni konstrukce funguje diky tomu, Ze prefixova ekvivalence libovolného jazyka
je pravou kongruenci. Nyni se nabizi otazka: Nestacilo by pro tuto konstrukci zacit s libovolnou pravou kon-
gruenci (kterd nemusi byt nutné prefixovou ekvivalenci néjakého jazyka)? Stacilo, az na jeden problém. Prava
kongruence je totiz jen (dostateéné pékna) relace ekvivalence na slovech; neni vztazena k zddnému konkrétnimu
jazyku, takZe z ni nelze vycist informaci o tom, které tifidy rozkladu jakozto stavy vysledného automatu by



mély byt akceptujici, nicméné pomineme-li akceptujici stavy, pak konstrukce automatu funguje pro libovolnou
pravou kongruenci (pfi¢emz pokud chceme dostat koneény automat, pak se samoziejmé bavime jen o pravych
kongruencich s koneénym indexem).

Plati tedy, ze konstrukce ,pravd kongruence — automat“ a ,automat — prava kongruence“ jsou pti uvede-
nych omezenich vzajemné inverzni? Skoro. Jesté je tu jedna past, a to nedosazitelné stavy — ty totiz v automatu
byt mizou, ale ve vysledné pravé kongruenci se nijak neprojevi. Mizeme tedy shrnout, ze pravé kongruence
vzajemné jednoznacné odpovidaji automatim bez oznaceni akceptujicich stavi, s totalni prechodovou funkei a
bez nedosazitelnych stavi.

A k ¢emu nam toto pozorovani vlastné je? Diky prefixovym ekvivalencim jsme odvodili dobfe pouzitelnou
nutnou a postacujici podminku pro regulariu jazyka (MN-vétu). A pro¢ jsme se bavili o obecnych pravych
kongruencich? Tyto Gvahy nam totiz ukazou, ze struktura automatt rozhodujicich dany jazyk je velmi specificka.
Pro kazdy jazyk L totiz existuje ,nejhezéi“ automat (odpovidajici prefixové ekvivalenci pro L, a odborné zvany
minimalni, i kdyZ pojem nejmensi by byl pfesnéjsi) a vSechny ostatni automaty pro L jsou jen ,zesloZiténim*
toho nejhezciho. MN-vétu lze tedy také vnimat tak, ze jazyk je regularni, pravé kdyz ten nejhezci automat pro
néj ma koneéné mnoho stavi.

Pro¢ tomu tak je? Nejprve si vSimnéme, Ze mame-li automat A pro jazyk L, pak stavova ekvivalence ~ 4 i
prefixova ekvivalence ~, nejsou jen tak ledajaké pravé kongruence, ale maji jisty vztah k jazyku L: totiz z kazdé
t¥idy rozkladu lezi v L bud vSechna slova, nebo zadné. (Této vlastnosti se odborné ¥ik4, Ze ~ respektuje L, nebo
také Ze ~ nasycuje L; ve skriptech je pro totéz uvadéna ponékud krkolomnd formulace, ze ,,L je sjednocenim
nékterych t¥id rozkladu X* podle ~.) U ~ 4 je to podle toho, zda je pfisludny stav akceptujici; u ~, je to podle
toho, zda v prislusném pravém kontextu lezi e. Muzete si rozmyslet, Ze pokud u, v nejsou prefixové ekvivalentni
podle L, tak spolu nemtizou kamaradit ani v zadné pravé kongruenci respektujici L. Receno obménéné: pokud
u, v spolu kamaradi v néjaké pravé kongruenci respektujici L, pak spolu kamaradi i ve ~p,. To tedy znamena, ze
~, neni jen tak ledajaka prava kongruence respektujici L, ale je to dokonce (vzhledem k inkluzi) nejvétsi prava
kongruence respektujici L. Jinymi slovy: podivame-li se na piislusné rozklady, pak kazda pravd kongruence
respektujici L muze vypadat jediné tak, ze se v ~ ,roztrhnou“ nékteré t¥idy rozkladu (vizte vyse zkoumany
jazyk L = {e, aa,bba}). Pro automaty to tedy znamend, ze kazdy automat pro L miize vypadat jediné tak, Ze se
v tom nejhez¢im automatu pro L (vzniklém z ~p) ,zbyteéné“ rozdéli nékteré stavy (a poptipadé ,pro radost®
doplni jesté nedosazitelné stavy).

Minimélni automat ma tedy zejména nejmensi mozny podet stavi. (Nicméné méjme na zfeteli past —
netotalni prechodové funkce! Pokud je uvazujeme, pak se i z minimélniho automatu, vzniklého z ~; — pokud
existuji slova s pravym kontextem () vzhledem k L — d& odpovidajici ,jodpadkovy“ stav vynechat.) Jeho
postaveni je ale jesté vyznacénéjsi. Precizné feCeno: minimélni automat pro L ma tu vlastnost, Ze do néj existuje
parcidlni surjektivni Gplny homomorfizmus z libovolného automatu pro L, ale to vam vysvétlim az nékdy
priste. .. :-)



