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Příklad 1. Určete vytvořující funkci a explicitní vyjádření pro n-tý člen posloupnosti {an}∞n=0 definované
vztahy

a0 = 1, a1 = 2, an = 5an−1 − 4an−2.

Řešení. Pro n = 0 dostáváme a0 = 5a−1− 4a−2 = 5 · 0− 4 · 0 = 0, ale zároveň má platit dle zadání a0 = 1.
Proto

1 = a0 = 5an−1 − 4an−2 + 1.

Podobně pro n = 1 máme a1 = 5a0 − 4a−1 = 5 · 1 − 4 · 0 = 5, ale zároveň má platit dle zadání a1 = 2.
Proto

2 = a1 = 5a0 − 4a−1 − 3.

Chceme popsat součet a0x
0 + a1x

1 + a2x
2 + · · · =

∞∑
n=0

anx
n. Příslušné řádky tedy pronásobíme vhodnou

mocninou x.

a0x
0 = 5a−1x

0 − 4a−2x
0 + 1 · x0

a1x
1 = 5a0x

1 − 4a−1x
1 − 3 · x1

. . .

anx
n = 5an−1x

n − 4an−2x
n

. . .

Sečteme nyní tyto rovnice:
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

5an−1x
n −

∞∑
n=0

4an−2x
n + (1− 3x). (1)

Potřebujeme docílit toho, aby index u členu posloupnosti souhlasil s exponentem u x. Všimněme si, že
platí:

∞∑
n=0

5an−1x
n =

∞∑
n=−1

5anx
n+1 = 5x

∞∑
n=0

anx
n,

∞∑
n=0

4an−2x
n =

∞∑
n=−2

4anx
n+2 = 4x2

∞∑
n=0

anx
n.

Upravme tedy rovnici (1) dosazením těchto výsledků:
∞∑
n=0

anx
n = 5x

∞∑
n=0

anx
n − 4x2

∞∑
n=0

anx
n + (1− 3x), pak

∞∑
n=0

anx
n(1− 5x+ 4x2) = 1− 3x,

∞∑
n=0

anx
n =

1− 3x

1− 5x+ 4x2
.

Nyní je potřeba rozvinout vytvořující funkci posloupnosti f(x) =
1− 3x

1− 5x+ 4x2
do mocninné řady.

Rozklad na parciální zlomky vychází následovně:

f(x) =
1− 3x

1− 5x+ 4x2
=

2
3

1− x
+

1
3

1− 4x
,

pak dostáváme

f(x) =
2

3

∑
xn +

1

3

∑
(4x)n =

∑(
2

3
+

1

3
4n
)
xn,

a tedy an =
2 + 4n

3
.
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Příklad 2. Určete vytvořující funkci a explicitní vyjádření pro n-tý člen posloupnosti {an}∞n=0 definované
vztahy

a0 =
5

2
, a1 = −

5

4
, an = an−2 + 3

(
1

2

)n+1

.

Řešení. Pro n = 0 : a0 =
5
2
= a−2 + 3 · 1

2
+ 1.

Pro n = 1 : a1 = −5
4
= a−1 + 3 · 1

4
− 2.

Po pronásobení:

a0x
0 = a−2 + 3

(
1

2

)
x0 + x0,

a1x
1 = a−1 + 3

(
1

4

)
x1 − 5x1,

. . .

anx
n = an−2x

n + 3

(
1

2

)n+1

xn,

. . .

Nyní upravujeme součty:

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=−2

anx
n +

∞∑
n=0

3

(
1

2

)n+1

xn − 2x+ 1,

∞∑
n=0

anx
n = x2

∞∑
n=0

anx
n +

3

2

∞∑
n=0

(x
2

)n
− 2x+ 1,

∞∑
n=0

anx
n(1− x2) =

3

2

1

1− x

2

− 2x+ 1,

∞∑
n=0

anx
n(1− x2) =

3

2− x
− 2x+ 1 =

3 + (2− x)(−2x+ 1)

2− x
=

2x2 − 5x+ 5

2− x
,

∞∑
n=0

anx
n =

2x2 − 5x+ 5

(2− x)(1− x2)
= f(x).

Rozklad na parciální zlomky:
2x2 − 5x+ 5

(2− x)(1− x2)
=

2

1− (−x)
+

1

1− x
+
−1

2

1− x

2

, proto můžeme psát

f(x) =
∑

2(−x)n +
∑

xn +
∑(

−1

2

)(
1

2

)n

xn,

f(x) =
∑(

2(−1)n + 1−
(
1

2

)n+1
)
xn,

závěrem an = 1 + 2(−1)n −
(
1

2

)n+1


