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Poznamka. Pro pripomenuti, a = b (mod ¢) znamend, Ze a,b ddvaji stejny zbytek po déleni cislem c.
Mizeme tomu rozumeét i tak, Ze ¢ déli a — b, nebo a = kc+ b, pro k € Z.

Kongruence podle téhoz modulu miZeme séital i odecitat, také ndsobit. Tedy pro a = b (mod m) a
¢ =d (mod m) plati

e a+c=b+d (modm),
e a—c=b—d (modm),
e ac = bd (mod m).

0be strany kongruence muzZeme umocnit na stejné cislo. Obé strany kongruence mizZeme vydélit jejich
spolecnym. delitelem, pokud je to cislo nesoudélné s modulem. Pokud jsou obé strany v modul soudélné, lze
vydélit vsechna tr ¢isla.

Tuto teoretickou vijbavu neni nutno memorovat, povazuji za idedlni si ji zkusit na co nejvice prikladech
a u toho se poucit i o tom, co pri kongruencich neplati. Proto zde predkladam nékolik vyreSengjch prikladi
(linedrni kongruence a jejich soustavy) jako doplnéni komentovanych slidi pana docenta VokFinka.

Vadite-li zaddni s tim, Ze tusite jak to spocitat, zkuste si to prosim nejprve spocitat sami a poté zkont-
rolovat. Zpusobi Teseni a cest k vysledku je spousta.

Priklad 1. Spoctéte 14z = 19 (mod 23).
Regend. Vidime, Ze (23,14) = 1 a samoziejmé 1|19, tedy kongruence mé pravé jedno feseni modulo 23.

1. Mohli bychom obé& strany vynésobit 147! (mod 23). Jiz vime, Ze tato inverze existuje.

23=1-14+9

14=1-94+5
9=1-5+4
0=1-4+41

Protol=5-4=5—-(9-5)=2-5—-9=2(14-9)—-9=2-14—-3-9=2-14—3(23—14) = 5-14—3-23.
Méame tedy 5-14 — 3-23 = 1, z toho plyne 5- 14 = 1 (mod 23).
14z =19 (mod 23)
5-14x =5-19 (mod 23)
r=5-(—4) = —20 = 3 (mod 23)
x =3 (mod 23)

2. Muzeme vyuzit Eulerovu vétu a?™ =1 (mod n). Vime, Ze 14*2 = 1 (mod 23).

1421 140 = 14* - 19 (mod 23)
=27 (—4) (mod 23)
x=20.20.20.28 (7*)1°. 7. (—4) (mod 23)
7= (=5) (=5) - (=5) 8+ (3)!°- 7+ (—4) (mod 23)
r=25-20-8-(3%)%-3-7 (mod 23)
r=25-20-24-(4)*-7 (mod 23)
r=25-20-24-(=5)-7 (mod 23)
r=2-(=3)-1-(=5)-7 (mod 23)
z=(—6)-(=5) 7 (mod 23)
x =30-7 (mod 23)
x="7-7 (mod 23)
=49 — 2-23 =3 (mod 23)
x =3 (mod 23)
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3. Dalsim zptisobem je upravovani levé i pravé strany pomoci modulu a déleni. Je to snad nejrychlejsi
zpusob, ale vyzaduje vice zkuSenosti. Obc¢as to miize byt na par radku, jindy se tento zpusob muze
az nechutné protahnout a skoro nevede k vysledku. Miize to ovSsem poslouzit aspon ke zjednoduseni
prikladu. V tomto konkrétnim piikladeé:

14z = 19 (mod 23)
14z = (—4) (mod 23)
T = (—2) (mod 23)
Tr = (—2) + 23 = 21 (mod 23)
x =3 (mod 23)

4. Posledni uvedeny zpusob je upravovani dvou kongruenci (zndmo ze slidi), takze jen strucéné:

23z =0 (mod 23)
14z =19 (mod 23)
9z = —19 + 23 = 4 (mod 23)
S5z =15 (mod 23)
dr = —11 (mod 23)
r =26 =3 (mod 23)
0r =—-11—-3-4=-23=0 (mod 23).

[
Priklad 2. Spoctéte 37z = 17 (mod 27).
Resent. Predvedme si pouze tieti zpisob.
37x = 17 (mod 27)
10z = —10 (mod 27)
x = —1 (mod 27)
x =26 (mod 27)
0

Priklad 3. Spoctéte 13z = 22 (mod 36).
Reseni. Lze to spoéitat tretim zptsobem? Zde uz to nenf tak jednoduché, jako v predchozim prikladé.
Zkuste proto spocitat jinym zptisobem.
13z = 22 (mod 36)
7z =7 (mod 36)

Piiklad 4. Spoctéte 121z = 250 (mod 160).
Reseni. Predvedme si pouze tieti zptsob.

121z = 250 (mod 160)
—392 = 90 (mod 160)
—132 = 30 (mod 160)
—132 = 30 — 160 (mod 160)
—13z = —130 (mod 160)

x =10 (mod 160)
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Priklad 5. Spoctéte 325z = 694 (mod 471).

Resent. Predvedme si treti zpusob. Pujde to?

3252 = 694 (mod 471)
—146x = 694 (mod 471)
—T73x = 347 (mod 471)
—73x = —124 (mod 471)
73z = 124 (mod 471)

Zde uz tézko tict jak pokracovat a asi si nevSimneme, ze 124 4 25 - 471 je ¢islo délitelné 73. Nyni bychom
tedy mohli spocitat inverzi, tedy 737! (mod 471), nebo upravovat jako dvé rovnice.

471x = 0 (mod 471)
73z = 124 (mod 471)
33x = —6- 124 (mod 471)
Tr = 13- 124 (mod 471)
Sx = —58 - 124 (mod 471)
20 =71-124 (mod 471)
r=(—b8—2-71)-124 (mod 471)
x = —200- 124 (mod 471)
O0x =471 -124 = 0 (mod 471)

Vyborné, vime x = —200 - 124 (mod 471). To jesté upravime. (mod 471)x = —200-124 = —50-4-124 =
—50-496 = —50 - 25 = (—20 — 20 — 10) - 25 = —500 — 500 — 250 = —29 — 29 — 250 + 471 = 163. Takze

x =163 (mod 471).

Zaveérem si zkusme spocitat jesté jednu soustavu linearnich kongruenci.
Priklad 6. Spoctéte

21z = 27 (mod 24)
26x = 10 (mod 25)
27z = 30 (mod 17)

Resent. Nejprve zjednodusujeme:

21x = 3 (mod 24)
r =10 (mod 25)
10z = 13 (mod 17)

Vsimneme si, ze v prvni kongruenci jsou obé strany i modul délitelny tfemi. Tteti kongruenci upravime
snadno, kdyz pri¢teme modul 17 k pravé strané.

7x =1 (mod 8)
z =10 (mod 25)
10z = 30 (mod 17)
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Cislo 7 je jako —1 modulo 8, toho vyuzijeme.
—x =1 (mod 8)
x =10 (mod 25)
z =3 (mod 17)
Jesté jedna tprava prvniho radku.
r=—-1=7 (mod 8)
x =10 (mod 25)
x =3 (mod 17)
Tim jsou pripravné prace hotové. Nyni tedy vidime, Ze plati (mé&jme k,1,m € Z)
xr =17+ 8k.
Dosadime do druhé kongruence a fesime pro k:
7+ 8k =10 (mod 25)
8k =3 =3+ 25=28 (mod 25)
2k =7 =17+ 25 =32 (mod 25)
k=16 (mod 25)
Proto k = 16 + 251, coz dosadime pro rovnici s x, tedy mame
r="T+8k =T+ 8(16 + 251) = 135 + 2001.
Opakujeme postup s tfeti kongruenci a resime pro [:
135 4 2001 = 3 (mod 17)
135 — (7-17) + 2000l — (17 - 11)l = 3 (mod 17)
135 — 119 + (200 — 187)l = 3 (mod 17)
16 + 131 = 3 (mod 17)
—1 -4l =3 (mod 17)
—41 =4 (mod 17)
= —1=16 (mod 17)
Proto [ = 16 + 17m a opét dosadime, takze
x = 135+ 2000 = 135 4 200(16 + 17m) = 135 + 3200 + 3400m = 3335 + 3400m.
Resent lze tedy zapsat také x = 3335 (mod 3400). O]



