MB141, zkouska 5. 6. 2020

Priklad. 1A. V prostoru R4[x] polynomi stupné nejvyse 4 najdéte baze a dimenze podpro-
storti

P ={f € Ry[z]; f(1) = f(0), f(=1) = f(O)},
Q=[x* - 32> +2,2* — 1,2* + 22° — 32° — 22 + 2
a baze a dimenze jejich priiniku a souctu.

ReSeni. Koeficienty polynomu f(z) = asz* + azz® + as2? + ayx + ag z podprostoru P
spliuji homogenni soustavu dvou rovnic s matici

1 1 1 1 0 11110
1 -1 1 -1 0 01010
Proto (a4, as, as,ar,a0) = (p,q,—p, —q,r), kde p,q,r € R jsou parametry. Tedy béze
podprostoru P je z* — 2%, 2 — x, 1. Polynomy oznacme f1, fa, fs.
Polynomy generujici podprostor () jsou linedarné nezdvislé, tvoii tedy jeho bazi. Oznacme

j€ g1, 92, g3.

Polynomy z P N @ jsou tvaru p = ¢y f1 + cofo + c3f3 = d1g1 + dags + d3gs. To vede na
homogenni soustavu 5 rovnic o 6 nezndmych cy, o, c3, dy, da, d3, kterd ma matici

1 00 1 0 1

0 10 0o 0o 2 100 1 0 1
010 0 0 2

-1 0 0]|-3 1 =3 |~
0 -1 0l 0 0 -2 001} 2 -1 2
000}-2 1 =2

0O o1} 2 -1 2

Resent této soustavy je (di,ds, ds) = (p,2p + 2¢,q), kde p, ¢ € R jsou parametry. To d4va

bazi priiniku g; + 2go = 2t — 2%, 295 + g3 = 2* + 223 — 2% — 22 nebo také z* — 2%, 2® — 1.

z pfedChOZf Soustavy Plyne’ e P+ Q = [flv f27 f3a g1, 92, 93] = [fla f27 f37 gl} Posledni
Ctyfi polynomy tvoii bazi P + Q). O
Bodovani. Rovnice pro P 2 body, feseni 2 body, baze v polynomech 4 body. Je-li baze
jako pétice koeficientd tak pouze 2 body.

Dimenze a baze () 2 body.

Baze P N (). Soustava 3 body, feseni 3 body, baze v polynomech 4 body. Za pétice
koeficient pouze 2 body.

Béze souctu 5 bodu.

Je-1i u souctu nebo priniku spoctena pouze dimenze podle spravné formule, tak 2 body.

O
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Priklad. 1B. V prostoru R,[z] polynomu stupné nejvyse 4 najdéte baze a dimenze podpro-
storti

R ={g € Ry[z];9(1) = 9(0), g(=1) = 0},
S=[z* -3 +1,22° — 1,2 +2° - 32° —x + 1]
a baze a dimenze jejich priniku a souctu.

ReSeni. Koeficienty polynomu g(z) = ayz* + asz® + asx® + a1x + ag z podprostoru R
spliuji homogenni soustavu dvou rovnic s matici

1 1 1 1 0 1111 0
1 11 -11/"7%o202 -1

Proto (a4, ag, as, a1, a9) = (p+q+r,—p, —q,—r, —2p—2r), kde p, q,r € R jsou parametry.

Tedy baze podprostoru R je x* — 23 — 2, 2* — 2%, 2* — 2 — 2. Polynomy oznacme g, g2, gs.

Polynomy generujici podprostor S jsou linedrné nezavislé, tvoii tedy jeho bazi. Oznacme
je ha, ho, hs.

Polynomy z R N S jsou tvaru p = ¢1g1 + 292 + ¢393 = di1hy + daho + dshs. To vede na
homogenni soustavu 5 rovnic o 6 nezndmych cy, co, c3, dy, da, d3, kterd ma matici

1 1 1] 1 0 1
-1 0 0] 0 0 1
0O -1 0/-3 2 =3 |~
o 0 -1, 0 0 -1
2 0 2, 1 -1 1

Resent této soustavy je (di,ds, ds) = (p — ¢,p,q), kde p,q € R jsou parametry. To déva
bazi priniku by + hy = 2* — 22, —h; + hy = 2° — 2.

Z piedchozi soustavy plyne, Zze R + S = (g1, 92, g3, h1, ho, hs] = [g1, g2, 93, h1]. Posledni
Ctyfi polynomy tvofi bazi R + S. O
Bodovani. Rovnice pro R 2 body, feSeni 2 body, baze v polynomech 4 body. Je-li baze
jako pétice koeficientl tak pouze 2 body.

Dimenze a baze S 2 body.

Béze R N S. Soustava 3 body, feSeni 3 body, biaze v polynomech 4 body. Za pétice
koeficientli pouze 2 body.

Baze souétu 5 bodu.

Je-li u souctu nebo priniku spoctena pouze dimenze podle spravné formule, tak 2 body.

O
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Priklad. 1C. V prostoru R4[x] polynomi stupné nejvyse 4 najdéte baze a dimenze podpro-
storti

U ={h € Ry[z]; h(—1) = h(0), h(1) = 0},
V=[xt +22% -2 + 1,22 + 1,2* — 2* + 20 + 1]
a baze a dimenze jejich priniku a souctu.

ReSeni. Koeficienty polynomu h(z) = asa* + azx® + a2 + a1x + ag z podprostoru U
spliuji homogenni soustavu dvou rovnic s matici

1 -1 1 -1 0 1 -1 1 -1 0
11 1 1 1 0o 2 0 2 1
Proto (a4, ag, as, a1, a9) = (p—q+r,p.q,r,—2p—2r),kde p, q,r € R jsou parametry. Tedy
baze podprostoru U je z* + 23 — 2, 2% — 2%, 2* + 2 — 2. Polynomy oznatme hy, hy, hs.
Polynomy generujici podprostor V' jsou linearn€ nezavislé, tvori tedy jeho bazi. Oznac¢me

je g1, 92, g3

Polynomy z U NV jsou tvaru p = c1hy + cohs + c3hy = d1g1 + dags + dszgs. To vede na
homogenni soustavu 5 rovnic o 6 nezndmych cy, o, c3, dy, da, d3, kterd ma matici

1 1 1} 10 1

1 00| 22 0
1 0 0 2 2 0

0 -1 0}]-1 0 -1
0 -1 0/-1 0 -1 |~

0O o001} 00 2
00 1P 002 0 o0} 1 1 1
-2 0 -2/ 11 1

Resent této soustavy je (di,ds, ds) = (p+ q, —p, —q), kde p, ¢ € R jsou parametry. To d4va

bazi priniku g; — go = 2% — 22, g — g3 = 22> — 22 nebo také z* — 22, 23 — .

Z predchozi soustavy plyne, ze U +V = [hq, ha, hs, g1, 92, g3] = [h1, h2, hs, g1]. Posledni
Ctyfi polynomy tvofi bazi U + V. O
Bodovani. Rovnice pro U 2 body, feseni 2 body, baze v polynomech 4 body. Je-li baze
jako pétice koeficientl tak pouze 2 body.

Dimenze a baze V' 2 body.

Béze U N V. Soustava 3 body, feSeni 3 body, biaze v polynomech 4 body. Za pétice
koeficientli pouze 2 body.

Baze souétu 5 bodu.

Je-li u souctu nebo priniku spoctena pouze dimenze podle spravné formule, tak 2 body.

O
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Priklad. 2A. UkaZte, Ze matice

L2 12
A== 2 -2 1
3 1 2 2

je ortogondlni, a zjistéte, jaké geometrické zobrazeni v & popisuje predpis ¢(z) = Az, kde
x = (71,22, 73)" je sloupec standardnich soufadnic v &;.

ReSeni. Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice
ortogondlni.

Spocitime determinant matice A. Ten je roven 1, proto musi mit matice vlastni Cislo
1 a proto je také dané zobrazeni otoceni kolem osy prochdzejici pocatkem se smérovym
vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu 1.

Spo&itame vlastni vektor k vlastnimu &islu 1. Jsou to nasobky vektoru u = (1,1,3)7. Je
dobré provést kontrolu tim, Ze se presvédcime, Ze skutecné Au = w.

Nyni zjistime thel oto¢eni o. Vezmeme néjaky nenulovy vektor kolmy k wu, napt. v =
(1,—1,0)T. Spotitdme
14 1\"
Av=|—-=,=,—= | .
3'3° 3

Cosinus thlu otoceni bude

(v, Av) 5

cosq = ———— = ——.

[lull - [|Aw]] 6
Zavér: Dané zobrazeni je otoCeni kolem osy (0,0, 0]+a(1, 1, 3) o thel o, kde cos v = —2.
O

Bodovani. Kontrola ortogonality 3 body.
Vypocet determinantu 3 body.
Uvaha, Ze jde o otoeni kolem osy uréené vlastnim vektorem k 1 2 body.
Vypocet vlastniho vektoru k 1: soustava 3 body, vysledek 3 body.
Volba kolmého vektoru v a jeho zobrazeni Av 6 bodu.

Vypocet cosinu thlu otoceni 3 body, explicitni popis osy otaceni 2 body.



Priklad. 2B. UkaZte, Ze matice

22 -
B=-| 21 -2
3 12 2

je ortogondlni, a zjistéte, jaké geometrické zobrazeni v &3 popisuje predpis p(x) = Bz, kde
x = (71,22, 73)" je sloupec standardnich soufadnic v &;.

ReSeni. Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice
ortogonalni.

Spocitdime determinant matice B. Ten je roven —1, proto musi mit matice vlastni Cislo
—1 a proto je také dané zobrazeni sloZeni otoCeni kolem osy prochazejici pocatkem se smé-
rovym vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu —1, se symetrii podle roviny
prochdzejici pocatkem a kolmé na osu otaceni.

Spo&itame vlastn{ vektor k vlastnimu &fslu —1. Jsou to nasobky vektoru u = (2, —1,0).
Je dobré provést kontrolu tim, Ze se presvéd¢ime, Ze skutecné Bu = —u.

Nyni zjistime thel otoceni 5. Vezmeme néjaky nenulovy vektor kolmy k u, napf. v =

(0,0,1). Spo&itdme
1 2 2\"
Bo=(--,-22) .
! ( 3 3’3)

(v,Bv) 2
[lul - [|Bof] 3

Cosinus thlu otoceni bude

cosa =

Zavér: Dané zobrazeni je sloZeni symetrie podle roviny
201 —x9 =10

s ototenim kolem osy [0, 0,0] + a(2, —1,0) o thel 3, kde cos 5 = 2.

Bodovani. Kontrola ortogonality 3 body.
Vypocet determinantu 3 body.
Vypocet vlastniho vektoru k —1: soustava 3 body, vysledek 3 body.
Volba kolmého vektoru v a jeho zobrazeni Av 6 bodi.

Vypocet cosinu thlu otoceni 3 body, explicitni popis osy otdceni 2 body a roviny syme-
trie 2 body. Pokud neni explicitné uvedeno, Ze jde o sloZeni otoCeni a symetrie posledni 4
body nedavat .
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Priklad. 2C. UkaZte, Ze matice

-1 2
C=- 1 2 2
2 =21
je ortogondlni, a zjistéte, jaké geometrické zobrazeni v &5 popisuje piedpis ¢(x) = Cz, kde
x = (71,22, 73)" je sloupec standardnich soufadnic v &;.

ReSeni. Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice
ortogonalni.

Spocitime determinant matice C. Ten je roven —1, proto musi mit matice vlastni ¢islo
—1 a proto je také dané zobrazeni sloZeni otoCeni kolem osy prochazejici pocatkem se smé-
rovym vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu —1, se symetrii podle roviny
prochdzejici pocatkem a kolmé na osu otaceni.

Spo&itame vlastn{ vektor k vlastnimu &fslu —1. Jsou to nasobky vektoru u = (2,0, —1).
Je dobré provést kontrolu tim, Ze se presvédcime, Ze skutecné C'u = —u.

Nyni zjistime thel otoCeni 7. Vezmeme néjaky nenulovy vektor kolmy k u, napt. v =

(0,1,0)7. Spo&itdme
12 2\7
Cv=(-=,2,-2) .
! ( 373 3)

(v,Cv) 2
[lul[ - [|Cvl] 3

Zavér: Dané zobrazeni je sloZeni symetrie podle roviny

Cosinus thlu otoceni bude

cos =

201 —x3 =10

s ototenim kolem osy [0, 0,0] + ¢(2,0, —1) o thel 7, kde cosy = 2.

Bodovani. Kontrola ortogonality 3 body.
Vypocet determinantu 3 body.
Vypocet vlastniho vektoru k —1: soustava 3 body, vysledek 3 body.
Volba kolmého vektoru v a jeho zobrazeni Av 6 bodi.

Vypocet cosinu thlu otoceni 3 body, explicitni popis osy otdceni 2 body a roviny syme-
trie 2 body. Pokud neni explicitné uvedeno, Ze jde o sloZeni otoCeni a symetrie posledni 4
body nedavat .
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Priklad. 3A. Profesor ma 3 oblibené otazky, z kterych se u kazdého zkouskového terminu
jedna objevi. Profesor nikdy nepouzije stejné otazky po sobé. Kdyz naposledy pouZil otdzku
1, hodi mincfi a v ptipadé, Ze padne lic, zad4 otdzku 2. KdyZ pouZzil otdzku 2, hdzi 2 mincemi
a prejde k otdzce 3, pokud je lic na obou mincich. Pokud naposledy zadal otazku 3, tak si
hodi 3 mincemi a prejde k otdzce 1, kdyZ na vSech trech padl lic.

Modelujte zadavani otazek pomoci Markovova procesu. Urcete jeho matici a zdGvodnéte,
Ze je primitivni. Pomoci maticového nasobeni zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze u tfettho
terminu zada otdzku 2, jestliZze u prvniho zadal otdzku 1. Za predpokladu, Ze timto zpisobem
zadava otazky hodné dlouho, zjistéte, kterou otdzku zadava nejCastéji - vysledek vyjadrete
v procentech a vysvétlete, jak jste k nému dospéli.

ReSeni. Matice Markovovova procesu je

0 3/4 1/8
M=|1/2 0 7/8
1/2 1/4 0

Spo&teme-li M2 = M - M, dostaneme matici se v§emi vstupy kladnymi. Proto je M primi-
tivni matice.

Pravdépodobnost, Ze profesor zada u tietiho terminu 2. otdzku, kdyZ u prvniho zadal 1.
otdzku je ddna druhou sloZkou soucinu

1
M-M-10
0

ataje 7/16.

Pti dlouhodobém zadavani se pravdépodobnosti zadani jednotlivych otdzek blizi pravde-
podobnostnimu vektoru, ktery je vlastnim vektorem matice M k vlastnimu &islu 1. ReSime
proto homogenni soustavu

(M — E)x =0.
Jeji matici upravime na schodovity tvar
-1 3/4 1/8 4 -8 7
/2 -1 7/8] ~ |0 =2 3
1/2 1/4 -1 0 0 0

Vlastni vektory jsou a(5, 6, 4). Pravdépodobnostni vektor je
(1/3,2/5,4/15).

V dlouhodobém horizontu pokladd profesor nejcastéji otazku 2, a to s pravdépodobnosti
2/5, 1j. 40%.

O

Bodovani. Spravnd matice 6 bodu. (2 za kazdy sloupec) Zdivodnéni primitivnosti 2 body.
Vypocet 7/16 2 body.
Soustava pro vlastni vektor a jeji Uprava na schodovity tvar 5 bodd. Spravné feSeni ve
formé pravdépodobnostniho vektoru 5 bodi.
Spravné urceni otdzky 2 body, spravna procenta 3 body. O
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Priklad. 3B. Profesor trpi syndromem vyhoteni a u zkousek uz zadava jenom jeden ze tii
testi A, B, C. Nikdy vSak nepouZije po sob¢ stejné testy. KdyZ naposledy zadal test A, hodi
si kostkou a v pfipadé, Ze padne Cislo délitelné 3, zada test B. KdyZ pouzil test B, hdzi dvéma
mincemi a prejde k testu C, pokud na obou padne lic. KdyZ naposledy zadal test C, tak hazi
opét kostkou a prejde k testu A, pokud na kostce padne prvocislo.

Modelujte zadavani testi pomoci Markovova procesu. UrCete jeho matici a zdGvodnéte,
Ze je primitivni. Pomoci maticového nasobeni zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze u tfettho
terminu zada test B, jestliZze u prvniho zadal test C. Za pfedpokladu, Ze timto zplisobem
zadava testy hodné dlouho, zjistéte, ktery test zadava nejCastéji a s jakou pravdépodobnosti.
Vysvétlete, jak jste k vysledku dospéli.

ReSeni. Matice Markovovova procesu je
0 3/4 1/2
M=|1/3 0 1/2
2/3 1/4 0

Spo&teme-li M? = M - M, dostaneme matici se v§emi vstupy kladnymi. Proto je M primi-
tivni matice.

Pravdépodobnost, Ze profesor zada u tietiho terminu test B, kdyZ u prvniho zadal test C
je dana druhou sloZkou soucinu
0
M-M-10
1
ataje 1/6.

Pii dlouhodobém zadavani se pravdépodobnosti zadani jednotlivych testli blizi pravdeé-
podobnostnimu vektoru, ktery je vlastnim vektorem matice M k vlastnimu ¢islu 1. ReSime
proto homogenni{ soustavu

(M —E)x=0.
Jeji matici upravime na schodovity tvar
-1 3/4 1/2 2 -6 3
/3 -1 1/2] ~ 10 =9 8
2/3 1/4 -1 0 0 0

Vlastni vektory jsou a(21, 16, 18). Pravdépodobnostni vektor je
(21/55,16/55, 18/55).

V dlouhodobém horizontu zadava profesor nejcastéji test A, a to s pravdépodobnosti 21 /55.

O

Bodovani. Spravnad matice 6 bodu. (2 za kazdy sloupec) Zdivodnéni primitivnosti 2 body.
Vypocet 1/6 2 body.
Soustava pro vlastni vektor a jeji dprava na schodovity tvar 5 bodi. Spravné feseni ve
formé pravdépodobnostniho vektoru 5 bodi.
Spravné urceni otdzky 2 body, spravnd procenta 3 body. O



9

Priklad. 3C. Profesor se po koronavirové epidemii rozhodl, Ze bude na studenty hodny, a
u zkousek jim zaddva jenom jeden ze tii testli X, Y, Z. Nikdy vSak nepouZije po sob¢ stejné
testy. Kdyz naposledy zadal test X, hodi si kostkou a kdyz padne sudé (parne) Cislo, zada
test Y. Kdyz pouzil test Y, hazi minci a prejde k testu Z, pokud padne lic. Pokud naposledy
zadal test Z, tak hazi dvéma mincemi a prejde k testu X, kdyZ na obou padne lic.

Modelujte zadavani testi pomoci Markovova procesu. UrCete jeho matici a zdGvodnéte,
Ze je primitivni. Pomoci maticového nasobeni zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze u tfettho
terminu zada test X, jestlize u prvniho zadal test Z. Za pfedpokladu, Ze timto zplisobem
zadava testy hodné dlouho, zjistéte, ktery test zaddva nejCastéji a s jakou pravdépodobnosti.
Vysvétlete, jak jste k vysledku dospéli.

ReSeni. Matice Markovovova procesu je

0 1/2 1/4
M=|(1/2 0 3/4
12 1/2 0

Spo&teme-li M? = M - M, dostaneme matici se v§emi vstupy kladnymi. Proto je M primi-
tivni matice.

Pravdépodobnost, Ze profesor zada u tetiho terminu test X, kdyZ u prvniho zadal test Z
je dana prvni sloZkou soucinu
0
M-M-10
1
ataje 3/8.

Pii dlouhodobém zadavani se pravdépodobnosti zadani jednotlivych testli blizi pravdeé-
podobnostnimu vektoru, ktery je vlastnim vektorem matice M k vlastnimu ¢islu 1. ReSime
proto homogenni{ soustavu

(M —E)x=0.
Jeji matici upravime na schodovity tvar
-1 1/2 1/4 2 -4 3
1/2 -1 3/4) ~ |0 -6 7
1/2 1/2 -1 0 0 0

Vlastni vektory jsou a(5, 7, 6). Pravdépodobnostni vektor je
(5/18,7/18,6/18).

V dlouhodobém horizontu zadava profesor nejcastéji test Y, a to s pravdépodobnosti 7/18.

O

Bodovani. Spravnd matice 6 bodu. (2 za kazdy sloupec) Zdivodnéni primitivnosti 2 body.
Vypocet 3/8 2 body.
Soustava pro vlastni vektor a jeji dprava na schodovity tvar 5 bodi. Spravné feseni ve
formé pravdépodobnostniho vektoru 5 bodi.
Spravné urceni otdzky 2 body, spravnd procenta 3 body. O
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Priklad. 4A. V Rabinové kryptosystému je soukromym klicem dvojice prvocisel p = 7,
q = 23. Vefejnym kli¢em je n = 161. Desifrujte zpravu M = 116. Proved’te cely vypocet
bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.

Strucné popiste postup, kterym byste mohli provést kontrolu spravnosti svého vypoctu.

ReSeni. Desifrovana zprava Z spliiuje Z2 = M mod n. Takové jsou 4 a jsou ve tvaru
Z = tap@ £ bgP mod n,
kde a, b, P, () jsou cela Cisla spliujici
(1) ap +bg = 1,
2) P = M*T mod D,
(3) Q=M mod q.
Pomoci algoritmu spocitdme a = 10, b = —3. Dale pocitdime modulo 7
116°=4>=16=2 mod 7.
Tedy P = 2.
Pocitdnim modulo 23
116°=1°=1 mod 23.
Tedy ) = 1. Proto

Z=+10-7-14+3-23-2 =470+ 138.
DeSifrovana zprava je jedna z nésledujicich: 47, 68, 93, 114.
O spravnosti vypoctu se miizeme piesveédcit tim, Ze oveéfime platnost kongruenci
Z°=116=4 mod 7,
Z*=116=1 mod 23.

Bodovani. Spravny vzorec pro Z ... 6 bodi.
Vypocet Cisel a, b ... 3 body.
Vypocet P = M*" mod p ... 4 body.
Vypocet ) = M* mod q -.- 4 body.
Spravné hodnoty Z ... 4 body.
Spravnd odpovéd’ na otdzku o ovéfent ... 4 body. Samotné ovéteni neni potfeba provadet.

O
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Priklad. 4B. V Rabinové kryptosystému je soukromym kli¢em dvojice prvolisel p = 7,
q = 31. Vetejnym klicem je n = 217. DeSifrujte zpradvu M = 78. Proved’'te cely vypocet
bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.

Strucné popiste postup, kterym byste mohli provést kontrolu spravnosti svého vypoctu.

ReSeni. Desifrovana zprava Z spliiuje Z2 = M mod n. Takové jsou 4 a jsou ve tvaru
Z = +ap@ £bgP mod n,

kde a, b, P, () jsou cela Cisla spliujici

(1) ap +bg =1,

(2) P=M"T mod p,

(3) Q=M mod q.
Pomoci algoritmu spocitime a = 9, b = —2. Déle pocitdime modulo 7

782=1=1 modT7.
Tedy P = 1.
Pocitdnim modulo 31
78 =16°=2"=2".4=4 mod 31

nebot’ podle malé Fermatovy véty je 23° =1 mod 31. Tedy Q = 4. Proto

4=49-7-44+2-31-1=+252+£62.
Desifrovand zprdva je jedna z nasledujicich: 27, 97, 120, 190.
O spravnosti vypoctu se mizeme presveédcit tim, Ze ovéiime platnost kongruenci
Z*=78=1 mod 7,
Z?=78=16 mod 31.

Bodovani. Spriavny vzorec pro Z ... 6 bodu.
Vypocet ¢isel a, b ... 3 body.
Vypotet P = M*" mod p ... 2 body.
Vypotet Q = M“T mod q ... 6 bod.
Spravné hodnoty Z ... 4 body.
Spravna odpovéd’ na otdzku o ovéfeni ... 4 body. Samotné ovéfeni neni potfeba provadét.

O
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Priklad. 4C. V Rabinové kryptosystému je soukromym klicem dvojice prvocisel p = 11,
q = 19. Vefejnym klicem je n = 209. Desifrujte zpravu M = 111. Proved’te cely vypocet
bez pouZiti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.

Strucné popiste postup, kterym byste mohli provést kontrolu spravnosti svého vypoctu.

ReSeni. Desifrovana zprava Z spliiuje Z2 = M mod n. Takové jsou 4 a jsou ve tvaru
Z = +ap@ £ bgP mod n,
kde a, b, P, () jsou cela Cisla spliujici
(1) ap +bg =1,
(2) P=M"T mod p,
(3) Q=M mod q.
Pomoci algoritmu spocitdme a = 7, b = —4. Déle pocitime modulo 11
1*=1=1 mod 11.
Tedy P = 1.
Pocitdnim modulo 19
111°=16°=-3"=-9-9-3=-5-3=4 mod 19.
Tedy () = 4. Proto
Z=47-11-44+4-19-1 = +308 4+ 76.
Desifrovana zprava je jedna z nésledujicich: 23, 34, 175, 186.

Vv s

O spravnosti vypoctu se miizeme piesveédcit tim, Ze oveéfime platnost kongruenci
Z*=78=1 mod?7,
Z*=78=16 mod 31.

Bodovani. Spravny vzorec pro Z ... 6 bodu.
Vypocet ¢isel a, b ... 3 body.
Vypotet P = M*™ mod p ... 3 body.
Vypocet ) = M*" mod q ... 5 bod.
Spravné hodnoty 7 ... 4 body.
Spravna odpoveéd’ na otdzku o ovéfeni ... 4 body. Samotné ovétreni neni potieba provadét.

O



