MB141, zkouska 16. 6. 2020

Priklad. 1A. V A, jsou ddny tfi body body A = [1,2,1,2], B =[2,0,1,3],C =[0,1, —2,4]
a afinni podprostor M zadany rovnici
$1+ZL‘2—$3—1’4:—1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny p, ktera je uréena body A, B, C'. [8 bod]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny p pomoci soustavy rovnic. [8 bodi]
(c) Spocitejte pranik p N M. [9 bodu]

ReSeni. (a) Parametrick4 rovnice roviny p je
A4+a(B—A)+bC—-A)=[1,2,1,2] +a(l,—-2,0,1) + b(—1,—-1,-3,2).
(b) Nejdfive najdeme homogenni soustavu rovnic pro zaméfeni roviny p. Pro hledané
koeficienty c1, co, c3, ¢4 TOVNIC C171 + Coxo + C3T3 + c4x4 = O musi platit soustava rovnic
1 —2c04+¢c4 =0, —c1—cy—3c3+2c4,=0
Jeji feSeni je s(1,1,0,1) + ¢(2,1, —1,0). Homogenni rovnice jsou
1+ 2o +x4 =0, 227 +2x9—23=0.
Dosazenim soufadnic bodu P do levych stran dostaneme soustavu rovnic pro
T1+To+x4 =05, 221+ 29— 23=3.
(c) Prinik spocitame feSenim tii rovnic z obecnych popist afinnich podprostorti. Matice
soustavy je
11 -1 —-1|-1 1 1
11 0 1, 5]~ 0 —1
21 -1 0] 3 0 0

Resenim je pfimka [4,1,6,0] + p(—1,0, -2, 1).

Lze také feSit dosazenim parametrického vyjadfeni roviny p do rovnice pro M.

Reseni, které hledd prvné parametrické vyjadfeni pro M a prinik hled4 z parametrickych
vyjadreni obou afinnich podprostori je neSikovné, zdlouhavé, a proto pfi ném dojde lehce k
chybé. O
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Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny p za 8 bodu.
Soustava rovnic pro p, spravny postup 4 body, vysledek 4 body.
Vhodny postup vypoctu priniku 3 body, feseni soustavy 3 body, vysledek 3 body. O
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Priklad. 1B. V A, jsou ddny tfi body body P = [2,1,1,2],Q = [0,2,1,3], R = [1,0, —2, 4]
a afinni podprostor N zadany rovnici

J]1+ZL‘2—ZL’3—J]4:—1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny m, kterd je urCena body P, @), R. [8 bodii]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny 7 pomoci soustavy rovnic. [8 bodi]
(c) Spocitejte prinik 7 NN [9 bodi]

ReSeni. (a) Parametrické rovnice roviny 7 je
P+a(Q—-P)+bR—P)=1[2,1,1,2] + a(—-2,1,0,1) + b(—1,—1,-3,2).
(b) Nejdfive najdeme homogenni soustavu rovnic pro zaméfeni roviny p. Pro hledané
koeficienty c1, ¢, c3, ¢4 TOVNIC C171 + Coxo + Cc3T3 + c4x4 = O musi platit soustava rovnic
—2c1+co+cy =0, —cp—co—3c3+2¢4,=0

Jeji feSeni je s(1,1,0,1) + ¢(1,2, —1,0). Homogenni rovnice jsou
1+ 2o +x4 =0, x14 229 —23=0.

Dosazenim soufadnic bodu P do levych stran dostaneme soustavu rovnic pro p
T1+2To+2x4=09, x1+4+2x9—123=23.

(¢) Prinik spocitame feSenim tii rovnic z obecnych popist afinnich podprostori. Matice
soustavy je

11 -1 —-1|-1 110 1|5
11 0 1, 5 ]~101014
12 -1 0] 3 00126

Resenim je pfimka [1, 4, 6,0] + p(0, —1, —2,1).

Lze také fesit dosazenim parametrického vyjadfeni roviny 7 do rovnice pro N.

Reseni, které hled4 prvné parametrické vyjadieni pro A a prinik hled4 z parametrickych
vyjadreni obou afinnich podprostori je neSikovné, zdlouhavé, a proto pri ném dojde lehce k
chybgé. O

Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny 7 za 8 bod.
Soustava rovnic pro 7, spravny postup 4 body, vysledek 4 body.
Vhodny postup vypoctu priniku 3 body, feseni soustavy 3 body, vysledek 3 body. O



Priklad. 2A. Zobrazeni ¢ : R? — R3 je symetrie podle roviny z; + 5 + 223 = 0.
(a) Najdéte matici A tak, aby ve standardnich soutadnicich bylo

T I
pola | =A- | 2 [18 bodu].
T3 T3

(b) Je A ortogonalni matice? Zdivodnéte svou odpovéd’. [3 body]
(c) Najdéte inverzni matici A™'. [4 body]

ReSeni. (a) Symetrie podle roviny zobrazuje normdalovy vektor na opacny vektor a vek-
tory z roviny na sebe. Normdlovy vektor je n = (1,1,2), vektory v roviné jsou napf.
u=(1,-1,0)av = (0,2,—1). Plat{

pn) =—n, @) =u, ¢)=u.
Odtud jiz miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech e;, ey, e3 standardni baze a tyto
hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme vektory do radkia

x (1) x p(z)

1 1 2/-1 -1 -2 6 0 0] 4 -2 —4

1 -1 ol 1 =1 o]~ 1060 -2 4 —4

0 2 —1] 0 2 —1 00 3/ -2 -2 —1

Tedy matice

L2 -1 2
A==-[-1 2 =2
3\ 2 1

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) ProtoZe je A ortogondlni je A=t = AT = A. Jiné zdlivodnéni spociva v tom, Ze se
spocitd sou¢in A- A = F. O

Bodovani. (a) Obrazy tfi vhodnych vektord 9 bodu.
Spocitani hodnot na vektorech standardni baze 5 bodu.
Spravny vysledek 4 body

(b) Zdiivodnéni ortogonality 3 body.
(c) Vypocet inverze 4 body. O
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Priklad. 2B. Zobrazeni v : R? — R? je symetrie podle roviny 2z, — x5 + 3 = 0.
(a) Najdéte matici B tak, aby ve standardnich soufadnicich bylo

X1 T
Vx| =B-|2| [18bodil].
I3 T3

(b) Je B ortogonalni matice? Zdivodnéte svou odpoveéd’. [3 body]
(c) Najdéte inverzni matici B~'. [4 body]

ReSeni. (a) Symetrie podle roviny zobrazuje normdlovy vektor na opacny vektor a vektory
z roviny na sebe. Normélovy vektor je n = (2, —1,1), vektory v roviné jsou napf. u =
(1,2,0) av = (0,1, 1). Plati

pn) =—n, @) =u, ¢)=u.
Odtud jiz miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech ey, ey, e3 standardni baze a tyto
hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme vektory do radka

T o(z) T o(z)

2 —1 1|-2 1 -1 6 0 0]—2 4 —4

1 20| 1 2 0|71 06 0| 4 4 2

0 1 1| 0 1 1 00 6|—4 2 4

Tedy matice

(-1 2 -2
B==-12 2 1
3\ 1 9

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) ProtoZe je B ortogondlni je B~! = BT = B. Jiné zdivodnéni spoivd v tom, Ze se
spocitd sou¢in B - B = E. O

Bodovani. (a) Obrazy tfi vhodnych vektord 9 bodu.
Spocitani hodnot na vektorech standardni baze 5 bodu.
Spravny vysledek 4 body

(b) Zdiivodnéni ortogonality 3 body.
(c) Vypocet inverze 4 body. O



Priklad. 2C. Zobrazeni w : R? — R3 je symetrie podle roviny z; — 225 + 23 = 0.
(a) Najdéte matici C' tak, aby ve standardnich soufadnicich bylo

T I
wlx | =C- | o [18 bodu].
T3 T3

(b) Je C ortogondlni matice? Zdtivodnéte svou odpovéd’. [3 body]
(c) Najdéte inverzni matici C~!. [4 body]

ReSeni. (a) Symetrie podle roviny zobrazuje normdlovy vektor na opacny vektor a vektory
z roviny na sebe. Normélovy vektor je n = (1,—2,1), vektory v roviné€ jsou napf. u =
(1,0,—1)av = (0,1,2). Plati

pn) =—n, @) =u, ¢)=u.
Odtud jiz miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech eq, ey, e3 standardni baze a tyto
hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme vektory do radka

x (1) x p(z)

1 -2 1|-1 2 —1 3 00| 2 2 —1

1 0 -1 1 o -1 171030 2 -1 2

0 1 2| 0 1 2 00 3|-1 2 2

Tedy matice

(2 2 -1
C=-|2 -1 2
3\21 2 2

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) Protoze je C ortogondlni je C~! = CT = (. Jiné zdivodnéni spolivd v tom, Ze se
spocita soucin C' - C' = F. O

Bodovani. (a) Obrazy tfi vhodnych vektord 9 bodu.
Spocitani hodnot na vektorech standardni baze 5 bodu.
Spravny vysledek 4 body

(b) Zdiivodnéni ortogonality 3 body.
(c) Vypocet inverze 4 body. O
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Priklad. 3A. Model ristu néjaké populace urcené tfemi generacemi je dan Leslieho matici
s parametrem a € [0, 1]

N |— ()
o wilut

A=

jan)
O O N

(a) Jaka je imrtnost 2. generace? [3 body]

(b) Jestlize je pomér prvé, druhé a tfeti generace v Case 3 roven 1 : 6 : 2 a parametr
a = 1/2, jaky bude pomér téchto generaci v ¢ase 4? [3 body]

(c) Pro které hodnoty parametru a populace expanduje, pro které sméfuje k vyhynuti a
pro které se stabilizuje? [12 bodi]

(d) Urcete dlouhodobé rozloZeni této populace pro parametr a, kdy se populace stabili-
zuje. [7 bodi]

ReSeni. (a) Umrtnost druhé generace je 1 — a.

1 11
(b) Vyndsobime A- | 6 | = | 1/2
2 3
(c) Spocitame charakteristicky polynom
5 1
fA) =det(A - \E) = —\* + PR

Stabilita nastane, kdyZ 1 je vlastni &islo, tj.
5 1
1)=—-14+-+-a=0.
f(1) tet g

Tedy pro a = % je populace stabilni,

Proa € (3,1] je f(1) > 0, proto f ma kofen > 1 a A md vlastni &slo > 1. Populace
expanduje.

Proa € [0,2) je f(1) < 0, proto f md kofen < 1 a A mé nejv&si vlastni &islo < 1.
Populace vymira.

(d) Pomér generaci je dan vlastnim vektorem k vlastnimu &islu 1. Re§ime homogenni
soustavu rovnic (A — F)x = 0. Vlastn{ vektor je (6, 3,2).

Bodovani. (a) Umrtnost 3 body.
(b) Spravny vypocet 3 body. Bez vypoctu 0 bodu.

(c) Charakteristicky polynom 4 body.
Kritickd hodnota parametru 4 body. Expanze 2 body. Vymirani 2 body

(d) Soustava pro vlastni vektor 3 body.
Spravny vysledek 4 body.
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Priklad. 3B. Model ristu néjaké populace urcené tfemi generacemi je dan Leslieho matici
s parametrem b € [0, 1]

3 3 |
B=|b 00
030

(a) Jaka je imrtnost 1. generace? [3 body]

(b) Jestlize je pomér prvé, druhé a tfeti generace v Case 4 roven 6 : 2 : 1 a parametr
b = 1/3, jaky bude pomér téchto generaci v ¢ase 5? [3 body]

(c) Pro které hodnoty parametru b populace expanduje, pro které smétuje k vyhynuti a
pro které se stabilizuje? [12 bodi]

(d) Urcete dlouhodobé rozloZeni této populace pro parametr b, kdy se populace stabili-
zuje. [7 bodi]

Reseni. (a) Umrtnost prvni generace je 1 — b.

6 7
(b) Vyndsobime B - | 2 | = | 2
1 1

(c) Spocitame charakteristicky polynom

1 3 1
f(A) = det(A — \E) = (5 — )\) A+ SO+ 50
Stabilita nastane, kdyZ 1 je vlastni ¢islo, tj.
1 3 1
)=—+=-b+-b=0.

Tedy pro b = Zi je populace stabilni,

Pro b € (1,1] je f(1) > 0, proto f mé kofen > 1 a B mé vlastni &islo > 1. Populace
expanduje.

Pro b € [0,1) je f(1) < 0, proto f md kofen < 1 a B md nejv&tsi vlastni &islo < 1.

Populace vymir4.

(d) Pomér generaci je ddn vlastnim vektorem k vlastnimu &islu 1. Resfme homogenni
soustavu rovnic (B — E)x = 0. Vlastn{ vektor je (8,2,1)T.

Bodovéni. (a) Umrtnost 3 body.
(b) Spravny vypocet 3 body. Bez vypoctu 0 bodu.

(c¢) Charakteristicky polynom 4 body.
Kritickd hodnota parametru 4 body. Expanze 2 body. Vymirani 2 body

(d) Soustava pro vlastni vektor 3 body.
Spravny vysledek 4 body.
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Priklad. 3C. Model ristu néjaké populace urcené tfemi generacemi je dan Leslieho matici
s parametrem ¢ € [0, 1]

1 9
3 5 1
1

0 ¢ 0

(a) Jaka je imrtnost 2. generace? [3 body]
(b) Jestlize je pomér prvé, druhé a tfeti generace v Case 2 roven 3 : 5 : 4 a parametr
¢ = 1/2, jaky bude pomér téchto generaci v ¢ase 3? [3 body]
(c) Pro které hodnoty parametru ¢ populace expanduje, pro které smétfuje k vyhynuti a
pro které se stabilizuje? [12 bodi]
(d) Urcete dlouhodobé rozloZeni této populace pro parametr ¢, kdy se populace stabili-
zuje. [7 bodi]
ReSeni. (a) Umrtnost druhé generace je 1 — c.
3 14
(b) Vyndsobime C' - | 4| = 1
) 5/2
(c) Spocitame charakteristicky polynom
1 9 1

f(X) = det(A — \E) = (g - /\) 2+ AT 3¢

Stabilita nastane, kdyz 1 je vlastni ¢islo, tj.

Tedy pro ¢ = % je populace stabilni,

Pro ¢ € (£,1] je f(1) > 0, proto f mé kofen > 1 a C' md vlastni &islo > 1. Populace
expanduje.

Pro ¢ € [0,1) je f(1) < 0, proto f md kofen < 1 a C' mé nejv&tsi vlastni &islo < 1.
Populace vymir4.

(d) Pomér generaci je ddn vlastnim vektorem k vlastnimu &islu 1. Resfme homogenni
soustavu rovnic (C' — E)z = 0. Vlastn{ vektor je (15,5, 1)7.

Bodovéni. (a) Umrtnost 3 body.
(b) Spravny vypocet 3 body. Bez vypoctu 0 bodu.

(c¢) Charakteristicky polynom 4 body.
Kritickd hodnota parametru 4 body. Expanze 2 body. Vymirani 2 body

(d) Soustava pro vlastni vektor 3 body.
Spravny vysledek 4 body.
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Priklad. 4A. Julie a Romeo komunikuji $ifrou Elgamal. Oba se dohodli na prvocisle p = 19
a na primitivnim kofenu g = 10. Julie si za svijj tajny kli¢ zvolila ¢islo a = 11, Romeo ma
svij tajny kKIic b.
(a) Overte, ze 10 je skutecné primitivni kofen modulo 19. [5 bodu]
(b) Jaky udaj poskytla Julie Romeovi? [5 bodii]
(c) Romeo posléze poslal Julii jako zpravu dvojici &isel (¢° = 7, 4). Pomozte Julii s
desifrovanim zpravy. [15 bodi]

Proved’te cely vypocet bez pouZziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.

ReSeni. (a) ¢(19) = 18 = 2- 32 Proto 10'® = 1 mod 19. Po¢itame modulo 19
10°=100=53=6-5 =11,
10°=10°-100-10=11-5-10=11-12=8-7 = 18.

Tedy 10 je primitivni kofen.

(b) Julie poskytla idaj

¢*=10"=10°-100= (-1)-5=14, mod 19.

(c) Romeo zasifroval zpravu M jako dvojici (¢°, M(g*)?) = (7,4). Proto deSifrujeme

takto
M = M(g*)°- (gb)“)_1 =4- (711)71 =4-(11)"'=4-7=9 mod 19.
Vypocet
T™M=49".7=11°-7T=(-8)°- 7= —64*-56 = —7*(~1) =11 mod 19.

Inverze k 11 mod 19 se najde jako Cislo a takové, Ze 11a+ 190 = 1 pro néjaké b. Jednoduse
(a,b) = (7,—4). Inverze je tedy 7.

Bodovani. (a) Za ©(19) a jeho rozklad 1 bod. Za kazdou mocninu 2 body.
(b) Vi, co ma pocitat 3 body. Mocnina 2 body.

(¢) Spravny vzorec 7 bodu.

Mocnina 3 body.

Inverze 3 body.

Spravny vysledek 2 body. O
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Priklad. 4B. Desdemona a Othelo komunikuji Sifrou Elgamal. Oba se dohodli na prvocisle
p = 23 a na primitivnim kofenu g = 10. Desdemona si za svij tajny kli¢ zvolila ¢islo a = 9,
Othelo ma svuj tajny kIic b.
(a) Overte, ze 10 je skutecné primitivni kofen modulo 23. [5 bodu]
(b) Jaky udaj poskytla Desdemona Othelovi? [5 bodi]
(c) Othelo posléze poslal Desdemoné jako zpravu dvojici &fsel (¢° = 2, 19). Pomozte
Desdemoné s desifrovanim zpravy. [15 bodii]

Proved’te cely vypocet bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.
ReSeni. (a) ¢(23) =22 = 2-11. Proto 10?2 = 1 mod 23. Potitame modulo 23
10% = 100 = 8,
10" =100°-10=8"-10=64%-80 =5 - 11 = 22.
Tedy 10 je primitivni kofen.
(b) Desdemona poskytla udaj
¢*=10°=100"-10=8*-10=5%-10 =20, mod 23.
(¢) Othelo zasifroval zpravu M jako dvojici (g°, M (g%)®) = (2,19). Proto deSifrujeme
takto
M=M(g) (")) '=19-(2°) '=19-(6)'=19-4=7 mod 23,
Vypocet
22=16-2=7"-2=3-2=6 mod 23.
Inverze k 6 mod 19 se najde jako ¢islo a takové, Ze 6a + 23b = 1 pro néjaké b. Jednoduse
(a,b) = (4,—1). Inverze je tedy 4.

Bodovani. (a) Za ¢(19) a jeho rozklad 1 bod. Za kazdou mocninu 2 body.
(b) Vi, co ma pocitat 3 body. Mocnina 2 body.

(c) Spravny vzorec 7 bod.

Mocnina 3 body.

Inverze 3 body.

Spravny vysledek 2 body. O



