MB141, zkouska 23. 6. 2020

Priklad. 1A. V prostoru R* jsou dény podprostory
P = [(17 1’ _]-7 _]->7 (27 37 27 _2)]7 Q = [(27 07 17 ]-)7 (4a 4) 77 _1)]

(a) Najdéte baze a dimenze jejich priniku [12 bodi] a souctu [8 bodu].
(b) Zjistéte pomoci vypoctu, zda vektor (1,2,3,4) leZi v podprostoru P + Q. [5 bodi]
Body budou udéleny jen za spravné zdivodnéni.

ReSeni. (a) Oznaéme u; = (1,1, —1,—1),uy = (2,3,2,-2) € Pawv; = (2,0,1,1), v, =
(4,4,7. — 1) € Q. Vektor v priniku je tvaru

z = auy + bus = cvy + dvs.

Najdeme c, d feSenim soustavy s matici

1 2|2 4 1 2] 2 4
1 3|0 4 0 1/-2 0
-1 2/t 7|71 oo0o] 11
1 —2]1 -1 00l 00

Reseni je (¢, d) = (—p, p), kde p € R je parametr. Proto
PNQ = {—pv +pvs € R*} = [0y — 1] = [(2,4,6,-2)] = [(1,2,3,-1)].

Baze P N @ je tvofena vektorem (1,2,3, —1).

Z ptredchoziho vypoctu plyne, Ze

P+ Q = [uy,ug, vy, 03] = [uy, ug, v,

kde uq, ug, vy jsou linedrné nezavislé, tedy tvori bizi souctu.

(b) Vektor (1,2,3,4) lezi v P + @, pravé kdyz ma feSeni rovnice

auy + bug + cv; = (1,2, 3,4)

o neznamych a, b, c. Matice soustavy je

1 2 2|1 12 2 1
1 3 0|2 01 -2 1
-1 2 1|3 00 3 5
-1 -2 1|4 00 0f-%
Soustava nemd feseni, tedy (1,2,3,4) ¢ P+ Q. O

Bodovani. Rovnice pro prinik 3 body
Resent c,d 3 body
Baze pruniku 6 bodu
Béze souctu, vi, jak spocitat 4 body
Vysledek 4 body
Soustava, zda vektor lezi v souctu 3 body
Vysledek 2 body O
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Priklad. 1B. V prostoru R* jsou ddny podprostory
U=1[(1,1,-1,1),(2,1,2,0)], V =1[(2,0,-1,3),(5,2,0,4)].

(a) Najdéte baze a dimenze jejich priniku [12 bodi] a souctu [8 boda].
(b) Zjistéte pomoci vypoctu, zda vektor (1,2,3,4) lezi v podprostoru U + V. [5 bodi]
Body budou udéleny jen za spravné zdivodnéni.

ReSeni. (a) Ozname u; = (1,1,-1,1),us = (2,1,2,0) € U av; = (2,0,—1,3),v5 =
(5,2,0,4) € V. Vektor v pruniku je tvaru

z = au; + buy = cvy + dvs.

Najdeme c, d feSenim soustavy s matici

1 2] 25 1 1]0 2
1 1] 0 2 0 12 3
12107 lool11
1 0| 3 4 0 0[0 0

Resent je (c,d) = (—p, p), kde p € R je parametr. Proto
UNV ={—pv +pvy € R*} = [0y —v1] = [(3,2,1,1)].

Bize U NV je tvofena vektorem (3,2, 1, 1).

Z ptredchoziho vypoctu plyne, Ze

U+ V = [uy,ug, vy, va] = [ug, ug, v1],

kde wuq, ug, vy jsou linedrné nezavislé, tedy tvoii bazi souctu.

(b) Vektor (1,2,3,4) lezi v U + V, pravé kdyZ m4 feSeni rovnice

auy + bug + cv; = (1,2, 3,4)

o nezndmych a, b, c. Matice soustavy je

1 2 2|1 110 2
11 0|2 01 2|-1
~1 2 =13 [T o0 5] 1
10 3|4 000 %
Soustava nemd fesent, tedy (1,2,3,4) ¢ U + V. 0
Bodovani. Rovnice pro prinik 3 body
Reseni c,d 3 body
Baze pruniku 6 bodu
Béze souctu, vi, jak spocitat 4 body
Vysledek 4 body

Soustava, zda vektor lezi v souctu 3 body
Vysledek 2 body O



Priklad. 2A. Urcete vzdalenost dist(p, ¢) pfimek
p:[3,2,0]+a(l,1,-1) a q:[-1,2,6]4+b(3,0,—1)

abody P € pa (@ € qtakové, Ze vzddlenost bodu dist(P, Q) = dist(p, q).
ReSeni. Polozme A = [3,2,0], v = (1,1,—1), B = [-1,2,6], v = (3,0, —1). Rozdil
hledanych bodli P = A+ au € pa @ = B + bv € ¢ je kolmy na smérové vektory u a v
obou primek. Proto

(au — bv,u) =(B — A, u),

(au — bv,v) =(B — A,v)

To vede na soustavu pro nezndmé a, b s matici

2 =5 =9 1 1]-1
3 —41|-10 0 —7|-7
Reseni je a = —2, b = 1. Hledané body jsou
P=103,2,0 —2(1,1,-1) =[1,0,2], @Q=[-1,2,6]+ (3,0,—1) =[2,2,5].
Vzdalenost je
dist(p, q) = dist(P, Q) = [/(1,2,3)]| = V14.

Bodovani. Teoreticky sprdavnd rovnice 6 bodua
Ciselng spravnd rovnice 4 body
Reseni a, b 5 bodd
Spravné body P a () 6 bodi
Vzdalenost 4 body

P¥i jiném postupu Kolmé projekce B — A do (Z(p) + Z(q))™ je (1,2, 3) 6 bod
Vzdalenost 4 body
Spréavna rovnice pro pro P a () 5 boda
Reseni a, b 4 body
Spravné body P a () 6 bodu



4

Priklad. 2B. Urcete vzddlenost dist(k, ) pfimek
k:10,1,4] +a(2,0,—1) a [:[5,4,6]+0b(2,—1,1)

abody K € ka L € [ takové, Ze vzdélenost bodu dist(K, L) = dist(k, ().
Reseni. Polozme A = [0,1,4], u = (2,0, —1), B = [5,4,6], v = (2, —1, 1). Rozdil hleda-
nychbodit K = A+ au € ka L = B+ bv € [ je kolmy na smérové vektory v a v obou
primek. Proto

(au — bv,u) =(B — A, u),

(au — bv,v) =(B — A,v)

To vede na soustavu pro nezndmé a, b s matici

5 =38 1 -9 10
3 =619 0 21]-21
Reseni je a = 1, b = —1. Hledané body jsou
K =10,1,4+ (2,0,—1)=[2,1,3], L=15,4,6]—(2,—1,1)=3,5,5].

Vzdalenost je
dist(k, 1) = dist(K, L) = ||(1,4,2)|| = v21.

Bodovani. Teoreticky sprdavnd rovnice 6 bodua
Ciselng spravnd rovnice 4 body
Reseni a, b 5 bodd
Spravné body P a () 6 bodi
Vzdalenost 4 body

P¥i jiném postupu Kolmé projekce B — A do (Z(p) + Z(q))™ je (1,2, 3) 6 bod
Vzdalenost 4 body
Spréavna rovnice pro pro P a () 5 boda
Reseni a, b 4 body
Spravné body P a () 6 bodu



Priklad. 3A.

o | 2 3

Mys vloZime do bludisté tvaru na obrazku. Mys si v kazdém kroku vybere ndhodné (se
stejnou pravdépodobnosti) jedny dvete vedouci z komiirky, v které se aktudlné nachazi, a
prejde jimi do nové komurky. Modelujte pohyb mysi v bludisti pomoci Markovova procesu.
(a) Napiste matici tohoto procesu. [8 bodii]
(b) Vysvétlete, jaky je vyznam koeficientu matice v 2. sloupci a 3. fadku. [4 body]
(c) Ve které komurce se mys nachazi s nejvétsi pravdépodobnosti po velkém poctu
kroka? A s jakou pravdépodobnosti to je? [8 bodi]
(d) S jakou pravdépodobnosti se my$ dostane z komirky 2 do komirky 3 prave tfemi
prechody? Pocitejte pomoci maticového ndsobeni. [5 bodi]

Reseni. (a) Matice tohoto procesu je

01/3 0 0
10 12 12
M=1o9 13 0 152
0 1/3 1/2 0

(b) Prvek M3, je pravdépodobnost, Ze mys prejde z komurky 1 do komtrky 2.
(¢) Spocitame pravdépodobnostni vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 1 matice M.

(M—E)QZIO, $1+SL’2+$3+JJ4:1.

To vede na homogenni soustavu

-1 1/3 0 0 31 0 0
1 -1 1/2 1/2 0 2 -6 3
0 1/3 -1 12710 0o 9 -9
0 1/3 1/2 -1 00 0 0

Reseni je z = %(1, 3,2,2)T. Tedy my3 bude po velkém poctu krokti nejéastéji v komdrce 1,
a to s pravdépodobnosti 3/8.

(d) Hledand pravd&podobnost je ¢tvrtd slozka vektoru M3 - atoje 7/24. a

o= OO

Bodovani. (a) Matice 8 bodu
(b) Vyznam koeficientu 4 body
(c) Rovnice 3 body, pravdépodobnostni vektor 3 body, spravny vysledek 2 body
(d) Vi, jak na to pres nasobeni matic 3 body, vysledek 2 body O
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Priklad. 3B.

Mys vloZime do bludisté tvaru na obrazku. Mys si v kazdém kroku vybere ndhodné (se
stejnou pravdépodobnosti) jedny dvefe vedouci z komurky, v které se aktualné€ nachazi, a
prejde jimi do nové komurky. Modelujte pohyb mysi v bludisti pomoci Markovova procesu.

(a) NapiSte matici tohoto procesu. [8 bodii]

(b) Vysvétlete, jaky je vyznam koeficientu matice v 2. sloupci a 4. fadku. [4 body]

(c) Ve které komiirce se myS nachazi s nejvétsi pravdépodobnosti po velkém poctu
krokii? A s jakou pravdépodobnosti to je? [8 bodii]

(d) S jakou pravdépodobnosti se myS$ dostane z komurky 0 do komirky 1 pravé tfemi
prechody? Pocitejte pomoci maticového nasobeni. [5 bodi]

Reseni. (a) Matice tohoto procesu je

0 1/3 0 1/4
1/2 0 0 1/2
0 0 0 1/4
1/2 2/3 1 0

(b) Prvek M5 je pravdépodobnost, Ze mys prejde z komurky 1 do komirky 3.
(c) Spocitame pravdépodobnostni vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 1 matice M.

(M—-—E)x=0, x1+xo+z3+a4=1

M =

To vede na homogenni soustavu

-1 1/3 0 1/4 1 -2 0 1
1/2 -1 0 1/2 0 10 6 -9
0 0 -1 1470 0o -4 1
1/2 2/3 1 -1 00 0 0

Reseni je = +(2,3,1,4)". Tedy mys bude po velkém poctu krokii nejéast&ji v komirce
3, ato s pravdépodobnosti 4/10 = 2/5.

(d) Hledan4 pravdépodobnost je druha slozka vektoru M - atoje 15/48. O

o O O

Bodovani. (a) Matice 8 bodu
(b) Vyznam koeficientu 4 body
(c) Rovnice 3 body, pravdépodobnostni vektor 3 body, spravny vysledek 2 body
(d) Vi, jak na to pfes ndsobeni matic 3 body, vysledek 2 body O



Priklad. 4A. Najdéte vSechna celd Cisla, ktera vyhovuji soustavé kongruenci
5r=1 (mod 14),
17 =2 (mod 35),
bz =15 (mod 18).
Cely vypocet proved’te bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.
ReSeni. 3. rovnici lze podélit péti. Dostavdme jednodussi
r=3 (mod 18).

Vezmeme jednu rovnici, vyreSime, dosadime do druhé, vyfeSime, dosadime do treti a
dostaneme celkovy vysledek. Prvné pocitejme modulo 35:

17z =2 (mod 35),
34r =4 (mod 35),
r =31 (mod 35).
Proto x = 35a + 31 dosadime do prvé rovnice a pocitime modulo 14:
5(35a+31)z =1 (mod 14),

5(Ta+3)=1 (mod 14),
7Ta+1=1 (mod 14),
7a=0 (mod 14), déleni 7,
a=0 (mod 2).

Tedy a = 2b a x = 35(2b) + 31. Dosadime do tieti kongruence a po¢itime modulo 18:

35(2b) +31=3 (

T0b+31=3 (
—2b=8 (mod 18),

-b=4 (

b=5 (

Odtud b = 9¢ + 5 a dosazenim do x dostaneme

z = 35(2(9¢ + 5)) + 31 = 630c + 350 + 31 = 630c + 38L.

Bodovani. Poc¢itini modulo 35 za 7 bodu
Pocitani modulo 14 za 7 bodu
Pocitani modulo 18 za 7 bodu
Spravny vysledek 4 body
Za kazdé chybné déleni strhnout 4 body O



8

Priklad. 4B. Najdéte vSechna celd Cisla, kterda vyhovuji soustavé kongruenci
7y =3 (mod 12),
13y =15 (mod 33),
9y =3 (mod 14).
Cely vypocet proved’te bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.
ReSeni. 3. rovnici lze podélit tfemi. Dostavame jednodussi
3y=1 (mod 14).
Vezmeme jednu rovnici, vyreSime, dosadime do druhé, vyfeSime, dosadime do treti a
dostaneme celkovy vysledek. Prvné pocitejme modulo 33:
13y =15 (mod 33),
—20y =15 (mod 33),
—4y =3 (mod 33),
—32y =24 (mod 33),
y =24 (mod 33).
Proto y = 33a + 24 dosadime do prvé rovnice a po¢itime modulo 12:
7(33a 4+ 24)z =3 (mod 12),
7(—3a) =3 (mod 12), déleni 3,
—7a=1 (mod 4),
a=1 (mod 4).
Tedy a = 4b+ 1ay = 33(4b+ 1) + 24 = 132b + 57. Dosadime do tieti kongruence a
pocitime modulo 14:
3(1320+57) =1 (mod 14),
36b+1)=1 (mod 14),
4b+3=1 (mod 14),
4b= —2 (mod 14), déleni 2,
20= —1 (mod 7),
b=3 (mod 7).
Odtud b = 7c + 3 a dosazenim do y dostaneme
y = 132(7c+ 3) + 57 = 924c + 453.

Bodovani. Poc¢itini modulo 33 za 7 bodu
Pocitani modulo 12 za 7 bodu
Pocitani modulo 14 za 7 bodu
Spravny vysledek 4 body
Za kazdé chybné déleni strhnout 4 body O



