Yoneda

1 Recap

1.1 Natural transformation

Méjme funktory F,G : C — D. Pfirozena transformace a : F' = G je soubor
morfismu:

a={a,:Fa—GalaccC}
kde pro v8echny morfismy f : a — b, f € C nésledujici diagram komutuje:

Fa 225 Ga

lF f le

Fb—25 Gb

Pokud v8echny «, jsou izo, pak F' a G jsou pfirozené izomorfni. Pokud
C' je mald kategorie, pak Nat(F,G) bude zna¢it mnozinu vech pfirozenych
transformaci z F do G.

1.2 Hom-functor

Mgjme malou kategorii C. Pak pro kazdé dva objekty a,b € C, C(a,b) je mnozina
morfismu z a do b. Zafixujme si objekt ¢ € C. Pak C(¢,—) : C — Set budeme
nazyvat hom-funktor.

S C(c,a)

a
lf lc(c,f)
A T

Jak ale vypada C(c, f), aby ndm diagram vyse komutoval?
Cle,f):(g:c—a)— (fog:c—Db)

Homfunktory jsou fajn, proto mame nasledujici definici: reprezentovatelné
funktory jsou funktory prirozené izomorfni néjakému hom-funktoru.

"Motivace — full4-faithfull = izo muzes vracet, yoneda emb jsou ff!! ex F
(iso), F-1(iso)

Ekvivalentn{ definice koproduktu: a + b existuje <= Cf(a + b,—) =
C(a,—) x C(b,—).

Ekvivalentn{ definice inicidlntho objektu: a je inicidlni < C(a,—) = 1.

Piiklad — F set-valued funktory (N, <), N; homfunktory. Obraz F budou
F(0), F(1) ... Obraz N; jsou () nebo *. No a jak budou vypadat ty ptirozené
transformace?



2 Yoneda

Megjme C malou kategorii, ¢ € C a funktor F' : C — Set. Yonedovo lemma tvrdi:
Nat(C(c,—),F) = Fec

Co pfesné to ale znamena? Vezmeéme si néjakou pfirozenou transformaci o
a nakresleme si diagram:

Cle,x) £ ¢(ey)

Pokud si za x dosadime ¢, ziskdme jesté zajimavéjsi diagram

Cle,e) S90 c(e,y)

[
Fe o, Fy

Jelikoz id. € C(c, ¢), dostavame z predchoziho diagramu:
ay (foide) = (F f) (o idc)
Coz se da dale zkrétit na

ay(f) = (F f) (o id.)

Pokud "méame v ruce” funktor F' a hodnotu morfismu a,. v bodé id., pak
muzeme zadefinovat pfirozenou transformaci « nasledujicim zpusobem (poznamka:
o je zobrazen{ mezi mnozinou funkei C(c, 2) a mnozinou Fz!):

a.(f) = (F f) (e id,)

!Navic tedy pokud by dvé pfirozené transformace mély stejnou hodnotu
morfismu a. v bodé id., pak by tyto pfirozené transformace byly stejné (je
ziejmé, ze pokud posle na ruzné, dostaneme ruzné transformace)!! K tomu a.
posila prvky do Fe. Zbyva nam se tedy zamyslet, jestli pro kazdy prvek F'c
existuje prirozend transformace, kterd na néj posila id.. Jednotlivé morfismy
takové ptirozené transformace jsou ale v Set! Jako domédci cviceni si muzete
dokézat, ze prirozené transformace zadefinované vyse opravdu spliuji definici
prirozené transformace (dostaneme pfesné obrizek vyse).

Pokud "méame v ruce” pfirozené transformace «:

Fe={a.id. | a:C(¢c,—) = F}



Dokézali jsme tedy neformdlné Yonedovo lemma. Hm, co kdyz |Fa| = 07?
Intuice — reprezentovatelné funktory jsou nejmin lossy, dalsi se daji ziskat z
homfunktoru, ngjakd informace se muze ztratit (néco jako ”nesurjektivn{ trans-
formace”).

Meéjme kategorie C, D. Pak Func|C, D] je kategorie, kde objekty jsou funk-
tory z C do D a morfismy jsou pfirozené transformace mezi nimi. Pak Yonedovo
lemma nam tvrdi:

Func|C, Set|(C(c,—), F) = Fc

2.1 Cayley from Yoneda

Asi preskoCim.

Cayley — G se da vlozit do S(G).

Cayley z yonedy — G jednoprvkova kategorie, kde morfismy odpovidaji
prvkum grupy G. Nat(G(*,—), F) = Fx, jedind moznost protoze je tam jen
jeden objekt. Nyni muzeme za F zvolit zase hom-funktor:

Nat(G(x,—), G(x,—)) = G(*,%) ~ G.

Navic kazd4 pfirozend transformace o = {ay, : G(*,a) = G(*,a) | a € G} =
{ax 1 G(x,%) = G(*,*)}. Pro tyto pfirozené transformace a kazdy morfismus f
nésledujici diagram musi komutovat: (ozna¢im si & 1= G(*,*), F 1= G(*,—))

Tedy 7e a, 0 G(*, [) = G(*, floa,. Ale G(x, f): (g:* = %)= (fog:*x—
x). Tedy pro libovolny morfismus g (tedy prvek grupy G) musi platit rovnost:

a(fog)=foag <= a(f-g9)= [ adlg)

Pokud za g dosazime identicky prvek, dostdavame nésledujici rovnost:

Oé*(f):a*(f'l):f-a*(l):f'h

Ptirozené transformace tedy odpovidaji ndsobeni néjakym prvekem h € G,
z algebry 1 vime, Ze tyto zobrazeni jsou bijekce. Ukazali jsme tedy, ze grupa G
je izomorfni néjaké mnoziné bijekci, coze presné tvrdi Cayley.

3 Yoneda in Haskell

Jak jsme si fekli v pfedchozich pfednaskach, endofunktory v Hask jsou pravée
unarni typové konstruktory s ‘fmap‘ a pfirozené transformace jsou polymorfni
funkce. Abychom ale vyuzili yonedu, museli bychom mit set-valued funktory.
Co s tim?



Forgetfull functor U, ex U: Mon to Set. Pfivieme ale o¢i a budeme se nyni
divat na vSechny funktory F jako UF.

"homfunktor” Reader a x = a — x

“trans” alpha :: forall x. (a — x) — F x

”yoneda” forall x. (a — x) - Fx 2 F a

”coyoneda” forall x. (x —+ a) - Fx = F a

Co nam tikd yoneda? Prirozené transformace presné odpovidaji prvkum F a,
tedy kazdd polymorfni funkce typu ”trans” uchovavé ptresné stejnou informaci
jako prvek F a.

Tedy pokud mame néjakou polymorfni funkci typu ”trans”, tak muzu vypro-
dukovat néjaky prvek F a (alpha id). Naopak z prvku fa :: F a muzeme
vytvorit polymorfn{ funkci (alpha h = fmap h fa).

Vyhody prechédzeni mezi témito dvéma reprezentacemi? Jedna muze byt v
néjakych castech efektivnéjsi, nebo jednodussi na pouziti.

Pouziti: konstrukce kompilatoru — continuation passing style. Yoneda nam
fikd (s identickym funktorem: forall x. (a — x) — x 2 a, ze libovolny
typ a muze byt nahrazen handlerem pro a — handla vezme néco typu a a
pokracuje ve vypoctu.

4 Yoneda embedding

Méjme né&jakou malou kategorii C a ¢ € C. Pred chvili jsme vidéli, ze C(c, —) :
C — Set. Nic nam ale nebrani si vytvorit zobrazeni Y, ktery objektum kate-
gorie C bude prifazovat odpovidajici hom-funktory — bude to tedy zobrazeni
Y : C — Func|C, Set], a — C(a, —). Aby to ale byl funktor, musime se rozhod-
nout, kam ale budeme zobrazovat morfismy z C.

Z yonedy vime, ze Func|C, Set](C(a, —), F') = Fa. Pii dosazeni F := C(b, —)
tedy dostdvame, ze Func|C, Set](C(a,—),C(b,—)) = C(b,a). Skoro se ndm to
libi, ale néjak se nam ”obratily sipecky”. No, budeme tedy muset posilat do
Func[C°P, Set]

Tomuto funktoru se fika yonedovo vlozeni. Bude to teda funktor Y, : C —
Func|C°?, Set], a — C(—, a), a morfismus f : a — b na pfirozenou transformaci

a (z FuncC, Set](C(—, a),C(—,b))):

ac(g)=fog(g:c—a)

Jak dudlnihoho yonedu, tak mdme i dudlni yonedovo vlozeni: Y* : C? —
Func|C, Set], a — C(a,—). Tento funktor ale bude ”kontravariantni” — bude
obracet Sipecky. Morfismus f : a — b posle na pfirozenou transformaci « (z

FunclC, Set)(C(b, —),C(a, —))):

ac(g) =gof(g:b—c)

. a ten kovariantni je hez¢i! A pro¢ jsme se teda o tomto furt bavili? Obé
tyto vlozeni jsou ff! Navic toho o Setech vime dost, takze se tam dost ¢asto lépe
pracuje.



i v

C— . SetC” cor L . get

¢ = C(-.0) ¢ = Cle.—)
_,F'L — Lr _I'L = T.‘
d = C(-.d) d —  C(d,-)
Ve skutecnosti to jsou dvé inkarnace (¢astecnd aplikace) bifunktoru C(—, —) :

C°? x C — Set. Posild dvojici (z,y) — C(z,y) a dvojici morfismu f : w — z,
h:y — z posle na funkci (g — hgf).

5 YEiH

Yonedovo vlozen{ (to druhé, hezé¢i) se da reprezentovat jako izomorfismus mezi
reader funktory a funkcemi v opa¢ném smeéru, i.e.:
forall x. (a > x) > (b > x) Xb -> a.

Meéjme tedy funkci BtoA :: B->A. Poté ndsledujicim zpusobem muzeme
zadefinovat levou stranu:
fromY f b = £ (BtoA b).

Naopak pokud mame takovou funkci fromY :: (a -> x) -> (b -> x),
pak pravou stranu muzeme zadefinovat:
BtoA b = fromY id b



