Seminar 2: Funktory a Prirodzené Transformacie

Funktor F : C' — D
e Zobrazenie z kategérie C do kategérie D.
e Sklada sa z

1. Objektového zobrazenia : Oc — Op
a— Fa

2. Zobrazenia morfizmov : a,b € O¢, C(a,b) — D(Fa, Fb)
= Ff

e Zachovava Strukturu :

1. F(id,) = idp,
2. F(go f)=Fgo Ff

Specidlne funktory
Vlastnosti definované na zaklade oboch zobrazeni.
e Injektivny - objektové zobrazenie je injektivne
e Surjektivny - objektové zobrazenie je surjektivne
e Faithful - kazdé zobrazemie morfizmov je injektivne
e Full - kazdé zobrazemie morfizmov je surjektivne
e Endofunktor - funktor do rovnakej kategorie, napr. F': C' — C

Zaroveni hovorfme, 7e ak morfizmus Ff alebo objekt Fa mé nejakt vlastnost implikuje, Ze morfizmus f alebo objekt a mal danti
vlastnost, tak funktor reflektuje (Reflects) danti vlastnost. Mézeme zachovavat napriklad terminalitu / inicialitu objektov alebo epi
/ mono pre morfizmy.

Veta : Faithful funktor reflektuje epi/ mono pre morfizmy.

Priklady funktorov
o TIdenticky idc : C' — C
0€ O¢ :id.(0) =0
f € Hom(a,b) :idc(f) = f
e Konstantny Ay:C — D,d€ D
0€ O¢ : Age(o) =d
f € Hom(a,b) : Ag(f) = idg

Prirodzené transformacie
e pre kategérie C, D a funktory F,G : C — D definujeme prirodzend transformdciu u = {u, € D(Fa,Ga)|la € O¢}
® /i, sa nazyva komponenta prirodzenej transformacie u v a

e Transformécia musi spliiovat Naturality condition, podmienku prirodzenosti, y, o Ff = Gf o g, ktord zaddva Naturality
square :



Ga Gf » G'b

a f » b

e Prirodzena transformécia medzi G, F nemusi existovat, napriklad ak medzi Fa a Ga neexistuje ziaden morfizmus. Zaroven ich
moze existovat viacero, kedze medzi Fa a Ga moéze existovat viacero morfizmov.

e Vzhladom na to, Ze prirodzené transformécie st znova morfizmy mézeme zadefinovat kategériu, v ktorej funktory C' — D budi
objekty a prirodzené transformécie budi morfizmy.

Priklady z Haskellu

e Funktory sa v Haskelli vyskytuju napriklad ako typové konstruktory, ktoré si doplnené este o funkciu, transformujicu morfizmy
tychto typov. Takto sa d4 zadefinovat napriklad Maybe :

Data Maybe a = Nothing | Just a

fmaparayve : (@ = b) = (Maybe a — Maybe b)
fmaparayve £ Nothing = Nothing

fmaparayve £ (Just x) = Just (f x)

e V haskelli je tiez mozné aj abstrahovat nasu ideu funktoru za pouzitia typvej triedy typovych konstruktorov.

class Functor f where
fmap:(a—=b) —=fa—=fb
potom teda mézeme zadefinovat nase Maybe ako instanciu Funktoru
instance Functor Maybe where
fmap f Nothing = Nothing
fmap f (Just x) = Just (f x)

alebo mozeme zadefinovat napriklad List

data List a = Nil | Cons a (List a)
instance Functor List where
fmap f Nil = Nil
fmap f (Cons h t) = Cons (f h) (fmap f t))
e Nakoniec priklad prirodzenej transformécie z List a do Maybe a
safeHead :: [a] = Maybe a
safeHead [| = Nothing
safeHead (x : xs) = Just x



