Yoneda

1 Recap

1.1 Natural transformation

Méjme funktory F,G : C — D. Pfirozena transformace a : F' = G je soubor
morfismu:

a={a,:Fa—GalacC}
kde pro v8echny morfismy f : a — b, f € C néasledujici diagram komutuje:

Fa -2 Ga
o
Fb -5 Gb

Pokud vsechny «, jsou izo, pak F a G jsou pfirozené izomorfni. Pokud
C' je mald kategorie, pak Nat(F,G) bude zna¢it mnozinu v8ech pfirozenych
transformaci z F do G.

1.2 Hom-functor

Mgjme malou kategorii C. Pak pro kazdé dva objekty a,b € C, C(a,b) je mnozina
morfismu z a do b. Zafixujme si objekt ¢ € C. Pak C(¢,—) : C — Set budeme
nazyvat hom-funktor.

= C(c,a)

a
lf lc(c,f)
b

—— C(c,b)
Jak ale vypada C(c, f), aby ndm diagram vyse komutoval?

Cle,f):(g:c—=a)— (fog:c—Db)

2 Yoneda

Méjme C malou kategorii, ¢ € C a funktor F': C — Set. Yonedovo lemma tvrd{
Nat(C(c,—), F) = Fe, pifpadné Func|C, Set|(C(c,—), F) = Fe.

cle,z) £28 c(e,y)

bl

FmF4f>Fy

Spoiler je na dalsi strance! Hned navrchu!



az(f) = (F f) (ac id.)

Fce={acid. | a:C(c,—) = F}

3 Yoneda in Haskell

"homfunktor” Reader a x = a — x

”transformace” alpha :: forall x. (a — x) — F x
”yoneda” forall x. (a — x) - Fx 2 F a
”co-yoneda” forall x. (x — a) - Fx =2 F a

4 Yoneda embedding
Yonedovo vlozen:
e Y, : C — Func[C®, Set]
e a—C(—,a)
o (f:a—b) ({ae | ceC): FunclC, Set](C(—, a),C(—,b)))
® ac(g)=fog(g:c—a)
Hezéi yonedovo vlozent:
e Y*:(C° — Func[C, Set]
e a—Cla,—)
o (f:a—b)— ({ac | c€C}: Func[C,Set|(C(b, —),C(a, —)))
o ac(g)=gof(g:b—0)

v

cc , SetC” CoP — 4 Set®
e — Ci(-.0) C —  Cle.—)
_:'L — Lr _I'L — T f*
d — C(—.d) d —  Cld, =)
5 YEiH

Druhé yonedovo vlozeni: forall x.(a -> x) -> (b -> x) Z b -> a.
BtoA::B->A, fromY:: (A -> x) -> (B -> x)
fromY f b = f (BtoA b).
BtoA b = fromY id b



