Seminar 5: Kartézské uzavrené kategorie a A\-kalkul

Exponencial (function object)

Necht C je kategorie a a,b € C. Ezponencidl [a = b] (alternativni znadeni: b*) je objekt takovy, Ze:
e existuje morfismus eval : ([a = b] x a) = b

e pro kazdy dalsi objekt z s morfismem g : zxa — b existuje unikatn{ morfismus h : z — (a — b),
ktery faktorizuje g skrz eval, tedy g = eval o (h X id)
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Kartézska uzaviena kategorie
Kategorie C se nazyva kartézskd uzaviend (CCC), pokud spliiuje nésledujici podminky:
e obsahuje terminalni objekt
e pro kazdou dvojici objektt a,b € C obsahuje jejich produkt a x b
e pro kazdou dvojici objektt a,b € C obsahuje jejich exponenciél [a = b)
Priklady CCC:
e Set - exponencial [a = b] je mnozina funkeci mezi a a b.
e Booleova algebra - morfismy jsou <, terminalni objekt je 1, produkt a x b je infimum a A b,

exponencial [a = b] je ,mplikace“ —a Vb

Bikartézska uzaviena kategorie

Kategorie C se nazyva bikartézskd uzaviend (BCCC), pokud je kartézska uzaviena a navic spliiuje
nésledujici podminky:

e obsahuje inicialni objekt

e pro kazdou dvojici objektt a,b € C obsahuje jejich koprodukt a + b

(Typovany) A-kalkul
Korektni vyrazy A-kalkulu:
e kazda proménna x
e pokud ¢ je vyraz a x je proménné, potom Az.t je vyraz (abstrakce)

e pokud ¢ a s jsou vyrazy, pak i ts je vyraz (aplikace)



Proménna je ve vyrazu volna v téchto pripadech:
e proménnd x je volna ve vyrazu x
e proménné x je volna v Ay.t, pokud x # y a x je volna v t
e proménna x je volna v st, pokud je volna v s nebo ¢
Proménna je ve vyrazu vazana v téchto piipadech:
e proménna x je vazand v Ay.t, pokud x = y nebo x je vazana v t
e proménna x je vazana v st, pokud je vazana v s nebo t

Na nazvech proménnych nezalezi, tedy Az.x = A\y.y. Takovému piejmenovani se ¥ika a-konverze
a vyuziva se pro predchéazeni jmennym konflikti.

Nahrazeni vazané proménné argumentem se nazyva B-redukce a da se chapat jako vypocetni krok.
Napft. (Az.az)y = ay

Pokud f neobsahuje x jako volnou proménnou, plati Az.fx = f. Tomuto se ¥iki n-redukce

Typovany A-kalkul je rozsifeni A-kalkulu, ve kterém ma kazdy vyraz svij typ. Zavedme si
mnoZiny typovych symboli S = {57, S5, ...}, potom definujeme typ takto:

e Symbol S; je typ.
e Pokud T3 a T; jsou typy, pak i T3 — T3 je typ.
Pokud je t vyraz, potom pro oznaceni, Ze jeho typ je T piSeme ¢ : T

e c: T oznacuje konstantu typu T’

pro kazdy typ T existuje spo¢etné mnoho proménnych xq : T,z : T}, ...

Pokud ¢t : Ty — T5 a s : Ty potom ts: Tp

e Pro proménnou x : 71 a vyraz t : Ty plati Ax.t : Ty — Th

Existuje singleton typ 1 s vyrazem * : 1. Libovolny dalsi vyraz tohoto typu je ekvivalentni s
*.

Dany typovany A-kalkul £ muZeme chéapat jako kategorii C(L), kde:
e Objekty jsou typy T'
e morfismy A — B jsou t¥idy ekvivalentnich uzavienych vyrazi [c] : A — B
e identity jsou idr = Az.x (kde z je typu T')
e skladani: cob = Az.c(br)



