Seminar 6: Adjunkce

Unit /counit adjunkce

Kategorie C, D, Funktory L: D —-C, R:C — D
e L je levy adjunkt R
e R je pravy adjunkt L

Znaceni: L4 R
Pokud existuji pfirozené transformace:

e 7 : Ip = Ro L(unit)
e ¢: Lo R = I¢(counit).
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Pro tyto transformace plati nasledujici rovnosti:

e L=Lolp—+LoRoL—IcoL=1L
e R=IpoR—RoLoR— Rolc=R

Hom-Set adjunkce

Kategorie C, D, Funktory L: D —-C, R:C — D
LR <= Home¢(Ld,c) = Homp(d, Re)
® je prirozeny isomorfismus mezi HomSety
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Adjunkce unvierzalni Sipkou (Universal arrow adjunction)

Kategorie C, D, Funktory L: D —-C, R:C — D
L 4 R <= existuje pfirozena transformace n : Ip = R o L takova, Ze
Ve € O¢,Vd € Op aVf :d — Rc3lg: Ld — ¢, ze nasledujici diagram komutuje:

d % RLd

It



Ekvivalence definic

HomSet — Unit/Counit:
Nd - Ip = RoLd = (Dd,Ld(ID(Ld))
€c:LoR=Ic=®g. (Ic(Rc))

Universal arrow — HomSet:
Q4. : Home(Ld,¢c) - Homp(d,Rc) = (a: Ld — ¢) — Raon

Unit/Counit — Universal arrow:
R(A)on.=f
A=ecoLf=g

Unikatnost adjunkci (az na pfirozeny isomorfismus)

Necht L,L' : D —ca R:C — D

LA R,L" 4R s piirozenymi bijekcemi &4, a ;.

Pak pro libovolné d € Op plati, Ze:

Home(Ld,—) =2 Homp(c, R—) &2 Home(L'd, —)

Z toho jde pomoci Yonneda embedding ukazat, ze F a F’ jsou pfirozené iso-
morfni.

Priklady
Exponencial CCC popsany adjunkci:

L=z—2zXa

R=b—=a=b

Unit: n=2—>a=2Xa

Counit: € = (a = b) x a) = b = eval

Free/Forgetful adjunkce

Kategorie Mon - objekty jsou monoidy, morfismy jsou homomorfismy mezi nimi.
Mgé&jme X € Og; jako abecedu a F(X) takové, ze FI(X) = (X*,++, ().

X* je mnozina slov slozenych z prvka X - naptiklad:

w = (z1,22,23), u = (x1), z = ().

++ je operace zfetézeni a () je prazdné slovo.

Pak mame, ze F' = Set — Mon takové, ze pro kazdou mnozinu vybere monoid
Ji generovany.

Méjme U = Mon — Set takové, které monoid namapuje na jeho mnozinu.

X je tedy generator monoidu F(X) a U(F(X)) namapuje X na mnoZinu gen-
erovanou X a operaci ++.

Nyni muzeme definovat pfirozenou transformaci n : Idses = U o F' takovou,
ze nx(z) = (z). Nyni chceme ukéazat, Ze pro libovolné f existuje pravé jedno g
takové, Ze nasledujici daigram komutuje:
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Tedy chceme najit morfismus g takovy, ze je homomorfismus mezi monoidy a
zaroven splituje rovnost: f(x) = U(g)(nxx) = U(g)((z)).

Takovy morfismus g je:

9(()) = iday

9((x)) = f(x)

g((xl,22,. .. 2,)) = f(xl) f(22)... f(x,)



