Koprvoky
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Komonada v kategorii C je monada v C°P. Explicitné:

Definice 1. Komondda v kategorii C je trojice W = (T ,¢,6), kde

e T:C—C, (endofunktor)
e &: T=1d, (kojednotka, koreturn, extract)
e 5: T = T2 (kondsobeni, kojoin, duplicate)

takové, Ze ndsledujici diagramy komutuji.
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Haskell
class Functor w => Comonad w where
extract itwa— a
extend ' (wa —>b) >wa —>whb

duplicate :: wa — w (w a)

Jako u mondd, z extend a duplicate staci jedno:
extend f = fmap f - duplicate
extend id

duplicate

Skladani ko-Kleisliho sipek:
(=<=) :: (Wb =2 ¢c) > (wa —=>Db) 2wa—c
f=<=9g=°F . extend g

Pravidla pro komonédy v Haskellu:

extend extract = id
extract - extend f = f
extend f - extend g = extend (f - extend g)

Z adjunkci

Pokud F: C = D a G: D — C jsou adjungované funktory (F -+ G):

e y:1d¢ = GF, (jednotka)
e ¢: FG = Idp, (kojednotka)

Tvrzeni 1. KazZdd adjunkce (F, G, 1, ¢€) ddvd zrod komonddé FG v D.
0: FG = FGFG 6 =FnG

Tvrzeni 2. KaZdd komondda se rodi z adjunkce.
(Podobné jako u mondd — pres ko-Kleisliho kategorii, v niZ identita
odpovidd extract a skldddni Sipek realisuje operdtor =<=.)

Srovnani s monadami

n:1d=T
w:T>=T

return:a—ma

bind:: (a—mb) >ma—mb

join:m(ma) >ma

bind = join - fmap

join = bind id

(<=<)::(b + mc)=(a

f <=< g = bind f -

GF je mondda v C

u: GFGF = GF
u = GeF

£

+ mb)+ a + mc
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Ptiklady

Dvojice Funktor (r,—). Sipky maji podobu (r, a) — b.
Koctenarf (téz Env), chova se jako ¢tenar.

Zaméfené grafy extract vraci vrchol; duplicate vyrdbi graf grafa
se stejnym tvarem jako ptivodni graf, v kazdém vrcholu je ptivodni
graf s jinym zaméfenym vrcholem.

Korenové stromy extract vraci kofen; duplicate vyrdbi strom
stromi se stejnym tvarem jako ptivodni strom, v kazdém uzlu je
ptislusny podstrom ptivodniho stromu.

Nekonecné seznamy data Stream a = Cons a (Stream a).
Vysledek duplicate xs ma na i-té posici nekoneény seznam
odpovidajici drop i xs.

Zippery Datova struktura representujici stav prochédzeni jiné da-
tové struktury: zaméfeny prvek + zatim neprosla ¢ast + jiz prosld
¢ast. Napf. data ListZipper a = Zip [a] a [a].

Funkce Funktor (m — —). Sipky maji podobu (m — a) — b.
m je monoid. Kopisaf (téZ Traced), chova se jinak nez pisaft.

Zaméteny slovnik data Store s a = Store (s — a) s, kostav.
Napf. celuldrni automat a la Game of Life: Typem indexu (s) jsou

soufadnice. Vypocet typu Store Coords Bool — Bool implemen-

tuje pravidlo pro jednu buriku, extend ho aplikuje po celé plose.

Mimo Hask

Definice 2 (funkce uzavéru). Funkce f: S — S na ¢dstecné usporddané
mnoZiné (S, <) je funkci uzavéru, pokud pro vSechna x,y € S spliiuje:

x < f(x)
f(f(x)) = fx)
x<y= f(x) <f(x)

Tvrzeni 3. Funkce uzdvéru jsou prdvé monddy v kategorii odpovidajici
prislusnému posetu. Dudlni pojem (funkce vnitku) jsou tamni komonddy.

Moddlni logika  Modalni operatory (moZnost a nutnost, ,nékdy
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plati”/,vzdy plati”)

A — oA OA— A
OO0 A = 0A 0OA — OOA

KOPRVOKY 2

Monéda &tenéfe:
funktor (r — —)
Sipkya — r — b

Strom je péknd mondda, méa-li hodnoty
jen v listech.

Monada pisafe:
funktor (1,—), 1 je monoid
sipky a — (1, b)

Adjunkce (s,—) 4 (s — —) plodi
monddu State s~s — (s,—)
komondadu Store s ~ (s, s — —)



KOPRVOKY 3

Ulohy na procviceni

1. UkaZte, Ze pravidla pro haskellové komonady odpovidaji pravi-
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dlém pro skladani sipek v ko-Kleisliho kategoriich.

2. Navrhnéte dvé rtizné platné instance Comonad pro stromy s libo-
volnou aritou: data Tree a = Node a [Tree a].
3. UvaZme tuto implementaci zaveditelnou pro kazdy funktor:
duplicate wx = fmap (Ax — wx) wx.
Rozhodnéte, zda mtiZe vést pfi vhodné implementaci extract
takova implementace k platné komonadé
(a) u funktoru Stream,
(b) u nékterého jiného funktoru,

(c) obecné u vSech funktora.
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