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1. pfednaska Geometrie v roviné



K ¢emu je dobra linearni algebra a teorie Cisel

Motivace. V predmétu MB141 se postupné naucime
@ reSit soustavy linearnich rovnic,
@ pracovat s maticemi,
@ feSit geometrické Ulohy v roviné a v prostoru (uplatnéni v
pocitaCové grafice) grafice),

@ popisovat pomoc matic nékteré procesy (rust populaci,
Markovovy procesy)

@ maximalizovat jednoduché funkce, pfi existenci mnoha
jednoduchych omezeni (simplexovy algoritmus pro ulohu
linearniho programovani),

@ jak se teorie Cisel pouziva v kryptografii s vefejnym klicem.
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Osnova prednasky

@ Afinni geometrie

@ Eukleidovska geometrie

@ Orientace, obsah a determinant
@ Shodn4 a linearni zobrazeni

@ Matice linearniho zobrazeni
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Body a vektory

Motivace: chceme umét
@ pocitat s body a pfimkami,
@ meéfit vzdalenosti a uhly, pocCitat obsahy rovinnych Gtvar(,

@ pracovat s pfirozenymi transformaci roviny jako je otoceni
kolem bodu a reflexe podle pfimky.

Zakladnimi objekty budou pro nas
@ body,
@ vektory.

Vektory jsou zadany usporadanou dvojici bodu /ﬁ bod A je
pocatecni, bod B je koncovy. Usporadané dvojice /ﬁ a C%)
urCuji stejny vektor v, jestlize vhodnym posunutim prevedeme
orientovanou Usecku AB na orientovanou Usecku CD.
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Pocitani s vektory a body

Vektory U,V mizeme

e séitat: U + V dostaneme pomoci rovnobéznikového
pravidla,

@ nasobit realnym Cislem a € R, ad,

@ nulovy vektor o je reprezentovan /ﬁ opacny vektor
kU = /@ je ~U = §4>

@ Kombinaci ndsobeni a s¢itani dostaneme linearni
kombinaci vektorti ad + bV

K libovolnému bodu A mizeme pricist vektor . Vysledkem
této operace A + v je bod B, ktery je koncovym bodem

reprezentace vektoru U pomoci orientované usecky /@

Pocitani s body a vektory provadime pomoci soufadnic.
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Souradny systém

Soufadny systém je uréen
@ pocatkem v bodé P,
@ dvéma nenulovymi vektory €, > umisténymi do bodu P,
které nelezi v jedné pfimce.
Pro kazdy bod B v roviné soufadny systém zadava
@ realna Cisla x a y takova, ze B = P + xéj + yés.

Dvaojici reélnych Cisel [x, y] (v hranatych zavorkéach) nazyvame
soufradnicemi bodu B v souradném systému (P, €7, €).

Jestlize je vektor U= AB a souradnice bodu A a B jsou
postupneé [xi, y1] a [x2, y2|, pak soufadnicemi vektoru i je
dvojice realnych Cisel (xo — xq, y» — y1) (v kulatych zavorkéach).
Uvédomte si, Ze nezéalezi na tom, kterymi dvéma body vektor
U reprezentujeme.

Body (a rovnéz vektory) v roviné reprezentujeme tedy jako
usporadané dvojice realnych &isel, tj. prvky mnoziny R2.
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Primky

Kazdy bodﬁph’mky p prochazejici bodem A se smérovym
vektorem U # e napiseme jako

X=A+td
pro néjaké realné Cislo t. To je parametricka rovnice primky p.
V souradnicich

[X7y] = [aX7 a}/] + t(Ux, Uy)a

coz Ize rozepsat po slozkach

X = ax + Z‘lJ)(7

y = ay + tuy.
Je-li ux # 0, spocteme z prvni rovnice parametr t a dosadime
do druhé rovnice. Po vynasobeni uy, dostaneme tzv. obecnou
(nebo implicitni) rovnici pfimky

px+qy +r=0.
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Afinni a konvexni kombinace bodU

Primka urc¢ena body A aB, A # B, ma smérovy vektor U= /ﬁ
Jeji parametricky popis je proto

A+td =A+t(B—A =A+tB—tA=(1—t)A+1B.

Tato kombinace je tvaru A + 5B, kde a + 5 = 1. Nazyvame ji
afinni kombinaci bodi Aa B. Bod X = (1 — t)A + tB lezi

@ na usecce AB, prave kdyz t € [0, 1],

@ na polopfimce opacné k polopfimce /@ praveé kdyz t <0,

@ na polopfimce opacné k polopfimce EZ\ prave kdyz t > 1.
Kombinaci bodt (1 — t)A+ tB pro t € [0, 1] nazyvame konvexni
kombinaci bodu A a B. Davodem je definice konvexni mnoziny:
Podmnozina roviny je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body
A a B ni lezi vSechny body UseCky AB, tedy vSechny jejich
konvexni kombinace.
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Afinni kombinace tfi bodu v roviné

Necht A, B a C jsou body v roving, které nelezi v jedné pfimce.
Pak Ize kazdy bod X roviny psat ve tvaru

X = A+tBA+SCA = At t(B—A)+s(C—A) = (1—t—8)A+tB+sC.

Tato kombinace cA + B+ vC, kde a + 3 + v = 1, se nazyva
afinni kombinace bodd A, Ba C.

Lze ukazat, Ze tato afinni kombinace lezi v trojuhelniku ABC,
prave kdyz «, 3, v € [0, 1]. Takovouto afinni kombinaci
nazyvame konvexni kombinaci tfi bodu.

Dokazte, Ze se téznice v trojuhelniku ABC protinaji v jediném
bodé.

Stfed strany a = BC je afinni kombinace 3B + 3 C. Téznice na
stranu a prochéazici bodem A a stfedem strany a m4 tedy afinni
vyjadreni

1. prednadka Geometrie v roviné



Téznice v trojuhelniku

t

t
28+ EC'

e (1 —t)A+t<;B+;C> =(1-0HA+

Analogicky téznice na stranu b = AC je

1 1 S S

th: (1- s)B+s<2A+ 20) =(1-5)B+ §A+ EC'
Pranik téchto pfimek je uréen parametry t a s spliujicimi
rovnici
t S
2 2
Koeficienty u jednotlivych bodu musi byt stejné, nebot afinni
kombinace pro dany bod je dana jednoznacné. Dostavame
tedy soustavu:

(1— A+ B+éC:(1 ~5)B+ SA+C.

s ot
t=5. 5=1=8 5
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Téznice v trojuhelniku — dokonceni

Jeji reSeni je t = s = 2/3. Prinikem téznic t; a t, je bod
1 1 1
T=-A+_-B+_-C.
3AT3B+3C
Nyni staci ovéfit, ze tento bod lezi i na treti téznici t, zadané
afinni kombinaci

r r

Bod T nazyvame tézistém trojuhelniku ABC.

UrCete pranik (prusecik) ptimek p : x + 2y =200 a
q:2x —9y =10.

@ Obé primky zadané obecnou rovnici : feSime soustavu.

@ Jedna ptimka obecné, jedna parametricky : dosadime.

@ Obé pfimky zadané parametricky : sestavi se soustava a
vyresi. Viz. prinik téznic.
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Prasecik pfimek — obecné diskuse

@ Musi prusecik existovat?

°
ax+by=r

cx+dy =s.

a b\ (x\_[(r
c d y ) \s
@ Eliminaci x dostaneme rovnici (ad — bc)y = as — cr, 1.
zalezi, zda ad — bc = 0.

Ekvivalentné:

Pro matici ( i 3 > nazyvame hodnotu ad — bc determinant.
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Skalarni soucin vektorl (Eukleidovska geometrie)

Pro dvojici vektorl u = (a, b) a v = (¢, d) definujeme

(u,v) =ac+ bd,

tzv. skalarni soucin vektoru.

Definice
Velikost vektoru u = (a, b) je ||ul| = \/{u, u) = V@@ + b2.

| A

Pomoci skalarniho soucinu mizeme pocitat odchylky vektor(.
Jestlize jsou vektory u = (a,b) a v = (c, d) na sebe kolmé, pak
podle Pythagorovy véty je |lu + v||* = ||lu||* + ||v||®. Vypostem
podle definice dostanem ac + bd = 0, tedy (u, v) = 0.
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Odchylky vektoru a pfimek

Vektory u a v jsou kolmé, prave kdyz (u, v) = 0.
Piseme u 1 v.
Priklad: smérovy vektor pfimky ax + by + ¢ =0 je (—b, a),
normalovy (a, b).
Pro dvojici vektort u a v se jejich odchylka spocita pomoci
vztahu

{u, v)

Cosx = ———
lull - 1ivI”

a € [0,7].

RozliSujeme odchylku vektort a pfimek. Pro pfimky:

w, V)
cosa = ——— «€[0,7/2].
Tul vy @ €107/

"Zduvodneéni": Odchylka vektorll u = (rcosa, rsina) a
v = (c,0) je evidentné «, coz odpovida vzorci se
skalarnim soucinem, nebot

(u,v) =rcosa-c+rsina-0 = |ull||v] cosc.
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Orientace

Méjme usporadanou dvojici nenulovych vektorl (7, 7), kde
jeden neni nasobkem druhého. Rekneme, Ze tato dvojice je
@ orientovana kladné, jestlize jejich odchylka « mérena od
prvniho vektoru k druhému ve sméru hodinovych rucicek je
kladn4, tj. v intervalu (0, ),
@ orientovana zaporné, jestlize jejich odchylka o méfena od
prvniho vektoru k druhému ve sméru hodinovych rucicek je
zaporna, tj. lezi v intervalu (-, 0).

Lze ukazat, Ze orientaci Ize pocitat pomoci determinantu takto:
Jsou-li U = (a,b) a V= (c,d), pak dvojice (7, 7) je
@ orientovana kladné, prave kdyz
a c
det( b d > =ad —bc >0,
@ orientovana zaporne, prave kdyz
a c
det( b d > =ad —bc < 0.

1. prednaska



Orientovany obsah rovnobézniku

Uvazujme rovnobéznik s vrcholy P, P + U,P+7Va
P+ U + V. Obsah tohoto rovnobézniku zavisi pouze na
vektorech U a 7, nikoliv na bodu P. Zavedeme pojem
orientovaného obsahu rovnobézniku zadaného uspofadanou
dvojici vektort (7, 7), oznaceni 8(7, 7). NaSe predstava je,
7e S(U,V)je

@ 0, jestlize rovnobéznik zdegeneruje na usecku,

@ obsah rovnobézniku, je-li dvojice (7, 7) orientovana

kladné,

@ obsah rovnobézniku vynasobeny Cislem —1, je-li dvojice
, 7) orientovana zaporné.
7, 7) splnuje tato pravidla:
(
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Determinant jako orientovany obsah

Orientovany obsah rovnobezniku urc¢eného usporadanou
dvojici vektorii U = (a,b) a V= (c,d) je

3(7,7):det< a ¢ ) — ad — bo.

b d

Oznadme €; = (1,0) a & = (0,1). Pak U = aé; + bés a
V = cé; + dé. Pii vyuzivani pravidel 1) az 4) dostavame
S(U,V)=S(aé; + béy, cé; + déy)
=aS(e}, ce; + dex) + bS(ez, ce; + deér)
=acS(ey, e1) + adS(ey, €2) + beS(ez, 1) + bdS(éz, &)
=adS(ej, &) — bcS(éi, ) = ad — be
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Obsah rovnobézniku zadaného vektory u a v je

a c
_]det<b d>|.

Méjme body A=[1,1],B=17,2],C = [5,5].
Urcete obsah AABC.

Obsah AABC je tedy }|S(AB, AC)| = det<2 l)y:m.
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Orientace a viditelnost

@ Pro pfimku p a bod X nam orientace(znaménko
determinant) poskytuje nastroj, jak rozhodnout, v které
poloroviné uréené primkou p se bod X naléza.

@ Necht p je orientovana smérovym vektorem AB. Vektory
AB a AX dame do sloupcu matice. Pokud je determinant
kladny, je bod X ,nalevo od vektoru*® /@ Pokud je
determinant zaporny je bod ,napravo“.

Pozn.: Nezéalezi zda do fadkd nebo sloupcu. Dullezité je poradi vektord.

Jsou dany nésledujici body: A= [10,—4|, B = [18,6],

C = [25,18], P = [14,14]a R =[15,3].

Rozhodnéte, které strany a vrcholy AABC jsou vidét z bodu P.
Rozhodnéte, zda je bod R uvniti AABC.
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Viditelnost — priklad

A =[10,-4], B=[18,6], C = [25, 18], R = [15,3].

@ Z obrazku (nebo zadani) ur¢ime v jakém poradi jsou
vrcholy oznaceny. (Pozn. kdyz to neni zfejmé z obrazku,
musime pouzit determinant.)

o Zde AB= B— A= (8,10), AC = C — A= (15,22),

8 15
det< 10 22 > =8-22-10-15> 0.
Bod C je nalevo od polopfimky AB. Poradi vrcholu - kladny

smér.

o Utime AB=B — A= (8,10), AR=R — A= (5,7),
8 5
det< 10 7)8-7—10-5>0.
Bod R je nalevo od polopfimky AB.
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Viditelnost — priklad — dokonceni

A =[10,-4], B=[18,6], C = [25, 18], R = [15,3].

o Dale BC— C— B—(7,12), BR= R— B = (-3, -3),

det( 1; :g ) =7-(-8)—-12-(-3) > 0.

Bod R je nalevo od polopfimky BC.
o Koneénd CA— A— C = (~15, -22),
CR=R—C=(-10,-15),

—15 —10
det( Top 15 > =15.15-22-10 > 0.

Bod R je nalevo od polopfimky CA.
@ Zavér: bod R je vnitf AABC.

@ Viditelnost z bodu P — stejny postup.
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Zobrazeni roviny

Zkoumame zobrazeni F : R? — R2,

Posunuti —Jednoduche pricitame vektor W
F(X)=X+ 2

Predokladejme v dalsim, ze F([0,0]) = [0,0] a bod X
reprezentujme vektorem U, X = [0,0] + U

@ Zakladni vlastnost (linearni zobrazeni):

Flu+v)=F(u)+ F(v), F(t-u)=t- F(u), prolib. t € R.

y
Pokud F(€7) = a6 + axés, F(€2) = b1 €1 + bo€s potom

Ay p=(amitr)=(a ) (5)

Pozor linearita jeSté neznamend podobnost.

F(( x )) — F(x6 + y&) = xF(&) + yF(&)).
;) =
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Linearni zobrazeni a shodnosti

° F(< ; >)—A< ; ),kdeAeMatg,g(R).

@ Sloupce A jsou F(( 2) >) a F(( (1) >), coz pomaha, kdyz
chceme matici A urcit.
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Linearni zobrazeni a shodnosti

° F(( ; >)—A< ; ),kdeAeMatg,g(R).

@ Sloupce A jsou F(( 2) >) a F(( (1) >), coz pomaha, kdyz
chceme matici A urcit.

@ Skladani linearnich zobrazeni odpovida nasobeni
prisluSnych matic.

Napiste formuli pro oto€eni o Uhel o kolem pocatku.

Podivame se, kam se pfi tomto otoceni zobrazi vektory (1,0) a

(0,1).
(G- m) ()
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Shodna zobrazeni

Je dan pravidelny Sestiuhelnik se sttedem v bodé [2,2] a
jednim vrcholem v bodé [3, 3]|. NapiSte souradnice vrcholU.

Popiste vSechna shodna zobrazeni roviny do sebe.

X a b X
Ry h=(2a) ()
@ Platia®+c2=1,b2+d? =1, ab+ cd = 0. Odtud
d? =a%ab?=c2.
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Shodna zobrazeni-dokonceni

Matici shodného zobrazeni Ize psat tedy ve tvaru

a —c a ¢
( > nebo < >
c a c —a
kde & + ¢c® = 1.

Pro takova a a c existuje prave jeden uhel a € [0, 27], Ze
a= cosa a ¢ = sin «. Matice pak jsou

cosa —sina cos sin«
( : > nebo < . >
Sin @ COos «v SIné@x —COs«
Jedna se o rotaci kolem pfimky prochazejici pocatkem se

smeérnici o nebo osovou soumérnost podle pfimky prochazejici
pocatkem se smeérnici a/2.
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Shrnuti, pozadavky

@ Priklady s pfimkami — pruseciky, Ulohy s Casem.
@ Velikosti UsecCek a uhld.
@ Obsahy n-uhelniku.
@ Ulohy s aplikacemi shodnych zobrazeni.
(Napt. pravidelné n-uhelniky.)
@ Ulohy na viditelnost.
(VCetné polohy bodu vné/uvnitt.)
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Domaci uloha

Piklad (1.1)

V roviné R? uvazujeme pravidelny dvanéctithelnik A;A; ... Aqp,
ktery je vepsan do kruznice s polomérem 2, se stfredem

S =[0,0] v pocéatku a vrcholem Ay = [2, 0]. Pfitom vrcholy
dvanactithelniku A;As ... Az jsou Cislovany v kladném sméru,
tj. vrchol A> méa obé souradnice kladné.

i) UrCete soufadnice vrcholu As.

) UrCete obsah dvanactithelniku A{A, ... Aqo.

i) UrCete obsah trojuhelniku A>AsAs.

iv) UrCete velikost Uhlu, ktery sviraji Uhlopficky AoAs a A>Ag.
v) UrCete prisecik pfimek AxAg a A1 Ay.
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Domaci uloha

Pfiklad (1.2)

V roviné jsou dany body A= [1,2], B=[3,9], C = [2,13],

D =10,10], E = [5,—1] a F = [3,1]. UrCete, zda je ABCD,
resp. ABEF, konvexni Ctyfuhelnik. UrCete, zda bod X = [2,7]
resp. Y = [4,15] lezi uvnitf nebo vné tohoto Ctyfuhelniku a
rozhodnéte, které strany konvexniho Ctyfihelniku jsou vidét z
bodu, ktery je vné.

Piklad (1.3)

Mame kule¢nikovy stdl o rozmérech 200 x 100, tj. ,Jevy dolni
roh“ m& souradnice [0, 0] a ,pravy horni roh“ m& soufadnice
[200, 100]. Ze stfedu [100, 50] vySlu kouli do bodu [160, 100].
Do kterého bodu (po dvou odrazech) dopadne koule na ,spodni
hrané“?
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