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Osnova prednasky

@ Soustavy linearnich rovnic
@ Gaussova eliminace

@ Operace s maticemi
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Soustava linearnich rovnic

Nasim cilem bude feSit soustavy linearnich rovnic. Pro zadana

Cisla aj a b; hledame Cisla xq, xo, . . . , Xp, ktera spliiuji rovnice
ay Xy + apXe + ... + aipXn = by
aiXy + apXo + ... + apXn = b
ak1Xi + akeXo + ... + aknXn = bk

To je soustava k linearnich rovnic o n nezndmych
X1,X2,...,Xn.
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Soustava linearnich rovnic

Nasim cilem bude feSit soustavy linearnich rovnic. Pro zadana

Cisla aj a b; hledame Cisla xq, xo, . . . , Xp, ktera spliiuji rovnice
ay Xy + apXe + ... + aipXn = by
aiXy + apXo + ... + apXn = b
ak1Xi + akeXo + ... + aknXn = bk

To je soustava k linearnich rovnic o n nezndmych
X1,X2,...,Xn.

o Rikame, Ze dvé soustavy jsou ekvivalentni, jestlize maji
stejnou mnozinu feseni.

@ Postup feseni — prechod od zadané soustavy k
ekvivalentni soustavé, kterou jiz umime vyresit.

@ Provadime pomoci tzv. elementarnich Uprav.
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RozSifena matice soustavy

Elementarni Upravy jsou
@ zameéna poradi dvou rovnic,
@ vynasobeni rovnice nenulovym &islem,
@ k dané rovnici pfi¢teme c-nasobek jiné rovnice.
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RozSifena matice soustavy

Elementarni Upravy jsou
@ zameéna poradi dvou rovnic,
@ vynasobeni rovnice nenulovym &islem,
@ k dané rovnici pfi¢teme c-nasobek jiné rovnice.

K provadeéni téchto Uprav nemusime psat rovnice. Staci, kdyz
budeme zaznamenavat koeficienty u neznamych a koeficienty
pravé strany. K tomu pouzijeme tzv. rozsirenou matici soustavy.

ayy ap ... ain| b
a1 dxp ... anp|b

= (Alb)
a1 ak2 ... akn | bk

Jeji leva Cast, matice A, se nazyva matice soustavy.
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Elementarni radkové operace

Elementarnim Gpravam soustavy rovnic pak odpovidaji
nasledujici elementarni radkové operace s rozsifenou matici
soustavy.

@ zameéna dvou fadku matice,

@ vynasobeni fadku nenulovym Cislem,

@ k danému radku pficteme c-nasobek jiného radku.
Které soustavy Ize jednoduse vyresit? jsou to ty, jejichz

rozSifena matice soustavy je v tzv. schodovitém tvaru.
Prikladem je nasledujici matice

22 -2 113
o0 1210
00 01 2|1

popisujici soustavu 0 neznamych xq, X2, X3, X4, X5.
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Priklad soustavy s matici schodovitého tvaru

22 -2 113
o0 121|0
00 01 2|1

V treti rovnici zvolime x5 za parametr a spocitame xy:
Xs=p, Xg=1-2p.
Z druhé rovnice spocitame
X3=—-p—2(1-2p)=3p—2.

V prvé rovnici zvolime x» za parametr a spocitame x:

1 7
Xo =8, X4= 5(3—234—2(3;)—2) —~(1-2p)—p) = ép—s—1
Resenim piislugné sosutavy jsou tedy vechny pétice

gp—s—1,s,3p—2,1 —2p,p}, kde p, s € R.
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Schodovity tvar matice

Prvni nenulové Cislo v fadku matice se nazyvy pivot nebo také
vedouci koeficient toho to fadku.
Matice A = (aj) je ve schodovitém tvaru, jestlize:

@ Jeji nulové radky, pokud néjaké ma, jsou dole.
@ Je-li g pivot /-tého fadku, pak (i + 1)-ni fadek je bud
nulovy nebo jeho pivot aj, 1 je vpravo od aj, tj. p > j.
Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0...0 aj aj1 .. Ak @k - .- .. Am
0...0 O 0 0 K - o ... d2m
0.0 0 0 ... 0 0 .. a,p ... am

a matice muze, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.
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Algoritmus — Gaussova eliminace

Nenulovou matici s prvky v R nebo Q Ize konecné mnoha
elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na
schodovity tvar.

(1) Zaménou radkl docilime, Ze v prvnim fadku bude v
prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

(2) Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem aj;,
i-tého fadku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;
na i-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodu (1) a (2), vzdy pro zbytek radku
a sloupcl v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu
krokl k pozadovanému tvaru.

(4) Ze schodovitého tvaru vidime, zda je soustava reSitelna.
Pokud ano, umime popsat mnozinu vSech feseni.
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Gaussova eliminace na prikladé
P¥iklad

Vyfeste soustavu linearnich rovnic

2x;y + 3x2 + - X4 = -2
3y + 2Xo + 4x3 — 2x4 = 0
XY — Xo + 4x3 — X4 2
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Gaussova eliminace na prikladé
P¥iklad

Vyfeste soustavu linearnich rovnic

2x;y + 3x2 + - X4 = -2
3y + 2Xo + 4x3 — 2x4 = 0
Xy — Xo + 4X3 — X4 = 2

Matici soustavy upravime pomoci Gaussovy eliminace na
schodovity tvar:

2 3 0 —-1]-2 1 —1 4 —1 2
3 24 2| 0)~-~| 0 &5 -8 1|,-6].
1 -1 4 1 2 0O 0 O 0] O

Odtud dostaneme feseni

[X1,%, x5, %] = |z —=q+ P, —g + £ —£P, 0, P
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Jesté jednou s jinou pravou stranou

Priklad

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x1 + 3x2 + — X4 = 1
39 + 2X0 + 4x3 — 2x4 =
Xy — Xo + 4x3 — X4 =

S ]
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Jesté jednou s jinou pravou stranou

Priklad

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x1 + 3x2 + — X4 = 1
39 + 2Xx% + 4x3 — 2x4 = O
X1 — Xo + 4X3 - X4 = 2

v

Matici soustavy upravime stejnymi Gpravami jako v pfedchozim
pripadé na schodovity tvar:

2 30 —1]1 1 -1 4 —1] 2
3 24 20|~-~[0 5 -8 1|-6].
1 -1 4 —1]2 0 0 0 0| 3

Posledni fadek vede na rovnici 0xqy + 0x> + Ox3 + 0x4 = 3,
ktera evidentné nema feSeni. Tedy ani plvodni soustava nema
feSeni (mnozina feSeni je prazdna).
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Dalsi priklad

Priklad

Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

2 415 —1]1
1202 0|0
1203 1|2
2 425 -3(0
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Dalsi priklad

Priklad

Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

2 415 —1]1
1202 0|0
1203 1|2
2 425 -3(0

Redeni [—4,0,—1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2, —1,1).
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Dalsi priklad

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

SIS

1
-3

oOnN O =

1
0
0
2

N = —
£ \C I \V)
a1 W N

Regeni [-4,0,—1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2, -1, 1).

Mnozina feSeni soustavy (nad nekone¢nym polem K) je:
jednoprvkova, prazdna nebo nekonecna.

Pro homogenni soustavy (pravé strany nulové) je mnozina
feSeni jednoprvkova nebo nekonecna.
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Operace s maticemi
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Nasobeni matic
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Ptiklady
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klady
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava

ajixy + appXe + aixz = by
ap1X1 + axpXo + axmXz = b
az1xy + agpXe + aXxz = bg
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
aiXxi + apXe + a;gxs = by
ap1X1 + axpXo + axmXz = b
az1xy + agpXe + aXxz = bg

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

arr aiz as X1 by
Ay apo as || x | =| b
a3y aspp ass X3 bs
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
aiXxi + apXe + a;gxs = by
ap1X1 + axpXo + axmXz = b
az1xy + agpXe + aXxz = bg

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

arr aiz as X1 by
Ay apo as || x | =| b
a3y aspp ass X3 bs

@ Struéné piseme A - x = b, kde xc K3, b € K3 (sloupce).
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
aiXxi + apXe + a;gxs = by
ap1X1 + axpXo + axmXz = b
az1xy + agpXe + aXxz = bg

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

arr aiz as X1 by
Ay apo as || x | =| b
a3y aspp ass X3 bs

@ Struéné piseme A - x = b, kde xc K3, b € K3 (sloupce).
@ Obecné x € K", b € K™ atedy A € Maty n(K).
Presnéji x € Mat, 1(K) a b € Maty, 1(K).
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
ajixy + appXe + aixz = by
Xy + axpXo + amxs = b
az1Xy + aspXo + asxz = bs

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

arr aiz as X1 by
Ay apo as || x | =| b

a3y dz2 4as3 X3

@ Struéné piseme A - x = b, kde xc K3, b € K3 (sloupce).
@ Obecné x € K", b € K™ atedy A € Maty n(K).

Presnéji x € Mat, 1(K) a b € Maty, 1(K).
@ A matice soustavy, (A | b) rozSifend matice soustavy.
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Postup — elementarni fadkové Upravy

@ Dveé soustavy (rozSifené matice) jsou ekvivalentni, pokud
maji stejna reseni.
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Postup — elementarni fadkové Upravy

@ Dvé soustavy (rozSifené matice) jsou ekvivalentni, pokud
maji stejna reseni.

@ Postup — prevod soustavy na ekvivalentni jednodussi
soustavu.

@ Realizace — pomoci elementarnich radkovych Uprav.
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Postup — elementarni fadkové Upravy

@ Dvé soustavy (rozSifené matice) jsou ekvivalentni, pokud
maji stejna reseni.

@ Postup — prevod soustavy na ekvivalentni jednodussi
soustavu.

@ Realizace — pomoci elementarnich radkovych Uprav.

Elementarni radkové transformace:
@ zameéna dvou radku;
@ vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem (POLE);
@ pricteni (nasobku) fadku k jinému radku.

Systematicky mizeme pouzit elementarni radkové Upravy
k postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky
a vétSinou se mu fika Gaussova eliminace proménnych.

2. prednaska



Schodovity tvar matice

Véta
Nenulovou matici nad libovolnym polem skalaru K [ze konecné

mnoha elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na
tzv. (fradkove) schodovity tvar:

@ Je-liay =--- = a; =0, potom ay; = 0 pro vSechna k > i.

@ Je-li aj_4j prvni nenulovy prvek na (i — 1)-tém radku, tzv.
pivot, pak a; = 0.
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Schodovity tvar matice

Véta
Nenulovou matici nad libovolnym polem skalaru K [ze konecné

mnoha elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na
tzv. (fradkove) schodovity tvar:

@ Je-liay =--- = a; =0, potom ay; = 0 pro vSechna k > i.

@ Je-li aj_4j prvni nenulovy prvek na (i — 1)-tém radku, tzv.
pivot, pak a; = 0.

Matice v radkové schodovitém tvaru vypada takto

0...0 aj aj1 - Ak @k oo .- .. Am
0...0 O 0 0 ak - ... ... d2m
0.0 0 0 ... 0 0 .. ap ... am
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Priklad

Priklad

Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

2 415 —1]1
120 2 0
1203 1|2
2 425 -3(0
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Priklad

Priklad
Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

SIS

.1
-3

oOnN O =

1
0
0
2

N = —
£ \C I \V)
a1 W N

Redeni [—4,0,—1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2, —1,1).
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Priklad

Priklad

Vyreste soustavu lineérnich rovnic.

2 415 —1]1
120 2 0
1203 1|2
2 425 -3(0

Regeni [-4,0,—1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2, -1, 1).

Mnozina feSeni soustavy (nad nekone¢nym polem K) je:
jednoprvkova, prazdna nebo nekonecna.

Pro homogenni soustavy (pravé strany nulové) je mnozina
feSeni jednoprvkova nebo nekonecna.

2. prednaska



Algoritmus — Gaussova eliminace

Algoritmus pro feSeni systému linearnich rovnic:

@ Zaménou radku docilime, Ze v prvnim fadku bude v
prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem aj,
i-tého radku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;
na i-tém radku.

© Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro zbytek fadku
a sloupcl v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu
krokll k pozadovanému tvaru.

© Ze schodovitého tvaru vidime, zda je soustava fesitelna.
Pokud ano, umime popsat mnozinu vSech feseni.
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Algoritmus — Gaussova eliminace

Algoritmus pro feSeni systému linearnich rovnic:

@ Zaménou radku docilime, Ze v prvnim fadku bude v
prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

@ Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem aj,
i-tého radku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;
na i-tém radku.

© Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro zbytek fadku
a sloupcl v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu
krokll k pozadovanému tvaru.

© Ze schodovitého tvaru vidime, zda je soustava fesitelna.
Pokud ano, umime popsat mnozinu vSech feseni.

Algoritmus Ize dale dokoncit i tak, ze matici vyeliminujeme do
tzv. redukovaného schodovitého tvaru, kde pivot je jediny
nenulovy prvek v pfislusném sloupci.

(Mluvime o zpétné eliminaci.)
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni ke Ctvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.PiSeme pak B= A", pti¢emz B je &tvercova
matice stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni ke Ctvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.PiSeme pak B= A", pti¢emz B je &tvercova
matice stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x = A" . bje jediné fedeni soustavy.
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni ke Ctvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.PiSeme pak B= A", pti¢emz B je &tvercova
matice stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x = A" . bje jediné fedeni soustavy.

Postup vypoctu inverzni matice: snazme se urcit matici X
splfujici A- X = E postupné po sloupcich.
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni ke Ctvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.PiSeme pak B= A", pti¢emz B je &tvercova
matice stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x = A" . bje jediné fedeni soustavy.

Postup vypoctu inverzni matice: snazme se urcit matici X
spliujici A- X = E postupné po sloupcich.
Prvni sloupec je feSenim nasledujiciho systému:

2 3 5|1

12 -1]0

01 2|0
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Inverzni matice

Rikame, Ze B je matice inverzni ke Ctvercové matici A, kdyz
A-B=B-A=E.PiSeme pak B= A", pti¢emz B je &tvercova
matice stejného rozmeéru n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x = A" . bje jediné fedeni soustavy.

Postup vypoctu inverzni matice: snazme se urcit matici X
spliujici A- X = E postupné po sloupcich.
Prvni sloupec je feSenim nasledujiciho systému:

2 3 5|1 100 3
12 -1/0| ~ ... ~|010-2
01 20 001%
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Inverzni matice — algoritmus

Algoritmus pro nalezeni inverzni matice

@ Vedle sebe napiSeme puvodni matici A a jednotkovou
matici E.

© Matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi Gpravami
nejprve na schodovity tvar.

© Nasledné zpétnou eliminaci na diagonalni matici.

© V té nasobime fadky inverznimi prvky z K, abychom
dostali jednotkovou matici E.

@ TytéZ Upravy soubézné provadéné s vedle napsanou
matici E vedou k hledané inverzni matici A=".

© Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého fadku

v plvodni matici, znamena to, ze matice inverzni
neexistuje.
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Determinant — osnova

@ Motivace — objem.
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Determinant — osnova

@ Motivace — objem.
@ Obecna definice |A| (pro ¢tvercovou matici A).
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Determinant — osnova

@ Motivace — objem.
@ Obecna definice |A| (pro ¢tvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni radkové Upravy.
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Determinant — osnova

@ Motivace — objem.

@ Obecna definice |A| (pro ¢tvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni radkové Upravy.

@ Souvislost determinantu s matici A~".
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Determinant — osnova

@ Motivace — objem.

@ Obecna definice |A| (pro ¢tvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni radkové Upravy.

@ Souvislost determinantu s matici A~".

@ Pouziti pro pfimy vypocet feSeni soustavy.

@ Vypocet determinantu.

@ Determinant a soucin matic — |A- B| = |A| - |B.
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Determinant — matice typu 2 x 2, 3 x 3

@ Pro matici
a a
A— < 11 12 )
do1  do2

platl' ‘A‘ = 411820 — a124ao1.
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Determinant — matice typu 2 x 2, 3 x 3

@ Pro matici
a a
A— < 11 12 )
do1  ax
platl' ‘A‘ = 411820 — a124ao1.

@ Pro matici
ayr a2 ass

A= | @1 ax» a3
dz1 dsz2 4ass

definujeme |A| = ay1az2833 + @12823831 + @13a21a832
—ay3dg2dz1 —aieda1d33—3aq1a234s2.
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Determinant — matice typu 2 x 2, 3 x 3

@ Pro matici
a a
A— < 11 12 )
do1  ax
platl' ‘A‘ = 411820 — a124ao1.

@ Pro matici
ayr a2 ass

A= | @1 ax» a3
dz1 dsz2 4ass

definujeme |A| = ay1az2833 + @12823831 + @13a21a832
—ay3dg2dz1 —aieda1d33—3aq1a234s2.

@ Pozor, pro vétsi rozmér nelze pocitat takto ,Uhlopficné“.
Ani pfipady n = 2 a n = 3 nejsou aplikaci stejného
,Uhlopfi¢ného principu*.
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Determinant — definice

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n nad polem K.
Determinant matice |A| je prvek z K definovany predpisem:

Al= 3 sgn(0) - @1o(1) * B2o(2) **** Ano(oy
o€Sny

Zde S, je mnozina v8ech permutaci mnoziny {1,2, ..., n}.
A sgn(o) je parita permutace o (pficemz sgn(o) = +1).
Pozn.: Formalni definice parity — u¢ebnice [MB201].
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Determinant — definice

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n nad polem K.
Determinant matice |A| je prvek z K definovany predpisem:

Al= 3 sgn(0) - @1o(1) * B2o(2) **** Ano(oy
o€Sny

Zde S, je mnozina v8ech permutaci mnoziny {1,2, ..., n}.
A sgn(o) je parita permutace o (pficemz sgn(o) = +1).
Pozn.: Formalni definice parity — u¢ebnice [MB201].

Vypocet |A| z definice neni efektivni. Nau¢ime se jinak.
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Determinant — zakladni poznatky

@ Pro jednotkovou matici mame |E| = 1.
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Determinant — zakladni poznatky

@ Pro jednotkovou matici mame |E| = 1.
@ Specidlni vzorce n=2,n= 3.
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Determinant — zakladni poznatky

@ Pro jednotkovou matici mame |E| = 1.
@ Specidlni vzorce n=2,n= 3.
@ Pokud A obsahuje nulovy fadek, pak |A| = 0.
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Determinant — zakladni poznatky

@ Pro jednotkovou matici mame |E| = 1.

@ Specidlni vzorce n=2,n= 3.

@ Pokud A obsahuje nulovy fadek, pak |A| = 0.

@ Horni trojuhelnikova matice — soucin prvki na diagonale.
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Determinant — zakladni poznatky

Pro jednotkovou matici mame |E| = 1.

Specialni vzorce n =2, n = 3.

Pokud A obsahuje nulovy fadek, pak |A| = 0.

Horni trojuhelnikova matice — soucin prvkd na diagonale.
Pro transponovanou matici A" plati |A" |=|A|.

2. prednaska



Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.
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Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.

@ Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.
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Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.

@ Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.

@ Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého fadku k jinému radku, pak |B| = |A.
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Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.

@ Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.

@ Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého fadku k jinému radku, pak |B| = |A.

[Dikazy MB201]
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Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.
@ Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.
@ Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého fadku k jinému radku, pak |B| = |A.
[Dikazy MB201]

Metoda vypoctu determinantu pomoci Gaussovy eliminace.
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Determinant a elementarni radkové upravy

@ Vznikne-li matice B prehozenim dvou radkua Ctvercové
matice A, pak |B| = —|A|.
@ Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku
Ctvercové matice A konstantou c, pak |B| = ¢ - |A|.
@ Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého fadku k jinému radku, pak |B| = |A.
[Dikazy MB201]

Metoda vypoctu determinantu pomoci Gaussovy eliminace.

Pro Ctvercovou matici A je ekvivalentni:
@ soustava A- x = b ma jediné feseni,
° |A/#£0,

@ existuje A~".

2. prednaska



Determinant — priklad vypoctu

Urcete determinant matice

o =N
- N w
\

N = ol
N—— —
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Determinant — priklad vypoctu

Urcete determinant matice

o =N
- N w
\

N = ol
N—— —

Priklad

Urcete determinant matice

NO O —=
O 01w o
oo ~O
0O o
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Determinant — priklad vypoctu

Urcete determinant matice

o =N
- N w
\

N = ol
N—— —

Priklad

Urcete determinant matice
1 0 0 2
0 3 40
2= 0 560
7 0 0 8

Sami (viz da). Vysledek |B| = 12.
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Vypocet determinantu — Laplaceuv rozvoj

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pro zvolené indexy
i,j oznacme Aj Ctvercovou matici fadu n — 1, ktera vznikne z A
vynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce. Pak prvek

A= (=) 1Ay
nazyvame algebraicky doplnek prvku a; v matici A.

Véta (Laplaceuv rozvoj)

Bud' A = (aj) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro libovolny
index i plati

n
Al = a1 A + apAiz + -+ + anAin = > _ ajAj.
=

Hovotime o rozvoji podle i-tého radku.

2. prednaska



Laplacelv rozvoj — priklad
P¥iklad

Urcete determinant matice

~NO O =
O 01w o
oo ~O
0 oo
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Laplacelv rozvoj — priklad
P¥iklad

Urcete determinant matice

NO o =

3 40 0 3 4
Bj=1-(-1)"*1.|5 6 0|+2-(-1)""*.]0 5 6|=
00 8 700

3 4
5 6

Vsiméme si, Zze

—8.

5.7 _(8—14). — (—6)-(-2) = 12.

2. prednaska



Inverze pomoci adjungované matice — MB201

@ Laplacelv rozvoj pomoci sloupce — dukaz
transponovanim.
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Inverze pomoci adjungované matice — MB201

@ Laplacelv rozvoj pomoci sloupce — dikaz
transponovanim.

@ Definujeme A = (A;) matici fadu n sloZenou z
algebraickych doplnku. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.
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algebraickych doplnku. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.

® A -A*=|A|- E.[MB201]
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Inverze pomoci adjungované matice — MB201

@ Laplacelv rozvoj pomoci sloupce — dukaz
transponovanim.

e Definujeme A = (2\7,-) matici fadu n sloZzenou z
algebraickych doplnku. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.

® A -A*=|A|- E.[MB201]

@ Proto A~ existuje pravé tehdy, kdyZ |A| # 0. (UZ vime.)

Bud’ A ¢tvercova matice radu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak

AT = AT A
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Inverze pomoci adjungované matice — MB201

@ Laplacelv rozvoj pomoci sloupce — dukaz
transponovanim.

e Definujeme A = (2\7,-) matici fadu n sloZzenou z
algebraickych doplnku. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.

® A -A*=|A|- E.[MB201]

@ Proto A~ existuje pravé tehdy, kdyZ |A| # 0. (UZ vime.)

Bud’ A ¢tvercova matice radu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak

AT = AT A

@ Praktické pouziti je diskutabilni. Pro vypocet determinantl
|Ajj| je zapotfebi stejné eliminovat.

2. prednaska



Cramerovo pravidlo

Re&ime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice, |A| # 0.
@ |A| # 0 implikuje jednoznacnost feSeni.
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@ |A| # 0 implikuje existenci A~".
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Cramerovo pravidlo

Re&ime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice, |A| # 0.
@ |A| # 0 implikuje jednoznacnost feSeni.
@ |A| # 0 implikuje existenci A~".
@ Odtud x = A~ 'b, kde A~ = |A|~" - A*.
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Cramerovo pravidlo

Re&ime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice, |A| # 0.
@ |A| # 0 implikuje jednoznacnost feSeni.
@ |A| # 0 implikuje existenci A~".
o Odtud x = A~'b, kde A" = |A| " - A",

Véta

Bud' A ¢tvercova matice fadu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak
soustava Ax = b ma jediné fedeni x = (x1,Xo,...,Xn) ", kde

Al
X = —,
T A
pricemz A; je matice vznikla z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b.

2. prednaska



Cramerovo pravidlo — priklad

Priklad (Motiva¢ni priklad)

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y - z =
SR A =
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Cramerovo pravidlo — priklad

Priklad (Motiva¢ni priklad)

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y — z = 4
SR A =
0 3
4 2 —1
-1 1 9
X1: :§:1,
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Cramerovo pravidlo — priklad

Priklad (Motiva¢ni priklad)

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y — z =
SR A =
0 3
4 2 1
-1 1 9 ,
X1 :—5:5:1, Xo, X3 — Sami.

2. prednaska



Cauchyova veéta

Pro libovolné dvé Ctvercové matice A a B stejného radu plati

|A-B| = |A]-|B.

2. prednaska



Cauchyova veéta

Pro libovolné dvé Ctvercové matice A a B stejného radu plati

|A-B| = |A]-|B.

Dasledek: A~ = |A]~".
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Cauchyova veéta

Pro libovolné dvé Ctvercové matice A a B stejného radu plati

|A-B| = |A]-|B.

Dusledek: |A~1| = |A] 1.
Dikaz — [MB201]

2. prednaska



Pozadavky

@ Vyresit zadany systém linearnich rovnic.
@ Spocitat inverzni matici (dle algoritmu).

@ Spocitat determinant matic (i matic s parametrem).
Ovladat obé metody a umét je kombinovat.

@ Znat zakladni vlastnosti determinant( (Cauchyova véta).

@ Znalost adjungované matice a Cramerovo pravidlo se
nezkousi.

2. prednaska



Domaci uloha

Priklad (6.1)
Naleznéte vS§echny symetrické matice A rozméru3 x 3 s

jedniCkami na diagonale, pro které plati
A-(1,1,1)7=(1,2,3)".

Pfiklad (6.2)

Reste nasledujici soustavu linearnich rovnic v R, kde x1, X2, X3
jsou neznamé a a a b jsou parametry. Tzn. urCete, pro které
hodnoty a, b € R ma soustava feSeni, a pro tato a, b popiste
mnozinu vSech feSeni dané soustavy.

2Xy +3x0 +axz =
3Xy +2X0 +bxz = -1
Xq +2X2 —
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Domaci uloha

Priklad (6.3)
Urcéete inverzni matici k matici

11 1
A=|1 0 3].
315
P¥iklad (6.4)

Urcete determinant matice

o 01O =
N O Wwo
OO N
0 O A~ O
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Doplnujici doméci uloha — MB201

Priklad (6.5)

Pro libovolnou elementarni Upravu naleznéte matici, ktera ji
realizuje pomoci nasobeni. Tj. pokud A ~ B je jedna Uprava,
pak existuje matice U takova, ze B = U - A.

Priklad (6.6)

Necht a a b jsou dvé rizna realna Cisla a n je kladné celé Cislo.
Urcete determinant matice n/n, ktera ma vSechny prvky pod
hlavni diagonélou rovny b a vSechny prvky na a nad hlavni
diagonalou rovny a.

N

2. prednaska



