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Osnova prednasky

Inverzni matice a jejich vypocet
Determinant matice

Motivace — objem.
Obecna definice |A| (pro ¢tvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni radkové Upravy.
@ Souvislost determinantu s matici A=".
@ Pouziti pro pfimy vypocet feSeni soustavy.
@ Vypocet determinantu.
@ Determinant a soucin matic — |A- B| = |A| - |B.

°
°
@ Vypocet determinantu pomoci Laplaceova rozvoje
°
°
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Inverzni matice

Pripomenme, ze pismenem E oznacujeme jednotkovou matici.

Rikame, Ze B je matice inverzni ke &tvercové matici A, kdyz
A- B = B- A= E. Takova matice je ur€ena jednoznacné,

a proto piseme B — A~ pfitemZ B je tvercova matice
stejného rozméru jako A. Matici, k niz existuje matice inverzni,
fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak

x = A~'. b je jediné Feseni soustavy. Ax=b | A% |E
Postup vypoctu inverzni matice: snazme se urcit matici X =

splnujici A - X = E postupné po sloupcich. Je-li A matice 3 x 3

a sloupce matice X jsou postupné x, y a z, feSime rovnice

1 0 0 \‘40
Ax= (0|, Ar=[1], Az=|0]. B\ g4
0 0 1
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Vypocet inverzni matice

.. L ALy _ -
Tyto tri soustavy maji stejnou praveu stranu a my je miuzeme

feSit souCasné tak, Zze elementarnimi fadkovymi operacemi
upravujeme na schodovity tvar matici

0| =(AE)~ ... ~(C|D),

kde matice C je ve schodovitém tvaru. Mohou nastat tyto dvé
moznosti:
@ Jestlize je jeji posledni fadek nulovy, pak jedna ze ti
rovnic neni resitelna a inverzni matice neexistuje.
© Matice C ma v kazdém fadku pivota. Ty lezi na uhlopficce.
Tedy s matici (C|D) mGzeme provadét tzv. zpétnou - © @
Gaussovu eliminaci, tj. elementarnimi fadkovymi 6 *+ ©®

operacemi postupné vytvaret nuly nad pivoty matice C.© © _
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Vypocet - pokracovani

Timto postupem dostaneme na misté matice C
jednotkovou matici, na misté matice D budou sloupce
inverzni matice, tedy A~".

(AE) ~ -~ (CID) ~ - ~ (E|A”")

Ukazme si to na pfikladu:

2 3 51 00 1 2 -1]0 10
12 1010} ~+~ |0 -1 7|1 =20
01 20 0 1 0O 0 91 -2 1
T e A
S R
00 1] § ¢

1
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Inverzni matice — algoritmus

Algoritmus pro nalezeni inverzni matice

@ Vedle sebe napiSeme puvodni matici A a jednotkovou
matici E.

@ Matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi Gpravami
nejprve na schodovity tvar.

© Nasledné zpétnou eliminaci na jednotkovou matici E.

©Q TytéZ Upravy soubézné provadéné s vedle napsanou
matici £ vedou k hledané inverzni matici A—'.

© Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého fadku

v pavodni matici, znamena to, Ze matice inverzni
neexistuje.
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Determinant Ctvercové matice
Ctvercové matici Aed A suto |A|
Z.sﬂl A < a1 axe )
dp1  do2
1.8/ .
jsme prifadili Cislo |A| = aj1ase — ajpaoq, které jsme nazvali
determinantem matice A. Jeho geometricky vyznam byl
orientovany obsah rovnobézniku ur€eného vektory (ai1, a»1) a

(@12, ag).

Determinant budeme definovat pro kazdou ¢tvercovou matici.
Neudélame to ale pfimym predpiseim (i kdyz to je mozné), ale
nepfimo tak, Ze vycislime jeho vlastnosti. Vyhodou tohoto
postupu je, Ze nam dava pfimy navod k vypoc¢tu determinantu,
zatimco z primé definice determinant vétSinou nepocitame

Geometricky vyznam determinantu matice A tvaru n x n bude
orientovany objem rovnobéznosténu v n-rozmérném prostoru
uréeného vekiory sloupcu (nebo fadkl) matice A.
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Determinant — zakladni pravidla

Definice
Kazdé Ctvercové matici A tvaru n x n Ize jednoznacné pfiradit
Cislo |A|, determinant matice A, ktery spliuje nasledujici

<
<
&
<

pravidla:
1) Vznikne-li matice B prehozenlm dvou ‘rtad‘ku matice A pak
Bl =—|A. A ) = ad-éc
1B = —|A| (% (5 %),

2) Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku matice [ 5o,
Acislem c, pak |B| = c- |Al. ol "”" C”") < 0444812,

3) Vznikne-li matice B z matice A prlctenlm haso‘bk
nékterého fadku k jinému fadku, pak |B| = |A|.

\
4) Determinant jednotkové matice je |E| = 1. = c(ott()
5) Determinant transponované matice je |AT| = |A|.

~di¢Cayy
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Odvozena pravidla

Z predchozich pravidel Ize odvodit dalsi:

6) Determinant Ctvercové matice ve schodovitém tvaru (tzv.
horni trojuheinikové matice) je roven soucinu Cisel na
uhlopricce matice.

7) Determinant matice, ktera obsahuje nulovy radek nebo
sloupec, je roven 0.

8) Je-li A matice tvaru k x k, B matice tvaru (n— k) x (n— k),
C matice tvaru k x (n — k) a O nulova matice tvaru
(n— k) x k, pak determinant matice n x n

w/ QA c
la'.‘:ﬂ/

Vypocet determinantu provadime pomoci Gaussovy eliminace.
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Determinant — priklad vypoctu

5
1
2

Urcete determinant matice

|

=N
- N W

Vysledek: |A| = 9.
Priklad
Urcete determinant matice

B =

N~Noo =
oculwo
oo hroO
®o oM

Vysledek: |B| = 12.
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Cauchyova veéta

Véta (Cauchyova)

Pro libovolne dve ctvercové matice A a B stejné velikosti plati

rpbets’ NE
JA-BI= A Bl [ ArBl= [A]¢IB

Dusledek: Determinant invertibilni matice je nenulovy a plati
1 _ 1 o z Z . A _ =
A= = |AI~". Plati i obrac?ne tvrhzsanl; A-A :.b:

=1

Pro Ctvercovou matici A je ekvivalentni:
@ |Al #£0,
@ existuje A=,

@ Pro kaZdou pravou stranu b ma soustava A - x = b jediné
feseni.
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Laplacelv rozvoj determinantu

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pro zvolené indexy
i,j oznacme Aj Ctvercovou matici velikosti n — 1, ktera vznikne
z Avynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce. Pak Cislo

nazyy]@'lme algebraicky doplnék prvku a; v matici A. ] Ac'l'

Véta (Laplaceuv rozvoj)

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro libovolny
index i plati

n
Al = anAit + apAiz + -+ + anAin = Y _ ajAj.
=

Hovofime o rozvoji determinantu podle i-tého radku.
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Laplacelv rozvoj — priklad

Priklad
Urcete determinant matice
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Determinant matice 3 x 3

Proved'me Laplacelv rozvoj obecné matice 3 x 3

e A
a1 a2 a3 A, = 6 0
A= | @| ax||aas |- 12
az1| asgildss

42 |@,, 854

/\
Dostaneme Rqer A 12

|A| = ay1(apas3 — a3a@s2) — @12(@21a33 — @x3as1)
+ a3(az1a32 — 322331)
= ay1802a33 + 812823831 + 4138214832

—daq3daoods{ — di2do1d33 — dy1dz23daso.

Vv

Pozor, pro vétsi rozmér nelze pocitat takto ,uhlopficné”.
Ani pfipady n = 2 a n = 3 nejsou aplikaci stejného
L,=Uhlopfi¢ného principu*.
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Cramerovo pravidlo

Re&ime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice, |A| # 0.
@ |A| # 0 implikuje jednoznacnost feseni. =
@ |A| # 0 implikuje existenci A~". x=A
o Odiudx = A'bkde A1 = [A]"T- A*. N4 Aot
— m-MD.
Véta
Bud' A ¢tvercova matice fadu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak
soustava Ax = b ma jediné fedeni x = (x1,Xo,...,Xn) ", kde

|Ajl
Xj = ——,
A

pricemz A; je matice vznikla z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b.
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Cramerovo pravidlo — priklad

Priklad (Motiva¢ni priklad)

Vyfeste soustavu linearnich rovnic X=1
q =1
2X + 3y + 5z = 0 2 =1
X + 2y — z =
y + 2z =
0 3 5
4 2 1
_t _ 9 1, Xo,X3 —sami
Xt = 5] g9 » Y% .
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Pozadavky

@ Spocitat inverzni matici (dle algoritmu). e

@ Spocitat determinant matic (i matic s parametrem).
Ovladat obé metody a umét je kombinovat.
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Domaci uloha

Priklad (3.1)
Urcéete inverzni matici k matici

11 1
A=|1 0 3].
315
P¥iklad (3.2)

Uréete determinant matice

o 01O —
N O Wwo
OO N
0 O A~ O
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Doplnujici domaci uloha

He ot A=E
B=UE-=U
Priklad (3.3)
Pro libovolnou elementarni fadkovou operaci naleznéte matici,
ktera ji realizuje pomoci nasobeni. Tj. pokud A ~ B je jedna

Uprava, pak existuje matice U takova, ze B = U - A.
T a—i

(h ° @-p

Priklad (3.4)

Necht a a b jsou dvé rizna realna Cisla a n je kladné celé Cislo.
Urcete determinant matice n/n, ktera ma vSechny prvky pod
hlavni diagonélou rovny b a vSechny prvky na a nad hlavni
diagonalou rovny a.

2 4 a a 4 114 1 41 11
l (bga ¢ \z=adh|p ad ¢\=adl|oevers
bbb e a p b 2 a O D a-ve
b b 2 v b b ¢ ®©0 P4l
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