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Osnova prednasky

@ Vektorové prostory
@ Vybér vhodné generujici mnoziny
@ Baze a dimenze podprostoru

@ Prunik a soucet podprostor(
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@ Vektory — s¢itani, nasobky.
@ Uvazujme systém m linearnich rovnic pro n proménnych
a predpokladejme, ze jde o soustavu tvaru A - x = 0, {j.

a1 ... aQin X1 0
am1 amn Xn 0
e Soucet dvou feSeni x = (x1,...,xn)ay = (V1,...,¥n)

spliuje
A (x+y)=A-x+A-y=0
a je tedy také reSenim.
o Stejneé tak zlistava feSenim i skalarni nasobek a - x.

o Mame tedy podmnozinu K" sestavajici ze vSech feseni
soustavy M = {x € K" | A- x = 0} se sCitanim a nasobky.
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Vektorové prostory

Necht K je mnozina reélnych &isel R nebo racionalnich Cisel Q
nebo komplexnich Cisel C.

Definice

Vektorovy prostor V nad polem skalar( K je neprazdna
mnozina s operacemi scitani vektorl +: Vx V — Va
nasobeni vektoru skalarem - : K x V — V, pro které plati

(u+v)+w=u+(v+w)

(1)

u+v=v+u (2)

30eV: u+0=u (3)
a-(v+w)y=a-v+a-w (4)
VvueVI(—u)eV: u+(-u)=0 (5)
(a+b)-v=a-v+b-v (6)
a-(b-v)=(a-b)-v (7)

(8)

()

1-v=v
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Vektorové prostory — priklady

Rozumné (znamé) priklady:
@ Vektory v roviné: R?.
@ Prostory vy$si dimenze: R”.
@ Matice nad polem: Mat, n(R).
@ Polynomy omezeného stupné:

Ra[x] = {agx? + asx® + aox® + ayx + & | as, a3, @, a1, & € R}

Obecné Rp[x].
@ Mnozina feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic.
@ C vektorovy prostor nad R.

V8echno to jsou realné vektorové prostory, tj. K = R.
Lze uvazovat i pfiklady Q", C", Qp[x], kde K = Q ¢i K = C.
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Vektorové prostory — priklady |l

Ponékud slozitéjsi priklady:
@ Polynomy: R[x].
@ Funkce: F(R) = {f: R — R}.
@ RR vektorovy prostor nad Q.
Posledni dva jsou trochu divoké.

Priklady mnozin, které netvori vektorovy prostor.
@ 7Z x Z nad R.
@ M={xeK"|A-x= b}, pro bnenulové.
e Ctvercové matice s determinantem 1.
@ Polynomy stupné n.
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Vektorové prostory — dalSi vlastnosti

Necht' V je vektorovy prostor nad polem skalarid K, dale
uvaZzme skalary a, b, a; € K a vektory u,v,u; € V. Potom

@ a-u=0pravé kdyza= 0 nebou =0,
@ (1) -u=-uy,

ea (u—-v)=a-u—a-v,
@ (a—b)-u=a-u—>b-u,

o (Xlia) (Ciliuy) =X Xl au;
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Vybér optimalnich zakladnich vektor(

@ Cil: najit (co nejmensi) zakladni mnozinu vektort, abychom
mohli pomoci nich ostatni vektory (jednoznacné) vyjadrit.

@ Vyrazytvaru a; - vq + - - - + ag - v, nazyvame linearni
kombinace vektor( vy, ..., v, € V (zde a; € K skalary).

@ Mnozina vektord M = {vq, vo,..., v} C V ve vektorovém
prostoru V nad K se nazyva linearné nezavisla, jestlize
pro kazdou k-tici skalart ay, . .., ax € K plati:

@ M je linearné zavisla, jestlize neni linearné nezavisla.

@ M je zavisla, pravé kdyz aspon jeden z jejich vektoru je
vyjadfitelny jako linearni kombinace ostatnich.
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Odstranovani prebytecnych vektoru

Zakladni mnozina vektorl, aby byla co nejmensi, musi byt
linearné nezavisla. Jak to pozname?

Rozhodnéte, zda jsou vektory v = (1,1,1), vo = (—1,0,1)
a va = (1,2,3) linearné nezavislé (v realném prostoru R?).

Soustava xj vy + XoVo + X33 = 0 s matici

1 -1 10
1 0 20
1 1 .3/[0

ma feSeni x; = —2t,xo = —t,x3 = t. Napf. pro t = 1
dostaneme —2- vy — Vo +v3 =0,1zn. v3 = 2 - vq + Vo.
Zkouska: 2vi + v = (2,2,2) +(—1,0,1) = (1,2,3) = vs.
Odpovéd’: zadané vektory jsou linearné zavislé.
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Odstranovani prebytecnych vektoru |l

Rozhodnéte, zda jsou vektory x® — x + 1, 2x3 + x% — 2x,
x* 4+ x3 — x a x* — x2 + 1 linearné& nezavislé.

x4 0 O 1 110
x3 1 2 1 0|0
X2 0o 1 0 -11]0
x!: -1 -2 -1 0|0
x%: i 0 0 1|0

Odpoveéd’: jsou linearné zavislé.

Postup (obecné): vektory dame do (sloupcll) matice a reSime
prislusnou homogenni rovnici.
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Podprostory

Umime se zbavovat prebyte¢nych vektor( z potencionalni
zakladni mnoziny. Mame jich ale dost? Tj. staci na vyjadfeni
vSech vektor(? K tomu definujeme dalsi uzite¢ny pojem.

Podmnozina () # U C V se nazyva vektorovym podprostorem,
jestlize, spolu se zuzenymi operacemi s¢itani a nasobeni
skalary, je sama vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme, aby

platilo
Va,beK, Vv,we U, a-v+b-weU.
Priklady:
@ Rj[x] € R[x].
@ RCC.

o M={xeK"|A-x=0} CK".
@ Sudé polynomy {f € Ry[x] | f(x) = f(—x)} C R4[x]}.
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Linearni obal mnoziny vektoru

Rikame, ze vektory vq, vo, ..., v, generuji vektorovy prostor,
jestlize kazdy vektor u € V je néjakou jejich linearni kombinaci,
tj. existuji a1, ao,...,an € K, Ze

U=aivy+aVeo+---+anvp

Linearni kombinace vektor( v4, v», . .., v, nemusi davat
v8echny vektory ve V. Nicméné tvofi vzdy néjaky jeho
podprostor. Rikame mu linearni obal téchto vektora.

Linearni obal vektorl vy, v, ..., v, je mnoZina

[Vi,Vo,...,vo]={ai-u1+---+ak-uc| a€K}.
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Baze vektorového prostoru

@ Vektorovy prostor, ktery je generovan koneCnou mnozinou
vektor se nazyva konecnérozmerny.

@ Necht V je koneCnérozmérny vektorovy prostor. Vektory
Vi, Vo, ..., Vs € V tvori bazi vektorového prostoru V,
jestlize generuji V a jsou linearné nezavislé.

@ Pocet prvkl baze nazyvame dimenzi prostoru V. Znacime
dim V.

Trivialni podprostor {0} je generovan prazdnou mnoZinou,
ktera je "prazdnou" bazi. M4 tedy nulovou dimenzi.

Je-li (vq, vo, ..., Vv,) baze, pak libovolny vektor v € V Ize
jedinym zpUsobem zapsat jako linearni kombinaci vektorl baze

V=aiVvy +aVo+---+ anVvp.

Koeficienty (ay, ao, . . ., ap) nazyvame souradnice vektoru v
v dané bazi.
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Baze — priklady

@ R2: baze ((1,0),(0,1)); dimenze 2.

@ R": baze (e, e,...,€n), kde e; = (0,...,0,1,0...,0);
dimenze n.

@ Mat, m(R): dimenze nm.

Mat3(R) = {(&5¢) | a,b,c,d,e,f e R} =
{a-(000) +b-(868)+c-(§80)+d-(388)+
+e-(898)+f-(889) lab.c.defeR}.

)
.d,
Bazeje ((500)(600):(660):(760):(396):(558%))-
@ Ry[x]: baze (x*, x3, x2, x,1); dimenze 5.
(Ry[x] = {asx* + agx® + ax®> + a;x + ap | as,...,a € R})
e [(1,1,1),(—1,0,1),(1,2,3)] =[(1,1,1),(-1,0,1)] je
podprostor prostoru R® dimenze 2. (Piiklad z 9. slajdu.)
@ R[x]: neni koneCnérozmérny.

4. prednaska



Baze — zakladni poznatky

Pro konecnérozmerny vektorovy prostor V plati:

@ Z libovolné kone¢né mnoZiny generatort vektorového
prostoru V Ize vybrat bazi.

@ VsSechny baze V maji stejny pocet vektord.
@ Predchozi defince dimenze je korekini.

Priklad

Necht M = {(1,0,2,0,1),(0,2,1,—-1,1),(2,-4,2,2,0),
(2,1,3,1,1),(0,1,0,0,0)} C R®. Z mnoziny M vyberte bazi
linearniho obalu M (tj. podprostoru V = [M] C R®).
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Priklad — vybér baze z generujici mnoziny

o V1 = (1707270’1)7‘/2 = (072717_171))‘/3 = (27_4727270)7
ve = (2,1,3, 1 1),v5:(0,1,0,0,0).
@ Postup jiz zname — odstranovani prebytecnych vektora.

1. 0 220 1 0 2 20
0 2 -4 1 1 0 2 -4 1 1
2 1 230 f~]l0 1 -2 -10 |~
0 -1 210 0 -1 2 10
1 1 010 0 1 -2 -10
10 2 20
01 -2 -1 0
00 0 31
00 0 00
00 0 00

@ V3 lze vyjadrit pomoci v4 a vo; v5 pomoci vy, Vo, Vs.
@ Baze (vq, v, vy).
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Baze — dalSi poznatky

Je-li V koneCnérozmérny, je vhodné si pamatovat:
@ Z kazdé mnoziny generatoru, Ize vybrat bazi.
@ Baze konecnérozmérnych vektorovych prostoru jsou prave
minimalni mnoziny generatoru.
@ Kazdou linearné nezavislou mnozinu Ize doplnit do baze.
@ Baze koneCnérozmérnych vektorovych prostort jsou prave
maximalni linedrné nezavislé mnoziny.
Dasledek:

Pro libovolny konecnérozmérny vektorovy prostor V' a jeho
podprostor U plati:

dimU < dim V.

@ Pro pfirozena Cisla m > n je libovolna mnozina m vektorud
v prostoru dimenze n (napt. R”) linearné zavisla.
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Baze — priklad s polynomy

Je dan vektorovy prostor V = Ry4[x]. UrCete bazi a dimenzi
podprostort P, Q, PN Q, kde

P = {f € Ra[x] | (Vc € R)(f(c) = f(—¢)) },

Q=[x®—x+1, 2x3 + x® — 2x,

x*+x3 —x, x* —x? +1].

@ P mabazi (x* x?,1) a dimenzi 3.

@ Uz jsme spocitali bazi a dimenzi Q (slajd 10): dimenze je 3
abaze (x3 — x +1, 2x3 4+ x2 — 2x, x* + x3 — x).

@ Hledame skalary a, b, c, p, q, r tak, aby
ax* + bx? + ¢ = pvy + qva + rvs.

@ To vede na feSeni nasledujici soustavy.
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Baze — priklad s polynomy — pokracovani

100 0O O 1 10 0|0 O 1
oo0oo0 1 2 1 01 0/0 10
o010, 0 1 O0O|~|0O0T1T|1 00O
000 -1 -2 —1 0001 21
0 0 1 1 0 0 0 00(0 0O

@ Reseni: g, r volné proménné, p = —r — 2q.
@ V praniku jsou tedy vektory tvaru
(—=r—2q9)- (P —x+1)+q- @3 +x2—2x)+r - (x* +x3 - x)

=q-(xX2=2)+r-(x*-1).

@ Proto PN Q ma bazi (x? — 2, x* — 1) a dimenzi 2.
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Prinik a soucet podprostoru

Necht U a W, jsou podprostory ve V, a,bc K, u,ve UNnW.
Paka-u+b-v e Un V. Prunik podprostoru je opét
podprostor.

Sjednoceni podprostord neni obecné podprostor. Misto
sjednoceni proto definujeme soucet podprostoru.

Definice
Souctem podprostort U + W je mnozina

U+W={u+weVjue U, we W}

Je to opét vektorovy podprostor, nejmensi, ktery obsahuije
podprostory U a W.
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Priklad s polynomy — soucet podprostoru

UrCete bazi a dimenzi podprostoru P + Q.

@ Sjednotime baze a dostaneme mnozinu generatora.

@ Z ni vybereme bazi P + Q.

@ To uz mame mimodék spocitano: baze P + Q je napfiiklad
(x*,x2,1,x% — x + 1) adimenze je 4.

@ Plati (zkou$ka): dim P +dim Q = dim(P + Q) +dim(P N Q).

@ Zaver: baze idimenze P+ Q a PN Q se pocita soucasne.

Pro U, W podprostory v konecnérozmérném V plati
@ dmU <dimV,
@ U=V pravé kdyZ dim U = dim V,
@ dim U+ dim W =dim(U + W) 4 dim(U n W).
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Pozadavky

Typické priklady:
@ Urcit bazi a dimenzi podprostoru (uzite¢né dovednosti:
vybér baze ze zadané mnoziny generatord, doplnéni
mnoziny vektort na bazi).

@ Pranik a soucet podprostor( — opét baze a dimenze.
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Domaci uloha

Piiklad (4.1)

Pro kazdou ze zadanych podmnozin M; vektorového prostoru
V =Ro[x] = {@x® + aix + a | &, a1, a € R} rozhodnéte, zda je
vektorovym podprostorem V.

) My = {f € Ro[x] | F(1) = £(2)};
i) My = {f € Ro[x] | f(1) = 0 A (Ve € R)(f(c) = f(~c)) };
iiiy Ms = {f € Ro[x] | (1) = 0 A F(0) = 1}.

Pokud M; neni vektorovy podprostor, toto tvrzeni zdlivodnéte. Pokud M; je
vektorovy podprostor, uréete dimenzi a néjakou bazi tohoto podprostoru.

Priklad (4.2)

Ve vektorovém prostoru R* (nad télesem R) jsou dany vektory
u=1,1,1,1), v =(2,-1,1,6), us = (0,3,1,—4) aus = (3,1,2,6). Z
mnoziny {us, Uz, U, Us} Vyberte maximalni podmnozinu linearné nezavislych
vektor(l a doplfite ji na bazi prostoru R*.
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Doplnujici domaci uloha

P¥iklad (4.3)

Ve vektorovém prostoru Mat; 3(R) mame nésledujici podmnoZziny. UrCete,
které z nich jsou vektorové podprostory, a urcete jejich dimenzi a bazi.

i) Podmnozina v§ech matic s jednickami na diagonale.
) Podmnozina vSech matic s nulami na diagonéle.
i) Podmnozina vSech matic s nulovym determinantem.
) Podmnozina vSech matic X pro které plati (1,0,0) - X = (1,0, 0).

1 2 3
v) Podmnozina v8ech matic X pro které je soucin (4 5 6) - X =0.
7 8 9
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