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Osnova prednasky

@ Skalarni soucin
@ Ortonormalni baze
@ Ortogonalni doplnék a kolma projekce

@ Ortogondlni transformace a matice
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Skalarni souéin v R? a v R3

Skalarni soucin pfitazuje dvéma vektorim reéalné Cislo. Na
stfedni Skole jste si ho definovali na R? pfedpisem

<77 7) = X1y1 + X2)2
a na R® podobnym predpisem £, > R
<7 7> = X1Y1 + Xo)o + X3)3.

Takto definované zobrazeni ma tyto vlastnostl

X), Asgrele
D I 5, e, 2> LD +8

Maj 7> _ <7 V) <y ag> = 4 ‘*‘%>
’ r*
7 X) > 0 pro Vsechny vektory X # 0. <‘h¥7=‘¢ +2>0

. (\t,,\,)#(o,o)
Ukazule se jako vyhodné definovat skalarni soucin na
libovolném realném vektorovém prostoru jenom pomoci téchto
vlastnosti.
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Skalarni soucin — definice a priklady

(Sipky nad vektory uz nebudeme psat.)

Definice

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V nad realnymi Cisly je
zobrazeni (, ) : V. x V — R takové, Ze

1) (u,v) = (v, u), QWW
2) (U+v,w)=(uw)+ (v.w),
) (a-u.v)=a-(u,v),

<
<
N ]
N
N
<
N

—

5) (v,v) >0 a je roven 0 pouze pfi v = 0.

Priklady:
@ My budeme obvykle pracovat s tzv. standardnim skalarnim
souginem na V = R"

((x1. %0, ..., Xn). (V4. V2. ... Vn)) = X1 V1 + XoYo + -+ + Xp¥n .
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Skalarni soucin - priklady

@ Na R” existuje mnoho dalSich skalarnich soucind. Napf. na
R? zadavé predpis

(X,¥) = X1¥1 — X1 Y2 — XoY1 + 2Xo ¥

také skalarni soucin. Posledni vlastnost z definice je
splnéna, nebot

(X, X) = X2 Rp2X1Xp + 2X2 = (X1 — X)2 + x2 > 0
- [V

pro (x4, x2) # (0,0).
@ Na prostoru vSech polynomua V = R[x] mizeme skalarni
soucin zadat pomoci urcitého integralu

(U, V) = /1 u(t) - V(1) dt.
0
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Velikost a kolmost vektoru

Velikost vektoru v se definuje jako sta.ét Sb. Souiim
vl =+(v,v). gl =V;.2ﬂ.’*--+v.?

Vektory u, v € V se nazyvaji ortogonalni (kolmé), jestlize

(u,vy =0.

PisSeme u L v.

Véta (Cauchyova nerovnost)

Pro kaZde dva vektory u a v € V plati nerovnost
(u, V)| < [lulllivll-

Rovnost nastane, pravé kdyZz jeden vektor je nasobkem
druhého.
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’HZZ <‘!‘1'6> = Yagar %24,

* L Xty <r
¢ — Zﬁ %
X ¥

Pyh . el 2
% lHﬂz'f "lﬁ “z = 1(**‘6 [

L %%7 + Ly = <r1g Yty >
L) *[t‘,(q S = Ly X ¢ [T\(th :/Crdl 7 *416, K>
4‘/1*71"4%‘12 =4Y.,K7 +24$‘%>+ Lz,z >

0 = L4n47=2 Sy 7 =0,
YLy <= <rvig> =0.



Odchylky vektoru

]( wv>| £ Ml vl
—pulinel] £ <Lav> £ Nulivi]

Jestlize jsou vektory u a_v nenulové, plati podle Cauchyovy

nerovnosti
e luv oy
— Al vl —

Proto existuje prave jedno ¢Cislo a € [0, 7] takové, ze
Ccos o = M ’W
[ull - [|v A S
. P,
Toto Cislo nazyvame odchylkou vektort u a v.
000*

D

3sz
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Ortogonalni a ortonormalni baze

Dyt
Béaze prostoru V slozena z navzajem kolmych vektort se w7

nazyva ortogonalni baze.

Maji-li bdzové vektory navic jednotkovou velikost , mluvime o
ortonormalni bazi. Nazev pochazi z toho, ze vektory jednotkové

velikosti se nazyvaji normované. UeeUz.. Ue <“l|" 0 '_ )
Standardni Ulohou je najit najit v podprostoru generovane 4 =4
nékolika vektory nejdfive ortogonalni a potom ortonormalni

bazi.

Naleznéte ortogonalni a ortonormaini bazi podprostoru
=[(1,1,1,1),(1,0,0,3),(1,2,1,0)] vektorového prostoru R*.

Oznacne tyto vektory postupné Vi, voavs. Chceme je
postupné nahradit navzajem kolmym| vekiory U1, Ug, Ug.

@ Zacnéme tim, ze polozime uy = vy = (1, 1,1 1)
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PokraCovani prikladu

@ Vektor us hledame ve tvaru t» = vo — auy. Rovnost @
vynasobime skalarné vektorem v

Uz =Y
0 = (uz,ur) = (vo, uy) — aluy. ty). "
Odtud spoéitame a = {,VZ—’UL?}— 3= 1, Tedy

U2:V2—1~U1=(1,003) (1,1,1,1) (O,*1,*1.2).
@ Vektor us hiedame ve tvaru us = vs — bus — cuy. Rovnost
vynasobime skalarné vektoremus p 0

0 = (Us, u1) = (v3,U1) — b{U>, Uy) — C(Uy, Uy).

ProtoZe (uo, uy) = 0, spocitame ¢ = S_/? s = 1.

Obdobné rovnost vynasobime skalarné vektorem u»
o

<~
0 = (u3, U2) = (v3, Up) — b{Up, Up) — C{U, Up).

ProtoZe (uq, uo) = 0, spocitame b = % = 2, tedy
uz = (0,1/2.-1/2.0).
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Grammuv—Schmidtav ortogonaliza¢ni proces

W =4 Q= 6 (“3.“s7=_(i

Velikosti vektord jsou ||us|| = 2, up = VB, U3 = 322
Ortonormalni baze podprostoru M je tedy

1

]
> —(0,-1,-1,0).
2 (07 ) 70)

1
17171717_07_17_1727
( ) ( ) 75

V6

VySe uvedeny postup Ize aplikovat na libovolnou k-tici linearné
nezavislych vektortl v, v», . ... v, abychom dostali k-tici

navzajem ortogonalnich vektorti. Nazyva se
Grammiv=Schmidtilv ortooonalizaéni proces.

I au =m (@ V<uwr =|al hul

w#0 g | = o - =4

nul
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Ortogonalni doplnék a kolma projekce

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a U jeho
podprosior. Mnozina v§ech kolmych vektort k vektoram z U
Ve va €U
A Ty
se nazyva ortogonalni doplnék podprostoru U ve V. Jde opét
o vektorovy podprostor. Plati, ze U + UL = Va Un U" = {0}.
To je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdy vektor v € V eX|stu1e
prave jeden vektor u € U a praveajeden vektor w € U' tak, Ze
v = w _ o ewt L L ud=
’ﬁ‘() V=1U-+w. @ {vqu) + b-'&(onZO
Vektor u nazyvame kolmou projekci vektoru v do U. Kolma

projekce do popdprostoru U je linearni zobrazeni Py : V — V,
které zobrazuje vektory u € U na sebe a vektory w € U+ na
nulovy vekior. V terminologii z pfedchozi pfednasky méa kolma
projekce vlastni Cislo 1 s vlastnim podprostorem U a vlastni
¢islo 0 s vlastnim podprostorem U-. Vypocet kolmé projekci
ukazeme na prikladu.

,_Q.L ={v e V| (v,u) =0provSechna u € U}
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v €U ’Pu(fr‘)_/w Py e) = 1w

v et —Pu "") 0 —P“{m) =0
Wotua guscte aua' wl. Gt 4 ( wlagled



whlony ol poraatn | )

# a vade P/ (M.q/
Moy hagif  parwatos (f4)
0723 /Zﬂ(/“w‘ M4Q As W"ZF
ek . gecddhony

Pl) = Bt e
ML[N/U‘ (= F ?(‘(4/{’ ) - ¢{u@mzw
wr Ll P o) = -
MU .0‘17 1oteay



Vypocet kolmé projekce

V prostoru R® se standardnim skalarnim souginem najdéte
kolmou projekci vektoru v = (0,2.6.0,5) do podprostoru
U=luy=(1,0,1,0,2),u0 = (—1,2,3,2,1)] a jeho
ortogonélniho doplitku U+ Alea Y = &

Kolmou projekci vektoru v do U hleddme ve tvaru A’ e, u‘-, 3
Pyv = auq + bus.

Protoze v = Pyv + Py v, musi byt v — Pyv € U+, Tedy
v — Pyv je kolmé na vektory uq, u» € U. Dostdvame tedy
rovnice

(v — Pyv.uy) =(v—auy — bus, uq) =0,
(v — Pyv,us) =(v — auy — bus, ) = 0.

Po Upravée
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PokraCovani prikladu

a<U1 ) U1> + b(Uz, U1> - <V7 U1>7
aluy, Us) + b{us, Uo) = (v, Uo).

Vypocteme prislusné skalarni souciny

6a-+4b.= 16,
43+ 19p = 27.

Reseni je a =2 a b = 1. Kolma projekce je tedy
Pyv =204 + o = (12525)

Dimenze ortogonalniho dopliiku U+ je 3. Kolmou projekci do
U+ nejrychleji spotitame jako rozdil

Pyjiv=v—Pyv=(-1,0,1,-2,0).
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Ortogonalni transformace

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Linearni
zobrazeni ¢ : V — V nazyvame ortogonalni transformaci,
jestlize pro vschny dvojice vektort u, v € V piati

(e(u), o(v)) = (u, V).

Rikame, Ze » zachovava skalarni sougin. ¢ zachovava rovné 3qle)
velikosti vektord, nebot [ /%

le(W)]l = /{o(v), o(v)) = \/{v,v) = |v]. “
Necht V = R" se standardnim skalarnim soucinem. Skalarni
soucin dvou vektortl x a y € R”, které bereme jako sloupce
velikosti n muzeme zapsat pomoci maticového nasobeni takto:

)4

Y2 T
(X, V) = X1 Y1+ XoYot+- - +XnVn= (X1, X0, ..., Xn)- | . | =x"y.

Yn

Necht ¢ : R” — R", »(x) = Ax, kde A je matice n x n, je
ortogonalm transformace. Potom podle definice platl
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Ortogonalni matice

. i i [(l’i)= Ay M'GM'J‘&'W
(E je Jednotkova matice) ey
XL By =xly=(xy) =(AxAy) = (AT Ay = xT(ATA) .y

pro “pro véechna x ,y € R". Proto je. A’ A= E, tedy inverzni matice
k matici A je transponovana matice. Takovym maticim fikame
ortogonalni matice. Jejich definice je ekvivalentni s

podminkami — \ l \ _ 10
e AAT = E. yIsc -3[;
e Radky matice A tvofi or 4lni bazi v R” s ¢

@ Sloupce matice A tvofi ortonormalni bazi v R".

Podstatné vlastnosti ortogonalnich matic zachycuje nasleduijici

Determinant ortogonaini matice je roven +1. Vlastni Cisla
ortogondlni matice maji absolutni hodnotu 1. To plati i

s

komplexni vlastni ¢isla. Jsou-li vlastni ¢isla realna, tak jsou +1.
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Aﬂj:gmm’
M{A-AT) =¢22‘T=E
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Linearni shodné transformace v roviné

Jsou to ortogonalni transformace ¢(x) = Ax, kde A je
ortogonalni matice 2 x 2. Mohou nastat tyto moznosti:
1) det A= 1. Potom je ¢ otoCeni proti sméru hodinovych
rucicek kolem pocatku o Uhel a. Ten je urCen jednoznacné
prvnim sloupcem matice, ktera ma tvar

A cosa  —sin«

= | w—— .
sin¢  cos«
C——

@detA = —1. Potom je ¢ symetrii podle osy prochazejici
poCatkem se smérovym vektorem rovnym vlastnimu

vektoru k vlastnimu Cislu 1. DalSi vlastni Cislo je —1 a jeho
vlastni vektor v = (a, b) je kolmy ke smérovému vektoru
osy. Tedy osa symetrie ma rovnici

axy + bxo = 0.
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w A= (% %) o A-(b )

2t =1 w1

2 -4&
(4) oAl (b 2 = 4,2-— b{"b? :.&Lz-flaz-;i

@ - > e afwa) - V=~ (@)=L

Aol =7 A-(52)

a2t4t=4









u_l Vv




Linearni shodné transformace v prostoru R3

Jsou to ortogonalni transformace ¢(x) = Ax, kde A je
ortogonaini matice 3 x 3. Charakteristicky polynom matice A je
stupné 3, a proto ma aspon jeden realny koren. Tedy ¢ ma
vlastni Cislo 1 nebo —1. Opét rozli§ime dvé moZnosti:
1) det A= 1. Potom ma ¢ vlastni Cislo 1 a je oto¢enim kolem
y prochdazejici pocatkem se smérovym vekiorem rovnyim
vlastnimu vektoru v k vlastnimu &islu 1. Uhel otageni o
zjistime tak, ze si vezmeme néjaky vektor u # 0 kolmy k v
a sp00|tame jaky Uhel svira s vektorem ¢ _g___)r Au:

<Au7u> ‘-%}f.- -
coso =f————".
2 <o T TaA|

let A= —1. V tomto pfipadé ma ¢ vlastni vektor aje
slozemm dvou zobrazeni. Prvé je otoCeni kolem osy se
smérovym vektorem rovnym vlastnimu vekioru v _k
viastnimu Cislu —1 a druhé je symetrie podle roviny
prochazejici pocatkem a kolmeé k vektoru v.
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Av-VvV

2> -av + AU

av — -av 4 1
> y av t4 ) obg_z /
SLOZE NI rnelil dootle o™y
/7 VJ" @ M‘\/z‘_‘ r

DTP@éN( kolewm oSy Rolecw. TV 6 A o
4 SUHETRIE — amo = Sl
LY

PODLE ROVIVY .



Priklad |

Uhel otageni zjistime stejnym zptisobem jako v predchozim
pfipadé.

Zjistéte, jakou geometrickou transformaci popisuje zobrazeni

2 1 -2
p(x)=Ax,kde A=1|-1 2 -2|.

2 -2 -1

2 -1 -2
Pozorné spocitame, ze det A @det (1 2 2) =—1.
-2 -2 -1

Tedy A musi mit podle prfedchoziho vlastni Cislo —1. Nemusime

tedy pocitat charakteristicky polynom, ale rovnou spocitame

vlastnl' vektor k —1 feSenim soustavy (A+ E)v —Q Zjistime, ze
=p(1,1,2), p € R — {0}. Vezmeme né&jaky kolmy vektor,

m_i_o_)_ Spoitame p(u) = Au = u. Tedy Ghel @ éf)E)v

otaceni je_nulovy, proto ¢ popisuje _y_eim_pp_]_e_nmun;c_
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Priklad Il

prochazejici pocatkem kolmé k vektoru v = (1,1,2). Tama
rovnici x; + xo + 2xa = 0.

Zjistéte, jakou geometrickou transformaci popisuje zobrazeni

©(x) = Bx, kdeBO(Z —Z )
—2

—2

Analogicky jako v pFedchozi Uloze

P
det B @det ( —2 1 ) — _1. Tedy B ma vlastni &islo

-2 -2
—1. Najdeme vlastni vektor k —1 feSenim soustavy
(B+ E)v =§. Zjistime, ze v = p(1,1,1). Vezmeme néjaky
kolmy vektor, napf. v = (1. —1,0). Spoéitéme Bu—( 1,0,1).

Pro Ghel otageni je cos o = ﬁn‘%ﬁ = 1 tedy a = 27, j. 120°.
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Dokonceni prikladu Il

Transformace ¢ je tedy sloZzenim symetrie podle roviny

Xy + Xo + x3 = 0 a otoCeni kolem ptimky prochazejici poCatkem
se smerovym vektorem (1,1, 1) o thel §7r (ve sméru od vektoru
(1,—1,0) k vektoru (—1,0, 1)).
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PoZadavky

U=Cuguuy & RY
> Yyt = {rewt, Qw) =0
4\‘4'437 = 0
Typické priklady: Lyusy =0 Z’
@ Najit v podprostoru ortogonalni, resp. ortonormalni bazi.
@ Najit ortogonaini doplnék podprostoru v R”.
@ Spocitat kolmou projekci do podprostoru v R”.

@ Zjistit, jakou geometrickou transformaci popisuje zobrazeni
zadané ortogonalni matici 2 x 2 a 3 x 3.

242 e 337
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Domaci uloha

Piklad (6.1)

Grammovym-Schmidtovym ortogonalizaCnim procesem sestrojte ortogonalni
béazi podprostoru M v prostoru R*, je-li

M:[(172727_1)7(1717_573)7(0717170)]-

Uréete néjakou ortonormalni bazi podprostoru M a dopliite ji na ortonormalni
bazi prostoru R*.

Piklad (6.2)

V soufadnicich standardni baze je zobrazeni ¢ vektorového prostoru R® do
sebe urCeno matici
1 2 2 -1
A== 2 -1 2
3 (1 2 2 )

Urcete, o jaké zobrazeni se jedna.
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