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Osnova prednasky

@ Afinni podprostory v R"

@ Parametricky a implicitni popis

@ Hodnost matice a soustavy linearnich rovnic
@ Prunik a soucet afinnich podprostor

@ Vzajemna poloha afinnich podprostoru

@ Standardni ulohy
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Geometrie ve vicerozmérném prostoru

Pokud bereme R2 jako vektorovy prostor, tak véechny jeho
vektorové podprostory jsou

@ {0} mnoZzina obsahujici pouze nulovy vektor (pocatek)
@ primky prochazejici potatkem,

@ roviny prochazejici pocatkem,

. 57 (0
@ celé R3. o

Chceme-li se ale zabyvat geometrii v prostoru, potfebujeme

pracovat se vSemi pfimkami a v§emi rovinami. Proto zavadime

pojem afinniho prostoru a jeho afinnich podprostord. Prvky R®

(obecné R™) bereme jednak jako body, jednak jako vektory, {j.

uvazujeme mnozinu bodl B a vektorovy prostor V a pritom

mame operaci ,pri¢teni vektoru k bodu*“: Ay welbe

+:BxV — B, (B,v) — B+ vasnisdruzenou operaci ,rozdil

bodi™ — B x B — V, (A B)— B— A= AB. A
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Afinni prostory

Bud V = R” vektorovy prostor. Standardni afinni prostor
A,= R" je mnozina v§ech bodu v R” spolu s operaci, ktera
bodu A= (ay,...,an) € A avektoru v = (vy,...,v;) € V
pritadibod A+ v = (a; + vy,...,an + v,,]e Ap.

Tato ope@?ce spliuje nasledujici tfi vlastnosti: *7 At
@ A+ 0= Apro vSechny body A € A, a nulovy vektor 0 € V,
Q@ A+ (v+w)=(A+v)+ wpro vSechny vektory v,w € V,

abody A€ A,
© pro kazdé dva body A, B € A, existuje prave jeden vektor
v € Vtakovy, ze A+ v = B. Znagime jej B — A, nebo AB.

Vekmprostor V nazyvame zaméreni afinniho prostoru A,.

Abychom predesli nejasnostem, tak oddélime formalné

mnozinu A, a V tak, ze body z A, piSeme do hranatych

zavorek: A= [ay,...,an] € Ap.
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Afinni souradna soustava

e =Y
Pokud zafixujeme jeden pevny bod Ay € A, a pevnou bazi A
o= (Uq,...,Un) ve V, tak dostavame pro kazdy bod A € A,
jednoznacné vyjadreni Uz B Ma
> +4{,
A=A +é1)11 +"'+£Xn£1n' Ny

A Ao

Hovofime o afinni soustavé soufadnic (Ag; U, ..., Un) zadané

pocatkem afinni soufadné soustavy Ay a bazi zaméreni .

Afinni soufadnice bodu A = Ag + XUy + - - - + XpUp V SOUStaAVE

(Ao; U1,...,Un) jSOU [X1,... 7Xn].

Obvykle bereme Ay = [0, .. .. 0] a standardni bazi o = ¢p,.
Potom jsou afinni souradnice bodu A = [ay, .. ., an| stejna n-tice
[a‘],...,an].

A
Ca = (e.,.ez...e.b eﬁm

0
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Afinni podprostory

Definice

Neprazdna podmnozina M afinniho prostoru A,, se zaméfenim
V se nazyva afinni podprostor v Ap, jestlize eX|stu1e vektorovy
podprostor W C V takovy, ze pro nektery bod A € M je
podmnozina

_{A+veAn|ve Wt.
Zapisujeme M = A+ Ww.

@ Vektorovy podprostor W se nazyva zaméreni afinniho
podprostoru M. Znagime hoW
M=A+2Z(M).

@ Dimenzi afinniho podprostoru rozumime dimenzi jeho

zaméreni. o M = Abte Z‘(V{O>
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Afinni kombinace bod

P A

"MO
Afinni kombinaci bodii Ba C z A, je bod = D
A ER D=(1-\B+AC = B-MBedC =
* v

definovany jako soucet bodu a vektoru takto D = B4+ A\(C — B).
Jsou-li body B a C rlizné, pak vSechny jejich afinni kombinace
vytvareji pfimku. Pomoci afinnich kombinaci mGzeme afinni

podprostory charakterizovat takto: " 5 —4-‘;—"‘

Nepréazdna podmnozina M C A, je afinni podprostor, pravé
kdyzZ s kazdymi dvéma body obsahuje véechny jejich afinni
kombinace. To geomeiricky znamena, Ze M s kaZdymi dvéma
body obsahuje i pfimku, ktera jimi prochazi.

PSR /. T o i
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Parametricky popis

Necht M = A+ Z(M) je afinni podprostor v A, a (uy, ..., Ux)
je baze Z(M) C R". Pak vyjadreni podprostoru

M:{A+t1u1+-~-+tkuk\t1 ..... thR}
nazyvame parametricky popis podprostoru M. Priklady:
@ Prikladem na parametricky popis pfimky v A3 je
p: X=1[2,3,-8] + t(4,1,5), v jednotlivych soufadnicich
Xy =244t xo =3+, x3 = —8+ 5t X =Atty
@ Prikladem na parametricky popis raviny v Az je
o1 X =[3,-1.2] +(4)6.1) +(E(—1)0,3), v soutadnicich
Xy=3+4r—s, Xo=—-1+6r, x3=2+r+3s.
/ 'Q

X =04y, 33§ /"A/H
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A+ Ayt sV

Yo = 1-%t N5 = A= (2-5) +3
= -4 +2g¢
x, = €

2 =0y - 2(%) = -2¢ ~2(24
= —-4"2&1"25



Implicitni (obecny) popis afinniho podprostoru

Il

Uvazujme soustavu 4 linearnich rovnic o 5 neznamychJAx = b.
Rozsifenou matici soustavy upravime na sg;_odovity ’[Vé\l{l’

5 —1]1 1o 2 0]

0
ojlo] o011 —1ft
2

0O 0]0

. =6 X 4 - ~
Regenim je mnozina ¥o=5, Fa S ¥y =-1125
M={[=4,0,-1,2,0]+ #(-2.1.0.0,0) + 5(2.0.2, 1. 1) ¢ Y=t

RO |, t€RY.  foof +& aot SV Xe=-& -2t ¢)5
To je parametricky popis afinniho podprostoru. Zaméreni tohoto
podprostoru je = E('er-".ﬂ,')s .
Z(M) = {t(—2,1,0,0,0) + 5(2,0,2,-1,1) e R® | s, t € R}‘,’dgﬁ ’” "2]
je reSeni homogenni soustavy Ax = 0. Vidime, ze dim M = 2.
Jestlize mnozina reSeni soustavy Ax = b je neprazdna, jde o

afinni podprostor. Popis afinniho podprostoru pomoci soustavy
linearnich rovnic se nazyva implicitni nebo také obecny popis.
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Hodnost matice a soustavy linearnich rovnic

’ Dimenze afinniho podprostoru, ktery je mnozinou reseni
soustavy linearnich rovnic, souvisi s hodnosti matice.

Necht je A matice s k fadky a n sloupci, tj. kazdy sloupec je
prvek R* a kazdy fadek je prvek R”. Nasleduijici t¥i cela &isla se
rovnaji

1) poc&et nenulovych fadku po tipravé na schodovity tvar,
2) maximalni pocet linearné nezavislych radku,

3) maximalni pocet linearné nezavislych sloupca.
Jejich spole¢nou hodnotu nazyvame hodnosti matice A a
znaCime h(A). ant (A )

@ Soustava A - x = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz hodnost
matice A je rovna hodnosti roz§ifené matice (A | b), tj.

h(A) = h(A | b). :'-;L;_;\w
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Hodnost matice — priklady |

@ Pokud ma soustava A - x = b feSeni x € R", pak mnozina
vSech feSeni je afinni podprostor dimenze
n— h(A).
Zaméreni tohoto afinniho podprostoru je mnozina reSeni
homogenni soustavy Ax = 0.
Priklady:

@ Matice Atvaru 4 x 5 v pfikladu na strané 9 m& hodnost 3 a
ta je rovna hodnosti matice (A | b). Dimenze pfislusného
afinniho podprostoru je 5 — h(A) =5—-3 =2.

@ Rovnice 3x; + 7x, — 2x3 = 9 je implicitnim popisem roviny
v As. Pfislusna matice je A = (3,7, —2). Jeji hodnost je 1.
Dimenze afinniho podprostoru, kiery popisuje, je
3 — 1 =2, coz odpovida tomu, Ze dimenze roviny je 2.

7. prednaska Afinni geometrie



Hodnost matice — priklady |l

@ Soustava 2xy — x> +3x3 = 1, Xy + 2xo — X3 = 2 ma matici
2 — s : , v
(1 21 _31> jejiz hodnost je 2. Dimenze prislu§ného
afinniho podprostoru je 3 — 2 = 1, coz odpovida tomu, ze
jde o pfimku v As.

@ Rovnice aixq + asxo + -+ + a,x, = b s aspon jednim
nenulovym koeficientem a; popisuje afinni podprostor v A,
dimenze n—h(as, a-,...,a,) = n— 1. Nazyvame jej
nadrovinou v R”.

Prechod od implicitniho (obecného) popisu afinniho
podprostoru soustavou Ax = b k parametrickému popisu je
jednoduchy, staci soustavu vyresit. Priklad jsme si jiz ukazali
na strané 9.
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Od parametrického vyjadreni k implicitnimu

Prechod od parametrického popisu k implicitnimu (obecnému)
je také vzdy mozny. Ze soustavy rovnic, kde vystupuji
souradnice Xq, X2, ..., X, a parametry ty, b, ..., b, kK < n,
vypocteme z k rovnic parametry t; a ty dosadime do
zbyvajicich rovnic. Ukazeme si to na prikladu.

Naleznéte néjakou soustavu linearnich rovnic, jejiz feSeni je
{[0,-1,2,0] + t(-2.1.1.1) + s(2.2, —1.1) | s,t € R}.
— 900 0 1 e

Parametricky popis v soufadnicich je

— b
X = —2f 1+ 25 A @ = (o)

X2:—1 +t+2s

X3=2+1t—58 —
X4g=1t+s A("%‘(g)
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Od parametrického vyjadreni k implicitnimu Il

Z poslednich dvou rovnic spocitdme 1 0 2 0O)
2t =Xgt X4 — 2 (O 2 4—3)
2S=X4 — X3 + 2

a dosadime do. prvnich dvou-rovnic. Druhou vynasobime

dvéma. Dostanzme X =L 0-12, o} . /.:‘ A, -
Av=b Ko) X =2kt 4 Lo for'te
A y e 2Xo = —X3 + 3Xy, CUq,_u;clJ’.
coz dava soustavu Ax = om0 X = 4 b
~\0 2 1 -3 —\0/)

VSimnéte si, Ze fadky matice A jsou linearné nezavislé a kolmé
k vektorim zaméreni, které se vyskytuji v parametrickém
popisu. Dale, kdyz matici A vyndsobime soufadnicemi bodu
[0,—1,2,0]" dostaneme pravou stranu b. Toto plati obecné a
muzeme to vyuZi k nalezeni nejdfive matice A a pak pravé
strany b.
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Prunik afinnich podprostoru

Je-li pranik afinnich podprostort neprazdny, je opét afinnim
podprostorem. Metoda vypoctu praniku afinnich podprostort
M a N zavisi na vyjadreni prostor(.

@o Oba implicitné: ze 2 soustav vytvofime jednu velkou
soustavu.
@o Jeden implicitné a druhy parametricky: dosadime z
Wﬁdﬁwm
@o Oba parametricky: porovnanim parametrickych vyjadreni

vznikne soustava pro parametry.
Ukazeme si feSeni v druhém pfipadé.

V A3 najdéte pranik roviny o : 2x; +3X% — Xa +1 = 0 s rovinou

£ X=[L311]+1(1.0.1) +s(0.1.2),
7y (—4—4,)
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Priklad na prinik — dokonceni

Parametrické vyjadreni roviny p

Xp=1+t xo=3+sS, x3=114+142s
dosadime do rovnice pro rovinu o.
¥ 1 Yo L)
201+t)+3(8+s)—(11+t+2s)+1=0.

Po Upravé t + s + 1 = 0. Re$enim jsou dvojice

(t,s) = @—1 — a), kde a € R je parametr. Body praniku jsou
tedy ty body X z roviny o, které napiSeme pomoci parametru
t=aas=-1-a: £ ¢

X=[1,3,11]+a(1,0,1) — (a+1)(0,1,2)
—[129 a1, 1) Amwobalsy
= 0 tuc b
Tedy prinikem je pfimka s parametrickym vyjadfenim
[1,2,9] + a(1,—1,-1).

/
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Afinni obal mnoZziny a spojeni afinnich podprostoru

@ Afinni podprostor (M) v A, generovany neprazdnou
mnozinou M je nejmen8i afinni podprostor absahujici

mnozinu M, je to pranik vSech afinnich podprostoru, které
obsahuji M. /

@ Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodti M v A,. ‘
o Priklad: afinni obal dvou pfimek A+t.-vaB+s-vse .
smeérovymi vektory u, Y jeA+[u,v A—B>] 2 /MM-' che

@ Pro dvojici afinnich podprostoru ManN se af|nn|mu obal
mnoziny M U N fika spojeni afinnich podprostoru.
ZnaCime M L N.

® Pro M = A+ Z(M), N = B+ Z(N) pak plati
[MON= A+ ZO0) + ZW) + [AB]. Jeho zaméfent je

soucet tfi vektorovych podprostort Z(M) + Z(N) + [/ﬁ].
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Vzajemna poloha afinnich podprostoru

M= AtZIn)
Méjme podprostory /\/l alN_.Pro Jej|cH(vzaJemnouzlo8Io!3u jsou
tyto moznosti:

@ Jsou sirovny, pokud M NN # 0 a Z(M) = Z(N). »

© Jeden je podprostorem druhého, napt. M C A/, pokud
MNN #0azZ(M)C Z(N).

© Podprostory jsou rovnobézné, pokud M ﬂNﬂ@ a plati
bud Z(M) € Z(N) nebo Z(N) € Z(M).

e Podprostory jsou riznobézné, pokud M NN # 0 a neplati
ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) C Z(M).

0© Podprostory jsou mimobézné, pokud M NN = () a neplati
ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) € Z(M) P

&/

Vzajemnou polohu umime pocitat, nebot vSechny podminky
UMTme Provart="sta&i uri QM)
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M@‘ Viya
1

Mol = 'W e apey . wekloea <
2(%) / 2/14,) Ca]
—2 ohmvz

() § 2(1) a2t 42/7«9
M a N fru %W’M/



Priklad na vzajemnou polohu
Piklad

Zjistéte vzajemnou polohu rovin 7 a p v As. 20c)

7T:X:[1,1_',0,2]—|—aﬂ,g,_1,1)—|—b(1_lq_,0,1),
PiX1+Xo—Xz+ X4 =2, X4 —Xo— X4=4.
20) :  ¥t1r¥e- ¥t %, =0 Yy-x.-vy=D)

Nejdfive zjistime pranik = N p. Bod praniku X = [x1, X2, X3, X4]

ma parametrické vyjadreni bodu roviny 7

xy=1+a+b, xo=1, x3=a, x4,=2+a+b. 0

To dosadime do rovnic pro p. Dostaneme

a+2b+4 =2 —-2=4. Jevidét, ze soustava nema fesSeni,
P N

tedy pranik = N p = 0.

Nyni najdeme prunik Z(7) N Z(p).

Z(m):u=a(1,0,1,1)+ b(1,0,0,1),
: 0
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Priklad na vzajemnou polohu — dokon¢&eni

Pocitame stejné jako v pfedchozim pfipadé a pro parametry
dostaneme rovnice a+2b = 0, 0 = 0. ReSenim jsou dvojice
(a b) = (2t, —t). Pranik zaméfeni je proto

€(1.4.2 ')

— =1(1,9,2,1)].
{2¢(1,0,1,1) —_£(1,0,0,1)} = [(1,9,2.1)]

Dimenze obou zaméfem’ou dimenze praniku
je 1, tedy nenastane Z(r) CZ(p) ani Z(p) C Z(m). (V tomto
pripade, kdy se dimenze rovnaji, je kazda s inkluzi ekvivalentni
rovnosti Z(w) = Z(p).

() =2(0)) iinec E(e)q 26)

Zaver: Roviny 7 a p jsou mimobézné.

7. prednaska Afinni geometrie



Standardni priklady na afinni podprostory |

Zjistéte, zda body [0. 2. 1 [ 1,2,0], [ 2,5,2]a0.5.4 zA3
lezi v jedné roviné.

@ Libovolna dvojice zadanych bodu z afinniho prostoru A
urCuje vektor. To, ze Ctyfi body lezi v roviné je ekvivalentni
tomu, ze jsou tfi vektory, dané jednim vybranym bodem a
vzdy jednim ze tii zbylych, linearné zavislé.

@ Vybereme napf. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezélezi), pak
uvazujeme vektory [-1,2,0] —[0,2,1] = (-1.0. 1),
[-2,5,2]-[0,2,1] = (-2,3,1),[0,5,4] -[0,2,1] = (0.3.3).

@ Jiz znamym vypoctem zjistime, Ze vektory jsou Iineegrné

zavislé. Dané body lezi tedy v rovinég.
c

A N3,
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Standardni priklady na afinni podprostory |l

Pranik a spojeni afinnich podprostoru je nastroj, ktery se ¢asto
pouziva k feSeni mnoha jinych prikladu.

Najdéte pficku dvou mimobéznych pfimek

p:[1,1,1]+%2,1,0), q:[2,2,0]+¢1,1,1),

takovou, Ze pfimka ji uréené prochazi bodem ¢ =140 Q]

Prickou rozumime UsecCku, jejiz jeden krajni bod lezi na jedné z
primek, druhy krajni bod na druhé.

Oznaéme A = [1,1,1]. Jeden krajni bod pficky Q € q najdeme
jako prunik pfimky g s rovinou p, ktera je spojenim pfimky p a
bodu C. Ta ma rovnici

@ A+ (2,1,0)+s AC=[1,1,1]+ £(2,1,0) + s(0.1.1).
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A g e
XFr 2z



p: (f14) + t(lto)+ s(g1)
g L 2203 + @(4(,{)
R= Py
8 = [ 44, 4]+ £ (210)+5 (0,09
= [2,2,0] :i(4,4,¢)




/—Zﬁ-s
" 1
<04—74ﬁr> 2 =t3
o0 -1 1-3
& =L

2,2,03 + (13) (11.4)

- [143]_=[5:5.2]



Pricka mimobézek — dokonceni

Prt’mike%e bod Q = [5,5, 3] € q. Rovnice pfimky CQ je
C+a-CQ=1[1,0,0] + a(4,5,3). Jeji pranik s pfimkou p je bod
P =[7/3,5/3,1] € p, druhy krajni bod pficky.

Q:(Dné :_ES',.;,'S]
.- ST

A C 1 d/(@'a) = (:/l 0(2]'?0, [[ff'g,--’ﬁ?
P=tnf 'P=[’1/3l "—/3’41
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Pozadavky

Pfechod od implicitniho popisu k parametrickému a
obracené.

Vypocet prunikjafinnich podprostoru.

Vypocet spojeni dvou afinnich podprostord.

Vypocet vzajemné polohy afinnich podprostora.

Nalezeni afinniho podprostoru danych vlastnosti.
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Domaci uloha

Piiklad (7.1)
Najdéte parametricky a obecny popis roviny v R*, ktera
prochazi body A=1[1,0,1,0], B=[0,1,0,2]a C=[1,2,3,4].

Piklad (7.2)

UrCete pficku mimobézek

p: [3,0,3]+1¢-(0,1,2)
g: [0,-1,-2]+s-(1,2,3),

ktera je rovnobézna s vektorem v = (1, -2, 1).
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Domaci uloha

Priklad (7.3)

V prostoru R* jsou dany tfi body A= [1,2,3,6], B=[2,3,1,6] a
C =[0,1,2, 6], které generuji afinni podprostor M. Dale N je
afinni podprostor zadany implicitné

X{+x3 = 7
Xo+Xg— X4 = 2.

UrCete afinni podprostory M N A a M UN (vCetné dimenzi).
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Domaci uloha

Piiklad (7.4)
Necht v prostoru R* je podprostor M zadany implicitné

X1 +Xo+X3 = 5
Xo—2Xx3+X4 = 0
X1+3X3—X4 = 5.

UrCete vzajemnou polohu podprostoru M a pfimky p dané
takto:

a) p: [470)37_2]+t(17_171’_1)’
b) p:[1,1,1,1] +¢t-(1,1,0,1),
c)p:[1,1,1,1]+¢t-(1,—-1,0,1).
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