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Pojem kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem
velice jednoduchy, jeho dulezitost a uziteCnost v teorii Cisel je
nedocenitelna; projevuje se zejména ve struénych a

prehlednych zapisech nékterych i velmi komplikovanych Gvah.

Definice

Jestlize dvé cela Cisla a, b maji pfi déleni pfirozenym Cislem m
tyZ zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a, b kongruentni
modulo m (téZ kongruentni podle modulu m), coz zapisujeme
takto:

a=b (mod m).

V opacném pripadé rekneme, Ze a, b nejsou kongruentni
modulo m, a piSeme

a#Zb (mod m).
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Kongruence jako ekvivalence

Lemma

Pro libovolna a, b € 7, m € N jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

Q@ a=b (mod m), a=bmx

Q a=b+mt provhodnétecz, Y=La %
Q@ m|a-b.

Primo z definice plyne, Ze kongruence podle modulu m je

reflexivni (tj. a = a (mod m) plati pro kazdé a € 7Z), symetricka
(tj. pro kazdé a,b € Z z 2a= b (mod m) plyne b = a (mod m))
a tranzitivni (1j. pro kazdé a,b,cc Zza=b (mod m)jab=c
(mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy o ekvivalenci.
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Zakladni vlastnosti kongruenci |

Ukazeme nyni dalSi vlastnosti kongruenci, které jsou dulezité
pri pocitani:

@ Kongruence podle téhoz modulu miiZeme scitat. Libovolny
sCitanec muzeme prenést s opacnym znamenkem z jedné
strany kongruence na druhou. K libovolné strané
kongruence muzeme pricist jakykoliv nasobek modulu.

Je-lia; = by (mod m) a a, = bp, (mod m), existuji podle
lemmatu ty, b € Z tak, ze a; = by + mty, a> = b, + mt. Pak
ovSem ay + a» = by + bo + m(ty + ) a opét podle lemmatu
ai + ax = by + bo (mod m). SeCteme-li kongruencia+ b =c
(mod m) s kongruenci —b = b (mod m), kterd zfejmé plati,
dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li kongruenci a= b
(mod m) s kongruenci mk =0 (mod m), jejiz platnost je
zfejma, dostaneme a+ mk = b (mod m).

11. pfednaska Kongruence






Zakladni vlastnosti kongruenci

@ Kongruence podle téhoz modulu mizeme nasobit. Obé
strany kongruence je mozné umocnit na totéz pfirozené
cislo. Obé strany kongruence je mozné vynasobit stejnym
celym Cislem.

@ Obé strany kongruence mizeme vydélit jejich spoleCnym
delitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.

@ Obé strany kongruence i jeji modul mizeme soucasné
vynasobit timtéz pfirozenym Cislem.

@ Obé strany kongruence i jeji modul mizeme vydélit jejich
spolecnym kladnym délitelem.

Dlkazy téchto tvrzeni se provadeéji stejnym zplsobem jako
dukaz z pfedchozi strany.
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Zakladni vlastnosti kongruenci Il

@ Jestlize kongruence a = b plati podle modult my, ..., m,
plati i podle modulu, kterym je nejmensi spoleCny nasobek
[my, ..., mg] téchto Cisel.

Jestlize a=b (mod my),a=b (mod my),...,a=b
(mod my), podle lemmatu je rozdil a — b spoleCny nasobek

Cisel my, mo, ..., my atedy je délitelny jejich nejmensim
spole€¢nym nasobkem [my, mo, ..., my], odkud plyne a= b
(mod [my, ..., mg]).

@ Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle
libovolného modulu d, ktery je délitelem cCisla m.

@ Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny
neéjakym celym Cislem, musi byt timto Cislem délitelna i
druha strana.
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Poznamka a priklad 1

Libovolné tvrzeni pouzivajici kongruence mizeme snadno
prepsat pomoci deliteinosti. Uzitecnost kongruenci tedy netkvi
v tom, ze bychom pomoci nich mohii resit tlohy, kieré bez nich
fesit nejsme schopni, ale v tom, ze jde o velmi vhodny zptisob
zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazné tim zjednodusime jak
vyjadrovani, tak i nékteré tvahy. Je to typicky jev: v matematice
hraje vhodna symbolika velmi zavaznou ulohu.

Naleznéte zbytek po déleni &isla 520 Eislem 26. \

Protoze 52 = 25 = —1 (mod 26), plati s*=-1

(
520 = (5%)19= (1) =1_ (mod 26),
S—y, g—

a tedy zbytek po déleni &isla 520 &islem 26 je jedna. S+ = -1
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Priklady 2 a 3

Dokazte, Ze pro libovolné n € N je 3772+ 161 + 23" = ()

délitelné sedmi. o,
Plati 37 =16 =23 =2 (mod 7), a tedy podle zakladnich
vlastnosti kongruenci plati 7- =

37241614237 = 2n+2 oM+l o — 2"(4+2+1) =0 (mod?7).

— — e

Dokazte, Ze &islo n = (835° + 6)'® — 1 je délitelné &islem 112,

Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staci ukazat, Ze

7\na16\n Plati 835 = 2 (mod 7), a tedy 1_2‘/'
_ (05 _apl8 4 _nal8 4 _ m =D X ¥
n=(2>+6)-1=38"%_1=3"%_1= nsp et 16

= = d
16=3-6 a3 ¢ <(a> m ) st
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Priklad 3

proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy

39
n=(3+6)"-1=(3-81+6)*-1=(3-1+6)®-1=
412 =14 =9 _-1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme méli dokazat.

Najdéte “inverzi” k Cislu 39 modulo 47, tj. najdéte x takové, ze
39 - x =1 (mod 47). e L4,2... usk

Pocitame (mod 47): 39 = —8, proto —8x = 1. Vynasobime 6 a
odetteme 47x = 0, dostaneme x = —6 = 41.

£E=¢
~48y = 6 &8 =4 sl
~¥ = St 437 ys-éslffz‘;"{l{?
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Priklad 4

Ptiklad (4)
Najdéte “inverzi” k Cislu 39 modulo 235, tj. najdéte x takové, ze
39.x =1 (mod 235). X & £ 4,2,.-,234%

ProtoZe 235 = 5 - 47 a Cisla 5 a 47 jsou nesoudelna, je

kongruence 39x = 1 (mod 235) ekvivalentni se dvéma

kongruencemi 39y =4 muat 235 L> 39¥=d amert 5
[Box =1 (mod 47)af39x =1 (mod 5) 3G¥=4 mert 47

Podle pfedchozi Ulohy ma prva feSeni x = 41_(mod 47

Regeni druhé je x =4 (mod 5). Tedy podle prvé kongrunce je

X = 47y + 41, dosazenim do druhé dostaneme 47y + 41 =4

(mod 5), ekvivalentné 2y +1 =4 (mod 5), 2y =3 (mod 5),

2y ==2 (mod 5),tedy y = —1 =4 (mod 5). Tedy

y = 5z + 4. Zpétnym dosazenim do x dostaneme

X = 47(5z + 4) + 41 = 2357 + 229 = 229,
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X = 4F(52+4)+41 = 4F-S2+ dt-Li+4]



Mala Fermatova véta

vvvvvv

teorie Cisel.

Véta (Mala Fermatova véta)

Necht p je prvocislo a necht a € 7 je takove, Ze p 1 a. Pak

—

& '=1 (mod p).

Prvné dokaZeme indukci, Zze a° = a (mod p) pro v8echna a
prirozena. Pro a = 1 to plati. Pfedpokladejme, ze aP = a pro
nejaké a > 1. Potom pomoci binomické véty

(a+1)P =3k _o(R)a =aP+1, nebot pro v8echna

k = 1,2,...,p—1 plati, ze p | (F) = R = diky tomu, Ze p je
prvocislo. Dale pouzijeme indukéni predpoklad
(a+1)P=a"+1=a+1.Plati-li, Ze &° = a (mod p), pak
Cislem a, které neni nasobkem p, mizeme délit a dostaneme
a”~'=1 (mod p).
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Priklad 5

Vsimnéte si, Ze jsme pfi dikazu dokazali a° = a (mod p) pro
v8echna a.

Pfiklad (5)
Zjistéte zbytek po dsleni islg(21% Kislem(37))

47 je prvoCislo. 47 — 1 = 46 a 480 = 10 - 46 + 20. Proto podle
v L, (— — e —————

Fermatovy véty dostavame

21480 — (2146)10 ‘2120 = 110 ‘2120 — (212)10 — 44110 — 1810 —

(182)° ET:-S)‘% =625 - (——5) =14 (- 5) = 24 mod 47).

2410-46-620 _ 2{/045 Cz,rlf) Pyl
'ty
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Eulerova funkce

Malou Fermatovu vétu Ize zobecnit. K tomu budeme potfebovat
Eulerovu funkci. Je-li p prvocislo, pak pocet celych Cisel v
intervalu [1, p], ktera jsou nesoudélnas pjep—1.Toje
exponent vyskytujici se ve Fermatovée véte.

Definice

Necht n € N. Eulerovu funkci ¢ definujeme jako pocet celych
Cisel v intervalu [1, n] nesoudéinych s g AV,

pony={aeN|0<a<n,(an) =1}

Priklad
©(1) =1,¢(5) = 4,0(12) = 4, je-li p prvocislo, je zfejme
e(p) =p— 1 42 ... p-I P

B2 2% 6 b @8 8, %0, 4) 12
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Vypocet Eulerovy funkce

Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = p{" - - - p;*. Pak

p so(n):/o;“1 P o1 = 1) (pk — 1)

-2 -2)-(-3

Pfedchozi vysledek Ize obdrzet z nasledujicich dvou tvrzeni.
f o Necht a,beN, ( 2b)_1 Pakcp(a b) = () o(b).
1o o(p)=p* —p* ' =(p-1)-p MR - fop ¢

s——

Priklad (6)
Vypodtéte o(72). P2-¥

J2=2%.3% — p(72)=72-(1 %) (1-3)=24,

aIternatlvnego (72) L p(9)=4-6=24
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Eulerova véta

@) = p-L HEV 0.V =4 et p

)

Véta (Eulerova)
Necht ac Z, me N, (a,m) = 1. Pak

a@z 1 (mod m).

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou Uzce souvisi dilezity
pojem fad ¢isla modulo m:

1]

Necht acZ, me N (a,m) =1. Radem &isla @ modulo m

rozumime nejmensi pfirozené cislo n splnujici

a’?/s )__: i

a’=1 (mod m).
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Primitivni koreny

To, ze je fad definovan, plyne z Eulerovy véty — pro kazdé Cislo
nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven
©(m). Velmi dulezitd jsou prave ta Cisla, jejichz fad je roven

pravé ¢(m) — tato ¢isla nazyvame primitivnimi koreny modulo
.

Pro libovolné m € N ma &islo 1 modulo m¥ad 1. Cislo —1 ma
fad

@ 1prom=1nebom=2
@ 2prom>2
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Priklad 7

Urcete fad cisla 2 modulo 7. I

Reseni: 25 E/mcd?
21=2#1 (mod 7) 3. :
=4%#1 (mod?7) 271
2°=8=1 (mod7) «, /46:
. : oA loola 3
2L fiian - fote e gl ﬂ wol, F
Rad él'sla2m je tedy roven 3. 3 65_-4

q

AM‘['v(aZM zewea_é
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Linearni kongruence o jedné neznamé

Necht m e N, a, b € Z. Oznacme d = (a, m). Pak kongruence

[ax=b (mod m)

(o jedné neznamé x) ma feseni praveé tehdy, kdyz d | b.
Pokud plati d | b, ma tato kongruence pravé d feseni (modulo

m). -

Regenim modulo_m myslime zbytkovou tfidu. NapF. zbytkova
tfida 3 (mod 7) je mnozina {7k +3 € Z; k € Z}.

@ Kongruence 2x =1 (mod 3) ma jedno fesSeni (modulo 3).
@ Kongruence 10x =5 (mod 15) mé pét feSeni (modulo 15).
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Kongruence 2x =1 (mod 3) ma feSeni x =2 (mod 3).

Kongruence 10x = od 15) mafedeni2,3+2 =5,
6+2=8,9+2=11,12+2=14 (mod 15). —2XE4
Dulkaz predchozi véty provedeme pomoci Eulerovy véty: movt 3

. : . , I , X 22 sl
[| Dokazeme nejprve, ze uvedena podminka je nutna. Je-li celé
Cislo ¢ feSenim této kongruence, pak nutné m | a- ¢ — b. Pokud
d = (a,m), pak d déli také a- ¢ — b. A protoze déli a, musi délit
také b. = 3L42  a4v

Obracené dokazeme: pokud d | b, pak ma dana kongruence
pravé d feSeni modulo m. Oznacme ai, by € Z a my € N tak,
tzea=d-aj,b=d-byam=d- my. ReSend kongruence je

tedy ekvivalentni s kongruenci Al = | mowl m
¢ ai-x=by (modmy), 4 =4,
A e = g

kde (g1 .mqy) = 1. b =beot
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Dokonceni diukazu

@(ﬁ.) Y = 73 {((ﬁ-,)-f , b»]
=1 i re,

Tuto kongruenci mizeme vynasobit Cislem a‘p(’m) 'a diky

Eulerové vété obdrzime  —
x = a’ ™ . x —- by (mod my).
S— \/—

S———""
Tato kongruence ma jediné reSeni modulo ma tedy d = m/my
Feseni modulo m. Ta jsou a7~ " . by 4 ks, kde

k=012 ... .d—1. S gl e

Nasleduijici priklad ukaze, ze postup uvedeny v dikazu véty
obvykle neni tim nejefektivnéj§im — s vyhodou Ize pouzit jak
Bezoutovu vétu, tak ekvivalentni Upravy feSené kongruence.
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Priklad 8

Pfiklad (8)
Reste 39x = 41 (mod 47) (33,47 =

X = 365”'#’ Y
(1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu.

e (2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu, Najdeme a, b € Z

tak, ze 39a + 47b = 1. Pak vynasobime islem 41. Regeni
je[xz41a.l 299 =1 et 4

(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhuife algoritmizovatelnym
zpusobem feseni je metoda takovych Uprav kongruence

které zachovavaji mnozinu feeni. ?4- \/V_J 41
Q-41
39x =41 (mod 47) <= —8x=-6_ (mod 47) <:>
4x =3 (mod 47) <= 4x =-44 (mod 47) —
=2
x=—11 (mod 47) <= x =36 (mod 47)
————— O ———p

Vice ve cviceni.
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Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linearnich kongruenci o téZze neznamé,
muZzeme podle pfedchozi véty rozhodnout o feSitelnosti kazdé
z nich. V pfipadé, kdy aspon jedna z kongruenci nema feSeni,
nema feSeni ani cela soustava. Naopak, jestlize kazda

z kongruenci feSeni ma, upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;).
Dostaneme tak soustavu kongruenci

x=c¢y (mod my)

—
m—

X = ¢k (mod my)

Zrejmé staci vyresit pfipad k = 2, feSeni soustavy vice
kongruenci snadno obdrzime opakovanym feSenim soustav
dvou kongruenci.
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Necht ¢y, ¢ jsou cela Cisla, my, mo pfirozena. Oznacme
d = (my, my). Soustava dvou kongruenci
R ———

x=cy (mod my) }

X=¢c (mod mo)

v pfipadé ¢y # ¢, (mod d) nema feseni. Jestlize naopak

c1 = ¢ (mod d), pak existuje celé Cislo ¢ tak, Ze x € Z
vyhovuje soustavé, prave kdyz vyhovuje kongruenci

X = od [my,mo]). |

Ma-li soustava néjaké feSeni x € Z, plati nutné x = ¢,
(mod d), x = ¢, (mod d), atedyici =c, (mod d).

11. pfrednaska Kongruence



Naznak diukazu

af"fd«,:_"-_dz M"“L

Predpokladejme dale ¢; = ¢, (mod d). Prvni kongruenci
feSené soustavy vyhovuji vSechna cela ¢isla x tvaru
X =_Cy + tmy, kde t € Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i
druhé kongruenci soustavy, prave kdyz bude platit
¢t + tmy = ¢ (mod my), tj. tmy = ¢, — ¢ (mod my). Podle
véty o fesitelnosti linearnich kongruenci ma tato kongruence
(vzhledem k t) feSeni, nebot d = (my, my) déli ¢, — 4.

— —_—
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Cinské zbytkova véta

Ve Ctvrtém stoleti se ¢insky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal
na Cislo, které pfi déleni tfemi dava zbytek 2, pfi déleni péti
zbytek 3 a pii déleni sedmi je zbytek opét 2.

Véta (Cinska zbytkova véta)

Necht my,. ..., my € N jsou po dvou nesoudélna,

ai,...,ax € 7. Pak plati: soustava

x=a; (mod my)

x =a, (mod my)

ma jediné feseni modulo my - mo - - - my.

Reseni hledame stejné jako v predchozim diikazu, jak uvidite
v nasledujicim ptikladu.
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Priklad 9

Priklad (9)

Reste systém kongruenci

1 (mod 10)
5 (mod 18) 10yt =5 mat &
—4 (mod 25).

X
X
X

QOZ--f 44 3

Reseni: Z prvni kongruence plyne, 7e x = 10y 4+ 1. Dosazenim
do druhé kongruence dostaneme 10y =4 (mod 18),
ekvivalentné 5y = 2 (mod 9). Reseni je y = 9z + 4, proto
| x =90z + 41/ Dosazenim do posledni kongruence dostaneme
90z = —45 (mod 25), ekvivalentn& 18z = —9 (mod 5),
vydélime 9 a dostaneme 2z = —1 (mod 5). Tedy[z = 53+ 2|
Dosazenim[x = 90(5a + 2) + 41 = 450+ 180+ 41 = 221 _

—

(mod 450). Vysledkem J6 x = 221 (mod 450}
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Priklad 10

Cinskou zbytkovou vétu miizeme pouzit také ,v opaéném
smeéru®“.

Piklad (10)

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Rozlozme 3564 = 22 -3% .11, Protoze ani 2, ani 3, ani 11 nedéli
Cislo 23941, plati (23941.3564) =1 ama tedy'k'ongruence
feSeni. ProtoZe ¢(3564) = 2- (33 2) - 10.= 1080, je feSeni
tvaru x = 915 - 239417972 (mod 3564). Uprava &isla stojiciho
na pravé strané by vSak vyzadala znacné usili. Proto budeme

kongruenci resit ponékud jinak.
2K =b gl A

?/ﬁ]"b
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Dokonceni prikladu 10

Vime, ze x € 7Z feSenim dané kongruence, pravé kdyz je 2
feSenim soustavy o (Z .3% (9
23941x =915 (mod 22) #

23941x =915 (mod 3%) ¢
23941x =915 (mod 11). ¢

Vyresime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy,
dostaneme ekvivalentni soustavu

x=3 (mod4) &
=-3 (mod81) @
x=-4 (mod11),
odkud snadno postupem pro feSeni soustav kongruenci

dostaneme x = —1137 (mod 3564), coz je také feSeni zadané
kongruence.
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4qg+3 = =3 sl 841
49 =-6 ot E1
2y =-~3  awst 81
gy = 7& w8l

= 3% ot 81

1 §=84%f33
N o= 4(94z+3ﬁ)+3

4 (812+33)3= ~4 ot A1

4 (4z-5)43 =4 ok 11
4162 20+ 35-—4‘ 2 {4¢



-3 = el 11
gg =0 ot 11
4}3-—5_ pworl 17
Lz =6 o/ 41

1% €3 o 11
Qz—’?g et 11
= aurt 11

X =
481 (01erh) 230) £ 5



= 481114 + 4814 + 436+ 32

3¢t e + [grnuss+3)

/
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