MB141, zkouska 15. 6. 2022

Priklad. 1A. Urcete vzdalenost pfimek
p:[2,0,3]+a(l,—1,1) a q:[2,6,—1]+b(0,—1,3)

abody P € pa @ € g, v nichZ se vzdalenost (0sa) realizuje.
ReSeni. Polozme A = [2,0,3], u = (1,—1,1), B = [2,6,—1], v = (0,—1,3). Rozdil
hledanych bodli P = A+ au € pa @ = B + bv € ¢ je kolmy na smérové vektory v a v
obou piimek. Proto

(au — bv,u) =(B — A, u),

(au — bv,v) =(B — A,v)

To vede na soustavu pro nezndmé a, b s matici

2 =5 =9 1 1]-1
3 —41|-10 0 —-7|-7

Reseni je « = —2, b = 1. Hledané body jsou
P = [27 07 3] - 2(17 _17 1) = [07 27 1]7 Q = [27 67 _1] + (Oa _17 3) = [27 57 2}
Vzdalenost je
dist(p, ¢) = dist(P, Q) = [/(2,3,1)|| = V14.

Alternativné Ize najit smérovy vektor n pro osu P() jako kolmy na w i v a ndsledné feSit
rovnici A 4+ au + cn = B + bu. O
Bodovani. Sestaveni rovnic (nebo nalezeni kolmého vektoru a sestaveni rovnic) 2 body

Vypocet a, b 1 bod

Body P, () a vektor P() 2 body

Vzdélenost 1 bod O
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Priklad. 2A. Zobrazeni ¢ : R® — R3 je symetrie podle piimky se smérovym vektorem
u=(1,1,2).
(a) Najdéte matici A tak, aby ve standardnich soufadnicich bylo

T X1
@ | T2 =A. i)
xs3 €3

(b) Je A ortogondlni matice? Zdivodnéte svou odpoved'.
(c) Najdéte inverzni matici A~

ReSeni. (a) Symetrie podle piimky zobrazuje smérovy vektor u na sebe. Dale plati, Ze
libovolny vektor kolmy na smérovy se zobrazi na opacny. Staci tedy zvolit libovolné dva
vzajemné nezavislé vektory v, w kolmé na u, napt. v = (1,—1,0) aw = (0,2, —1). Trojice
u, v, w tvoif bazi prostoru R3 a vztahy

p(u) =u, @) =-v, pw)=-w
jednoznacné urcuji zobrazeni . Odtud jizZ miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech

e1, €2, eg standardni bize a tyto hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme
vektory do radku

x () x p(z)

1 1 2| 1 1 2 6 0 0|—4 2 4

1 -1 0]-1 1ol loe6o0 2 -44

0 2 -1/ 0 -2 1 00 3| 2 2 1

Tedy matice

(2012
A==-11 -2 2
3\la2 2 1

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) ProtoZe je A ortogonalni je A~! = AT = A. Jiné zdlivodnéni spociva v tom, Ze se
spocita souCin A - A = F. O

Bodovani. (a) Uvaha, kam se zobrazuje u 1 bod
Vybér dvou nezavislych vektorti z kolmé roviny a Gvaha, kam se zobrazuji 1 bod
Sestaveni schématu/soustavy pro vypocet matice 1 bod
Vypocet matice 1 bod

(b) Zdiivodnéni ortogonality 1 bod
(c) Vypocet inverze 1 bod O
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Priklad. 3A. Matematik musi v ramci plnéni svych pracovnich povinnosti mnohokrat denné
prochdzet mezi kampusem a ulici. Rad si pfitom prodluzuje cestu prichodem botanickou
zahradou. Dvé zahradni branky (mezi kampusem a zahradou a mezi ulici a zahradou) né-
hodné a nezavisle zamykd a odemyka vratny, v disledku ¢ehoz byva kazda z nich oteviend
s pravdépodobnosti 1/2. Pfimy prtichod vrdtnici mezi kampusem a ulici je vzdy otevieny.
Chovéni matematika je popsano pravidly:

e Pokud se dostane do kampusu nebo na ulici z jiného mista, vykro¢i v priStim tahu
smérem do zahrady.

e Pokud je v zahradég, snaZi se pokracovat v nacatém sméru pochodu.

e VZ7dy kdyZ narazi na zamknutou branku, oto¢i se a v priStim tahu pijde ke druhému
vychodu.

Vsechny jednotkové presuny i netdispéSné pokusy o prekondni branky trvaji stejnou dobu.
Modelujte pohyb matematika pomoci Markovova procesu. [Ndvod: stav je definovén pozici
i orientaci, celkem jich tak bude Sest.]

(a) NapiSte matici tohoto procesu.

(b) Urcete fadek a sloupec prvku matice oznacujici prechod ze stavu ,,matematik je v za-
hradé a mifi do kampusu* do stavu ,,matematik je v kampusu a miii do zahrady*.

(c) Urcete, na kterém misté se bude po delSim Case matematik nachdzet nejCastéji a
urcete s jakou pravdépodobnosti.

(d) Predpokladejme, Ze na zaCatku byl matematik v kampusu a hledél k zahradé. Urcete,
s jakou pravdépodobnosti skonci za tfi tahy na ulici.

ReSeni. (a) Oznalme si tieba smér kampus—ulice—zahrada—kampus jako kladny a smé&r
kampus—zahrada—ulice-kampus jako zdporny. Pro posloupnost stava (K, K+, Z~, ZT U, U™")
dostaneme matici

0 0 0 1/2 1 0

1/20 0 0 0 0

o |20 0 120 0
o o012 0 012
00 0 0 0 1/2

0 11/2 0 0 0

(b) V naSem oznaceni se jednd o prechod Z* — K, tedy prvek v prvnim Fddku a ¢tvrtém
sloupci.
(¢) Spocitame pravdépodobnostni vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 1 matice M.

(M —E)x=0, z+x+2x3+ 24+ 25+ 16 = 1.

To vede na homogenni soustavu

-1 0 0 1/2 1 0 1 =20 0 0 0
/2 -1 0 0 0 0 02 1 0 0 =2
1/2 0 -1 1/2 0 0 00 1 -2 0 1
0 0 1/2 -1 0 1/2 00 0 5 0 -5
0o 0 0 0 -1 1/2 00 0 0 -2 1
0 1 1/2 0 0 -1 00 0 0 0 0
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Reseni je z = +(2,1,2,2,1,2)". Nejeast&ji se matematik nachazi v zahradg, a to s pravdg-
podobnosti % + 1% = %.

(d) Hledana pravdépodobnost je soucet paté a Sesté slozky vektoru M3 - (1,0,0,0,0,0)”
a to jsou 3/8. O

Bodovani. (a) Matice 2 body
(b) Vyznam koeficientu 1 bod
(c) Vlastni vektor 1 bod, misto a pravdépodobnost 1 bod
(d) Postup a vypocet 1 bod O
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Piiklad. 4A. Sifrou RSA s vefejnym kliem n = 119 a Sifrovacim exponentem e = 31
bylo poslano ¢islo Z = 53. Sifru prolomte a urcete zaslanou zprava M € {1,2,...,119}.
[Nédvod: vyuZzivejte rozklad modulu na sou¢in mocnin prvocisel.]

Reseni. K prolomeni $ifry potfebujeme najit inverzi d exponentu e modulo ¢(119) = 96,

coz umime provést nékolika zpiisoby. Napf. rozloZzenim 96 = 3 - 32 dostaneme soustavu
kongruenci

3ld=1 mod 3, 3ld=1 mod 32,
které nejprve vyfeSime oddélené
d=1 mod 3, d= -1 mod 32,

a poté najdeme spole¢ny vysledek pro ptivodni modul d = 31 mod 96.
Desifrovani zprdvy provedeme umocnénim Z¢ mod 119. Opét se vyplati vyuZit rozklad
modulu 119 = 7 - 17. S vyuZitim malé Fermatovy véty v prvnim kroku dostavdme

533 =4'=4 mod 7

5331 =219 =2.4"7=8.16=8-(-1)*=-8=9 mod 17,
odkud jiz uréime 53%! = 60 mod 119. O

Bodovani. Uvaha, 7e deSifrovana zpravaje tvaru Z? mod n,kdeed =1 mod o(n)1bod
Vypocet p(n) 1 bod
Vypocet inverze d = ¢! 2 body
Desifrovani zpravy 2 body O



