MBI141, zkouska 1. 6. 2022

Priklad. 1A. [6 bod{] V prostoru R* jsou d4ny podprostory
P = [(17 1’ _]-7 _]->7 (27 37 27 _2)]7 Q = [(27 07 17 ]-)7 (4a 4) 77 _1)]

(a) Najdéte baze a dimenze jejich priniku a souctu.
(b) Zjistéte pomoci vypoltu, zda vektor (1,2,3,4) leZi v podprostoru P + (). Body
budou udéleny jen za spravné zdivodnéni.

ReSeni. (a) Oznatme u; = (1,1, —1,—1),uy = (2,3,2,-2) € Pav; = (2,0,1,1), v, =
(4,4,7. — 1) € Q. Vektor v priniku je tvaru

z = auy + bus = cvy + dvs.

Najdeme c, d feSenim soustavy s matici

1 2|2 4 1 2] 2 4
1 3|0 4 0 1/-2 0
-1 2/t 7|71 oo0o] 11
1 —2]1 -1 00l 00

Reseni je (¢, d) = (—p, p), kde p € R je parametr. Proto
PNQ = {—pv +pvs € R*} = [0y — 1] = [(2,4,6,-2)] = [(1,2,3,-1)].

Baze P N @ je tvofena vektorem (1,2,3, —1).

Z ptredchoziho vypoctu plyne, Ze

P+ Q = [uy,ug, vy, 03] = [uy, ug, v,

kde uq, ug, vy jsou linedrné nezavislé, tedy tvori bizi souctu.

(b) Vektor (1,2,3,4) lezi v P + @, pravé kdyz ma feSeni rovnice

auy + bug + cv; = (1,2, 3,4)

o neznamych a, b, c. Matice soustavy je

1 2 21 12 2] 1
1 3 0|2 01 —2| 1
-1 2113|7100 3] 5
-1 -2 1|4 00 0%

Soustava nemad feSeni, tedy (1,2,3,4) ¢ P+ Q.
(Pti troSe opatrnosti v interpretaci schodového tvaru bylo mozné tkol fesit spoleCnym
maticovym schématem s Casti (a).) O

Bodovani. Sestaveni soustavy rovnic pro (a) 1 bod.
Vypocet koeficientil pro prinik 1 bod.
Baze a dimenze prtiniku 1 bod.
Béaze a dimenze souctu 1 bod.
Sestaveni soustavy rovnic pro (b) 1 bod.
Vypocet a spravnd odpovéd’, zda vektor lezi v souctu 1 bod. O
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Priklad. 1B. [6 bodi] V prostoru R* jsou ddny podprostory
U=1[(1,1,-1,1),(2,1,2,0)], V =1[(2,0,-1,3),(5,2,0,4)].

(a) Najdéte baze a dimenze jejich priniku a souctu.
(b) Zjistéte pomoci vypoltu, zda vektor (1,2,3,4) lezi v podprostoru U + V. Body
budou udéleny jen za spravné zdivodnéni.

ReSeni. (a) Ozname u; = (1,1,-1,1),us = (2,1,2,0) € U av; = (2,0,—1,3),v5 =
(5,2,0,4) € V. Vektor v pruniku je tvaru

z = au; + buy = cvy + dvs.

Najdeme c, d feSenim soustavy s matici

1 2] 25 1 1]0 2
1 1] 0 2 0 12 3
12107 lool11
1 0| 3 4 0 0[0 0

Resent je (c,d) = (—p, p), kde p € R je parametr. Proto
UNV ={—pv +pvy € R*} = [0y —v1] = [(3,2,1,1)].

Bize U NV je tvofena vektorem (3,2, 1, 1).

Z ptredchoziho vypoctu plyne, Ze

U+ V = [uy,ug, vy, va] = [ug, ug, v1],

kde wuq, ug, vy jsou linedrné nezavislé, tedy tvoii bazi souctu.

(b) Vektor (1,2,3,4) lezi v U + V, pravé kdyZ m4 feSeni rovnice

auy + bug + cv; = (1,2, 3,4)

o nezndmych a, b, c. Matice soustavy je

12 2|1 11 0] 2
11 0]2 01 2|—1
12 =13 ]7100 5] 1
1 0 3|4 000«

Soustava nemd fesent, tedy (1,2,3,4) ¢ U + V.
(Pfi troSe opatrnosti v interpretaci schodového tvaru bylo mozné tkol fesit spoleCnym
maticovym schématem s Casti (a).) O

Bodovani. Sestaveni soustavy rovnic pro (a) 1 bod.
Vypocet koeficientl pro prunik 1 bod.
Béze a dimenze priniku 1 bod.
Béaze a dimenze souctu 1 bod.
Sestaveni soustavy rovnic pro (b) 1 bod.
Vypocet a spravnd odpovéd’, zda vektor lezi v souctu 1 bod. O
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Priklad. 2A. [6 bodii] Zobrazeni ¢ : R? — R3 je symetrie podle roviny x; + x5 + 223 = 0.
(a) Najdéte matici A tak, aby ve standardnich soutadnicich bylo

T X1
@ | T2 =A- T2
T3 €3

(b) Je A ortogonalni matice? Zdivodnéte svou odpovéd’.
(c) Najdéte inverzni matici A~

ReSeni. (a) Symetrie podle roviny zobrazuje normalovy vektor na opacny vektor a vek-
tory z roviny na sebe. Normdlovy vektor je n = (1,1,2), vektory v roviné jsou napf.
u=(1,-1,0)av = (0,2,—1). Plat{

pn) =—n, @) =u, ¢)=u.
Odtud jiz miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech e;, ey, e3 standardni baze a tyto
hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme vektory do radkia

x (1) x p(z)

1 1 2/-1 -1 -2 6 0 0] 4 -2 —4

1 -1 ol 1 =1 o]~ 1060 -2 4 —4

0 2 —1] 0 2 —1 00 3/ -2 -2 —1

Tedy matice

L2 -1 2
A==-[-1 2 =2
3\ 2 1

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) ProtoZe je A ortogondlni je A=t = AT = A. Jiné zdlivodnéni spociva v tom, Ze se
spocitd sou¢in A- A = F. O

Bodovani. (a) Vybér normalového vektoru a dvaha, kam se zobrazuje 1 bod.
Vybér dvou nezavislych vektorti z roviny a ivaha, kam se zobrazuji 1 bod.
Sestaveni schématu/soustavy pro vypocet matice 1 bod
Vypocet matice 1 bod

(b) Zdiivodnéni ortogonality 1 bod.
(c) Vypocet inverze 1 bod. O
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Priklad. 2B. [6 bodii] Zobrazeni 1) : R® — R3 je symetrie podle roviny 2z — x5 + 23 = 0.
(a) Najdéte matici B tak, aby ve standardnich soutadnicich bylo

1 T
Yo | =B |2
xs3 T3

(b) Je B ortogonalni matice? Zdivodnéte svou odpoveéd’.
(c) Najdéte inverzni matici B~

ReSeni. (a) Symetrie podle roviny zobrazuje normalovy vektor na opacny vektor a vektory
z roviny na sebe. Normélovy vektor je n = (2, —1,1), vektory v roviné jsou napf. u =
(1,2,0) av = (0,1, 1). Plati

pn) =—n, @) =u, ¢)=u.
Odtud jiz miZeme urcit hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech eq, ey, e3 standardni baze a tyto
hodnoty tvoii sloupce hledané matice. Pro vypocet piSme vektory do radkia

T o(z) T o(z)

2 —1 1|-2 1 -1 6 0 0]—2 4 —4

1 20| 1 2 0|71 06 0| 4 4 2

0 1 1| 0 1 1 00 6|—4 2 4

Tedy matice

(-1 2 -2
B==-12 2 1
3\ 1 9

(b) Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice orto-
gondlni.

(¢) ProtoZe je B ortogondlni je B~! = BT = B. Jiné zdivodnéni spoivd v tom, Ze se
spocitd sou¢in B - B = E. O

Bodovani. (a) Vybér normalového vektoru a dvaha, kam se zobrazuje 1 bod.
Vybér dvou nezavislych vektorti z roviny a ivaha, kam se zobrazuji 1 bod.
Sestaveni schématu/soustavy pro vypocet matice 1 bod
Vypocet matice 1 bod

(b) Zdiivodnéni ortogonality 1 bod.
(c) Vypocet inverze 1 bod. O



Priklad. 3A. [6 bodi]

o | 2 3

Mys vloZime do bludisté tvaru na obrazku. Mys si v kazdém kroku vybere ndhodné (se
stejnou pravdépodobnosti) jedny dvefe vedouci z komiirky, v které se aktudlné nachazi, a
prejde jimi do nové komurky. Modelujte pohyb mysi v bludisti pomoci Markovova procesu.

(a) NapiSte matici tohoto procesu.

(b) Vysvétlete, jaky je vyznam koeficientu matice v 2. sloupci a 3. fadku.

(c) Ve které komiirce se myS nachazi s nejvétsi pravdépodobnosti po velkém poctu
krokii? A s jakou pravdépodobnosti to je?

(d) S jakou pravdépodobnosti se myS$ dostane z komurky 2 do komirky 3 pravé tfemi

prechody?
ReSeni. (a) Matice tohoto procesu je
0 1/3 0 0
10 172 172
M= 0 1/3 0 1/2
0 1/3 1/2 0

(b) Prvek M35 je pravdépodobnost, Ze mys prejde z komurky 1 do komirky 2.
(¢) Spocitame pravdépodobnostni vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 1 matice M.

(M—E)x=0, z1+xo+z3+x4=1

To vede na homogenni soustavu

-1 1/3 0 0 31 0 0
1 -1 1/2 1/2 0 2 —6 3
0 1/3 =1 12710 0 9 -9
0 1/3 1/2 -1 0 0 0 0

Reeni je z = %(1, 3,2,2)T. Tedy my3 bude po velkém poctu krokii nejéastéji v komdrce 1,
a to s pravdépodobnosti 3/8.
(d) Hledana pravdépodobnost je &tvrta slozka vektoru M3 - (0,0,1,0)T atoje 7/24. O

Bodovani. (a) Matice 2 body
(b) Vyznam koeficientu 1 bod.
(c) Vlastni vektor 1 bod, komurka a pravdépodobnost 1 bod.
(d) Postup a vypocet 1 bod. O
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Priklad. 3B. [6 bodu]
0 ,1\2
3

Mys vlozime do bludist€ tvaru na obrazku. MyS si v kazdém kroku vybere ndhodné (se
stejnou pravdépodobnosti) jedny dvete vedouci z komiirky, v které se aktudlné nachazi, a
prejde jimi do nové komurky. Modelujte pohyb mysi v bludiSti pomoci Markovova procesu.

(a) NapiSte matici tohoto procesu.

(b) Vysvétlete, jaky je vyznam koeficientu matice v 2. sloupci a 4. fadku.

(c) Ve které komurce se my$ nachazi s nejvétsi pravdépodobnosti po velkém poctu

krokti? A s jakou pravdépodobnosti to je?
(d) S jakou pravdépodobnosti se my$ dostane z komirky O do komtrky 1 pravé tremi

prechody?
ReSeni. (a) Matice tohoto procesu je
0 1/3 0 1/4
112 0 0 172
M= 0 0 0 1/4
1/2 2/3 1 0

(b) Prvek M5 je pravdépodobnost, Ze mys prejde z komurky 1 do komitrky 3.
(¢) Spocitame pravdépodobnostni vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 1 matice M.

(M —FE)t=0, =z +axs+z3+z4=1

To vede na homogenni soustavu

-1 1/3 0 1/4 1 -2 0 1
1/2 -1 0 1/2 0 10 6 -9
0 0 -1 1470 0o —4 1
1/2 2/3 1 -1 00 0 O

Reseni je © = 1—10(2, 3,1,4)T. Tedy mys bude po velkém po&tu krokl nejéastéji v komirce
3, a to s pravdépodobnosti 4/10 = 2/5.
(d) Hledana pravdépodobnost je druha slozka vektoru M3 - (1,0,0,0)7 atoje 15/48. O

Bodovani. (a) Matice 2 body.
(b) Vyznam koeficientu 1 bod.
(c) Vlastni vektor 1 bod, komurka a pravdépodobnost 1 bod.
(d) Postup a vyocet 1 bod. O
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Piiklad. 4A. [6 bodi] Sifrou RSA s vefejnym kli¢em n = 115 a §ifrovacim exponentem e =
31 bylo posléno &islo Z = 52. Sifru prolomte a uréete zaslanou zpravu M € {1,2,...,114}.
[Nédvod: vyuZzivejte rozklad modulu na sou¢in mocnin prvocisel.]

Reseni. K prolomenti $ifry potfebujeme najit inverzi d exponentu e modulo p(115) = 88,
coz umime provést nékolika zpiisoby. Napf. rozloZzenim 88 = 8 - 11 dostaneme soustavu
kongruenci

3ld=1 mod 8, 3ld=1 mod 11,

které nejprve vyfeSime oddélené
—d=1 mod 8, —2d =1 mod 11,
d=—-1 mod 8, d=5 mod 11,

a poté najdeme spolecny vysledek pro ptivodni modul d = 71 mod 88.
Desifrovani zpravy provedeme umocnénim Z¢ mod 115. Opét se vyplati vyuZit rozklad
modulu 115 = 5 - 23. S vyuZitim malé Fermatovy véty v prvnim kroku dostdvdme

520 =922 =3 mod 5

521 =6"=6-36"=6-(—10)>=6-8=2 mod 23,
odkud jiz uréime 52™ = 48 mod 115. 0

Bodovani. Uvaha, Ze desifrovana zprava je tvaru Z¢ mod n,kde ed = 1 mod ¢(n) 1 bod
Vypocet ¢(n) 1 bod
Vypocet inverze d = e~ 2 body
Desifrovani zpravy 2 body O
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Piiklad. 4B. [6 bodt] Sifrou RSA s vefejnym klicem n = 133 a ifrovacim exponen-
tem e = 53 bylo poslano Cislo Z = 109. Sifru prolomte a urcete zaslanou zpravu M €
{1,2,...,132}. [Ndvod: vyuZivejte rozklad modulu na soucin mocnin prvocisel.]

ReSeni. K prolomeni Sifry potfebujeme najit inverzi d exponentu e modulo ¢(133) = 108,
coZ umime provést nékolika zpiisoby. Napf. rozloZenim 108 = 4 - 27 dostaneme soustavu
kongruenci

53d =1 mod 4, 53d =1 mod 27,
které nejprve vyreSime oddélené
d=1 mod 4, —d=1 mod 27,

d= -1 mod 27,

a poté najdeme spolecny vysledek pro ptivodni modul d = 53 mod 108.
Desifrovani zpravy provedeme umocnénim Z¢ mod 133. Opét se vyplati vyuZit rozklad
modulu 133 = 7 - 19. S vyuZzitim malé Fermatovy véty v prvnim kroku dostdvame

1002 =45=4.162=4-22=2 mod 7

a
1097 = (=5)" = -5.25° = 5.6 = —5-36* = —5-(—2)* = —5-(—=3) =15 mod 19,
odkud jiz uréime 109° = 72 mod 133. 0

Bodovani. Uvaha, 7e deifrovand zpriva je tvaru Z¢ mod n,kde ed =1 mod ¢(n)1bod
Vypocet p(n) 1 bod
Vypocet inverze d = ¢! 2 body
Desifrovani zpravy 2 body 0



