A. MB141, zkouska 8. 6. 2022

Priklad. 1A. [6 bodii] V A; jsou dany ti body body A = [2,1,1], B = [2,0,3], C' =
[1,—2, 3] arovina 7 zadand rovnic{

I'1+ZE2—173:—1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny p, ktera je uréena body A, B, C. [2 body]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny p pomoci rovnice. [2 body]
(c) Spocitejte pranik p N 7. [2 body]

ReSeni. (a) Parametrickd rovnice roviny p je
A+a(B—A)+b(C—-A)=12,1,1] +a(0,-1,2) + b(—1,-3,2).
(b) Nejdfive najdeme homogenni rovnici pro zaméfeni roviny p. Pro hledané koeficienty
c1, Ca, C3 TOVNICE 171 + Coxo + c3x3 = 0 musi platit soustava rovnic
—cyg+2c3=0, —c1 —3co+2c3=0
Jeji feSeni je s(—4, 2, 1). Homogenni rovnice je
—4x1 4+ 229 + 23 = 0.
Dosazenim soutadnic bodu A do levé stran dostaneme rovnici pro 7

—41’1 + 2!['2 —f- T3 = —5

(¢) Prinik p N 7 spocitame tak, Ze parametrické vyjadieni roviny p
r1=2—b, 29=1—a—3b, x3=1+2a+2b
dosadime do rovnice pro 7. Dostaneme rovnici
—3a — 6b = —3,
kterd ma feSeni a = 1 — 2¢, b = t. Dosazenim do parametrické rovnice pro p dostaneme
parametrické vyjadieni priniku, kterym je pifimka
2,0,3] +t(—1,—1,—2).

Jinym zplsobem lze priinik spoditat feSenim soustavy dvou rovnic z obecnych popist

obou rovin. Matice soustavy je

11 —-1]-1 11 —-1]-1

-4 2 1|5 06 =3]-9
Resenim je pifmka [1/2, —3/2,0] + p(1, 1, 2) totozn4 s piedchozi. O
Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny p za 2 body. Soustava rovnic pro p, spravny po-

stup 1 bod, vysledek 1 bod. Vhodny postup vypoctu priniku 1 bod , spravny vysledek 1
bod. O
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Priklad. 2A. [6 bodt] Najdéte redlna vlastni ¢isla a k nim piislu$né vlastni vektory matice

L 12 -2
A== 22 1
S\ 21 2

Na zdkladé toho zjistéte, zda zobrazeni ¢ : & — &3 zadané predpisem ¢(x) = Ax, kde
x = (1,79, 23)T je sloupec standardnich soufadnic v 3, je otoceni kolem osy nebo syme-
trie podle roviny. V piipadé€ otoCeni urCete osu otoceni a kosinus thlu otoceni. V pfipadé
symetrie popiSte rovinu symetrie pomoci rovnice.

ReSeni. Matice md charakteristicky polynom

det(A—AE) = X+ M+ A —1=—-A+1)*(\-1).
Vlastni ¢islo 1 ma algebraickou ndsobnost 2 s vlastnimi vektory a(0, 1,1) + b(1, 2, 0).
Vlastni ¢islo —1 md algebraickou ndsobnost 1 s vlastnimi vektory ¢(2, —1,1).
Jde tedy o symetrii podle roviny kolmé k vlastnimu vektoru (2, —1, 1) (aspori trochu zdu-
vodnit), kterd prochdzi pocatkem. Jeji rovnice je

2$1—$2+JJ3:0.

Bodovani. Vypocet charakteristického polynomu a nalezeni vlastnich ¢isel. 1 bod
Vypocet vlastnich vektorti k 1 2 body

Vypocet vlastnich vektorti k —1 1 bod

Uvaha, 7e jde o symetrii podle roviny uréené vlastnim vektorem k —1 1 bod.
Rovnice roviny. 1 bod.
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Priklad. 3A. [6 bodi] Model ristu néjaké populace urcené tfemi generacemi je dan Les-
lieho matici s parametrem a € [0, 1]

02 1%
A= a 0 0
04 0

(a) Jestlize je pomér prvé, druhé a tieti generace v Case 3 roven 4 : 2 : 3 a parametr
a = 1/2, jaky bude pomér téchto generaci v ¢ase 4? [1 bod]

(b) Pro které hodnoty parametru a populace expanduje, pro které sméfuje k vyhynuti a
pro které se stabilizuje? [3 body]

(c) Urcete dlouhodobé rozlozZeni této populace pro parametr a, kdy se populace stabili-
zuje. [2 body]

4 5
Reseni. (a) Vynasobime A- | 2| = | 2
3 1

(b) Spocitdme charakteristicky polynom
fA) =det(A—AE) = —\* 4 2a\ + éa.
Stabilita nastane, kdyz 1 je vlastni ¢islo, tj.
f(1) = —1+2a+%a—0.

Tedy pro a = % je populace stabilni,

Pro a € (35,1] je f(1) > 0, proto f md kofen > 1 a A md vlastni &islo > 1. Populace
expanduje.

Proa € [0,3) je f(1) < 0, proto f md kofen < 1 a A ma nejv&tsi vlastni &islo < 1.
Populace vymira.

(c) Pomér generaci je dan vlastnim vektorem k vlastnimu &islu 1. Re§fme homogenni
soustavu rovnic (A — E)x = 0 pro a = 6/13. Vlastni vektor je (13,6, 3)".

Bodovani. (a) Spravny vypocet 1 bod. Bez vypocétu 0 bodu.
(b) Charakteristicky polynom 1 body.

Kritickd hodnota parametru 1 bod.

Expanze a vymirani 1 bod.

(c) Soustava pro vlastni vektor 1 bod.
Spravny vysledek 1 bod.
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Priklad. 4A. Najdéte vSechna celd Cisla, ktera vyhovuji soustavé kongruenci
3r =4 (mod 5),
dr =2 (mod 14),
7r =8 (mod 11).

Cely vypocet proved’te bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru a doprovod’te ho
komentafem.

ReSeni. 2. rovnici Ize podélit dvéma v&etn& modulu. Dostdvame jednodussi
2c =1 (mod 7).

Vezmeme jednu rovnici, vyfesime, dosadime do druhé, vyfesime, dosadime do tieti a
dostaneme celkovy vysledek. Prvné pocitejme modulo 5:

3r=4 (mod 5),
6x =8 (mod 5),
r=3 (mod5).
Proto x = 5a + 3 dosadime do upravené druhé rovnice a po¢itime modulo 7:
2(ba+3)r =1 (mod 7),
3a—1=1 (mod7),
3a=2 (mod 7),
6a=4 (mod 7),
—a= —3 (mod7),
3 (mod 7).

Tedy a = 7b+3 ax = 5(7b+ 3) + 3 = 35b+ 18. Dosadime do tfeti kongruence a pocitime
modulo 11:

a

7(350+18 =8 (mod 11),
7264+ 7)=8 (mod 11),
3b+5= % (mod 11),
3b=3 (mod 11), déleni 3,
b=1 (mod 11).
Odtud b = 11c¢ + 1 a dosazenim do = dostaneme
x=35(11lc+ 1)+ 18 = 385¢ + 35 4+ 11 = 385¢ + 53.

Resenim jsou viechna z = 385¢ + 53. O

Bodovani. Pocitani modulo 5 za 1 bod
Pocitani modulo 14 s délenim za 2 body
Pocitani modulo 11 za 1 bod
Spravny vysledek 2 body O



B. MB141, zkouska 8. 6. 2022

Piiklad. 1B. [6 bodi] V A; jsou dany tfi body body P = [6,-1,2], Q = [9,-2,2],
R =[6,0,—1] arovina o zadand rovnic{

—T1 + Ty + X3 = —1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny [, ktera je uréena body P, (), R. [2 body]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny  pomoci rovnice. [2 body]
(c) Spocitejte pranik S N o. [2 body]

ReSeni. (a) Parametrickd rovnice roviny 3 je
P+a(@Q—P)+bR—-P)=1[6,—1,2] 4+ a(3,—1,0) + b(0,1, —3).
(b) Nejdiive najdeme homogenni rovnici pro zaméfeni roviny (3. Pro hledané koeficienty
c1, Ca, C3 TOVNICE 171 + Coxo + c3x3 = 0 musi platit soustava rovnic
3ci1 —cp =0, ¢c3—3c3=0
Jeji feSenti je s(1, 3, 1). Homogenni rovnice je
r1+ 319 + 23 = 0.
Dosazenim soufadnic bodu P do levé stran dostaneme rovnici pro (3
T, + 3x9 + 3 = 5.

(¢) Prinik 5 N o spocitame tak, Ze parametrické vyjadieni roviny /3
r1=64+3a, o =—-1—a+b, x3=2—3b
dosadime do rovnice pro o. Dostaneme rovnici
—4a — 2b = 4,
kterda ma feSeni a = —t, b = 2t — 2. Dosazenim do parametrické rovnice pro /5 dostaneme
parametrické vyjadieni priniku, kterym je pifimka
[6,—3,8] +t(—3,3,—6) = [6,—3,8] + s(1,—1,2).

Jinym zplsobem lze prinik spoditat feSenim soustavy dvou rovnic z obecnych popist

obou rovin. Matice soustavy je

-1 1 1]-1 -1 1 1]-1

1 3 1 5 0 2 1| 2
Resenim je pifmka [2, 1,0] 4 p(1, —1,2) totoZna s predchozi. O
Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny p za 2 body. Soustava rovnic pro p, spravny po-

stup 1 bod, vysledek 1 bod. Vhodny postup vypoctu priniku 1 bod , spravny vysledek 1
bod. O
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Priklad. 2B. [6 bodi] Najdéte redlna vlastni Cisla a k nim pfislusné vlastni vektory matice

2 o2
B=-|2 -1 -2
3\1 22 2

Na zdkladé toho zjistéte, zda zobrazeni ¢ : &5 — &3 zadané piedpisem p(z) = Bux, kde
x = (21,79, 23)T je sloupec standardnich soufadnic v 3, je oto¢eni kolem osy nebo syme-
trie podle roviny. V piipadé otoCeni urCete osu otoceni a kosinus thlu otoceni. V pfipadé
symetrie popiSte rovinu symetrie pomoci rovnice.

ReSeni. Matice md charakteristicky polynom

det(B—AE)= =N+ X +A—-1=—-A+1)*(A—-1).
Vlastni ¢islo 1 ma algebraickou ndsobnost 2 s vlastnimi vektory a(1,0,1) + b(2,1,0).
Vlastni ¢islo —1 md algebraickou ndsobnost 1 s vlastnimi vektory ¢(—1,2,1).
Jde tedy o symetrii podle roviny kolmé k vlastnimu vektoru (2, —1, 1) (aspori trochu zdu-
vodnit), kterd prochdzi pocatkem. Jeji rovnice je

—I1 +2x2 +x3 = 0.

Bodovani. Vypocet charakteristického polynomu a nalezeni vlastnich ¢isel. 1 bod
Vypocet vlastnich vektorti k 1 2 body

Vypocet vlastnich vektorti k —1 1 bod

Uvaha, 7e jde o symetrii podle roviny uréené vlastnim vektorem k —1 1 bod.
Rovnice roviny. 1 bod.
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Priklad. 3B. Model ristu néjaké populace urcené tfemi generacemi je dan Leslieho matici
s parametrem b € [0, 1]

0 3 1
B=|1 00
0 b0

(a) Jestlize je pomér prvé, druhé a treti generace v Case 4 roven 2 : 6 : 7 a parametr
b = 1/3, jaky bude pomér téchto generaci v ¢ase 5? [1 bod]

(b) Pro které hodnoty parametru b populace expanduje, pro které smefuje k vyhynuti a
pro které se stabilizuje? [3 body]

(c) Urcete dlouhodobé rozloZeni této populace pro parametr b, kdy se populace stabili-
zuje. [2 body]

2 15
Reseni. (a) Vynasobime B- [ 6| = | 1
7 2

(b) Spocitdme charakteristicky polynom
4 1
fA) =det(A - \E) = —\* + g
Stabilita nastane, kdyz 1 je vlastni &islo, tj.

2 1
)=—14+-+4+=b=0.

Tedy pro b = % je populace stabilni,

Prob € (3,1] je f(1) > 0, proto f mé kofen > 1 a B md vlastni &islo > 1. Populace
expanduje.

Prob € [0,2) je f(1) < 0, proto f md kofen < 1 a B mé nejvétsi vlastni &islo < 1.
Populace vymira.

(¢c) Pomér generaci je dan vlastnim vektorem k vlastnimu &islu 1. Re§ime homogenni
soustavu rovnic (B — E)z = 0 pro b = 2/3. Vlastni vektor je (6,3,2)T.

Bodovani. (a) Spravny vypocet 1 bod. Bez vypocétu 0 bodu.
(b) Charakteristicky polynom 1 body.

Kfritickd hodnota parametru 1 bod.

Expanze a vymirani 1 bod.

(¢) Soustava pro vlastni vektor 1 bod.
Spravny vysledek 1 bod.
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Priklad. 4B. Najdéte vSechna celd Cisla, kterda vyhovuji soustavé kongruenci
dy=3 (mod 7),
99 =6 (mod 15),
8y =7 (mod 11).

Cely vypocet proved’te bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru a doprovod’te ho
komentafem.

ReSeni. 2. rovnici Ize podélit tfemi véetnd modulu. Dostdvame jednodussi
3y= 2 (mod 5).

Vezmeme jednu rovnici, vyfesime, dosadime do druhé, vyfesime, dosadime do tieti a
dostaneme celkovy vysledek. Prvné pocitejme modulo 7:

4y =3 (mod 7),
8y =6 (mod7),
y=6 (mod 7).
Proto y = 7a + 6 dosadime do upravené druhé rovnice a poc¢itdime modulo 5:
3(Ta+6)y =2 (mod 5),
a+3=2 (modb),
a=4 (mod5).
Tedy a =5b+4ay = T7(5b+4) + 6 = 35b+ 34. Dosadime do tfeti kongruence a pocitime
modulo 11:
8(35b+34) =7 (mod 11),
8(20+1)=7 (mod 11),
5b+8 =7 (mod 11),
5b= —1 (mod 11),
10b= —2 (mod 11),
—b= —2 (mod 11),
b=2 (mod 11).
Odtud b = 11c¢ + 2 a dosazenim do y dostaneme
x = 35(11c + 2) + 34 = 385¢ + 70 + 34 = 385¢ + 104.

Resenim jsou viechna 2 = 385¢ + 104. O

Bodovani. Pocitani modulo 7 za 1 bod
Pocitani modulo 15 s délenim za 2 body
Pocitani modulo 11 za 1 bod
Spravny vysledek 2 body O



