11. cviceni z MB141, jaro 2023

Priklad. 1. Farmar chova ovce. Jejich porodnost je ddna pouze vékem a je primérné 2 ovce
na jednu ovci mezi jednim a dvéma lety véku, 4 ovce na jednu ovci mezi dvéma a tfemi lety
véku a 2 ovce na jednu ovcil mezi tiemi a Ctyfmi roky véku. Ovce do jednoho roku nerodi.
Z roku na rok umie vZdy polovina ovci a to rovnomérné ve vSech vékovych skupinédch.
Po 4 letech posila farmar ovce na jatka. Jakou Cast jehnatek muze kazdy rok prodat, aby
mu velikost stdda zlstdvala stejnd? V jakém vékovém poméru budou rozdéleny pocty ovci
v jednotlivych vékovych skupinich?
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Reseni. Aby Leslieho matice L méla vlastni ¢islo 1, musi byt det(L — E) = 0, coZ nastane
pro Loy = 2/9. Proto mtiZze farmaf prodat 1/2 — 2/9 = 5/18 vSech ovci, které se mu kazdy
rok narodi. Rozdéleni ovci ve vékovych skupindch se ustili v pomérech danych vlastnim
vektorem k 1. Ten je (18,4,2,1).

Priklad. 2. V jezeru Zije populace bilych ryb. Pfedpokladame, Ze druhého roku se dozije
20 % pludku a od tohoto véku jsou ryby schopné se reprodukovat. Z mladych ryb pfeZije
do tietiho roku do stadia velké ryby 60 %. Umrtnost velkych ryb je zanedbatelnd. Dale
predpokladame, Ze ro¢ni prirustek ryb je trojndsobkem poctu ryb schopnych reprodukce.

Tato populace by evidentné jezirko preplnila. Rovnovahu chceme dosdhnout nasazenim
Stik. Kazda Stika sni rocné 500 velkych ryb. Kolik Stik mame do jezera nasadit, aby populace
ryb stagnovala?

Reseni. Populaci rozdélime na pliidek, mladé ryby a velké ryby. Po nasazeni tik je Leslicho
matice populaéniho modelu
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Najdeme 7 tak, aby matice méla 1 jako vlastni ¢islo. To nastane pro 7 = 0, 1. Proto z Stik
sni rocné

500z = 0,9 velkych ryb.
Proto jednu Stiku nasadime na 500 : 0,9 = 556 velkych ryb. O

Priklad. 3. Roc¢ni Albertek Einsteint stavi se 4 kostkami véz. Ta mu ale kazdou chvilku
spadne. KdyZ ji ma Cerstvé spadlou, vezme néjakou kostku a snaZzi se ji postavit na nékterou
Jinou, coZ se mu podafi s pravdépodobnosti 1/2. KdyZ ma véz ze dvou nebo tii kostek,
snazi se postavit dal$i kostku na jeji vrchol, coZ se mu opét s pravdépodobnosti 1/2 podaii.
Pokud ma véz ze Ctyt kostek, radostné zatleskd a véz zbofi. Takto pokracuje porad dokola.
Maminka se na néj po dostatecné dlouhé dobé pfijde podivat. Jaka je pravdépodobnost, Ze
uvidi stat véz o Ctyfech kostkach?
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Reseni. Jde o Markoviiv proces s matici
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Spocitame jeji vlastni vektor k vlastnimu ¢&islu 1. Ten je (8,4, 2, 1). Tedy pravdépodobnosti,
7e maminka uvidi véz vysky 1, 2, 3, 4 jsou postupné 8/15,4/15,2/15,1/15. O

Priklad. 4. Rodina Novdkova kazdorocné jezdi na cely srpen na dovolenou. Bud’ naloZi
auto kempingovym vybavenim a cestuje po Evropé, nebo naloZi kola a jedou k babicce na
Vysocinu. Kazdy rok se rozhoduji podle toho, jak travili dovolenou posledni dva roky, a to
¢asteCné ndhodné za pouZiti klasické kostky. Rozhoduji se podle ndsledujicich pravidel.

e Pokud byli posledni dva roky kempovat po Evropé, jedou na Vysocinu.

e Pokud byli posledni dva roky na Vysociné, tak jedou po Evropé.

e Pokud byli loni kempovat po Evropé a predloni u babicky, pak hdzi kostkou, a kdyz
padne liché ¢islo, tak jedou po Evropé, a kdyZ sudé ¢islo, tak jedou na VysocCinu.

e Pokud byli loni na Vysociné a predloni po Evropé, pak hézi kostkou. KdyZ padne 1
nebo 2, pak jedou na Vysocinu, jinak jedou po Evropé.

Timto zptsobem se o dovolené rozhoduji cely Zivot. V srpnu leto$niho roku je pfijel do
mista jejich bydliSt€ navStivit kamarad, s kterym se nevidéli po mnoho let. Soused, ktery
védél, Ze jsou bud’ na Vysociné€ nebo cestuji po Evropé, ale nevédél, kde byli posledni roky,
jej poslal na Vysocinu. UrcCete, jaka je pravdépodobnost, Ze tam rodinu Novdkovu najde.

Reseni. Stavy procesu jsou ddny tim, kde Novakovi byly v poslednich dvou letech. Oznaéme
je EE, EV, VE, VV. Markovova matice tohoto procesu je
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Pravdépodobnost, Ze budou po mnoha letech na Vysocinég, je souctem polozek EV a VV
v pravdépodobnostnim vektoru, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu Cislu 1. Ten je
+(3,6,6,2). Pravdépodobnost, Zze Novakovi budou na Vyso€ing, je
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Priklad. 5. Populacni model je dan Leslieho matici
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Pro ktera a € (0, 1] populace expanduje, pro kterd sméfuje k vyhynut{ a pro kterd se stabili-
zuje?
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Reseni. Charakteristicky polynom matice je \* + %)\ + a. Kofen 1 ma pro a = %, proa > %
mé kofen > 1 a pro a < 3 md kofen v intervalu (0, 1). Podle toho se populace stabilizuje,
expanduje nebo sméfuje k vyhynuti. O



