MBI141, 7. 6. 2023, zkouska, skupina X

Priklad. 1A. [2 body] Uréete obsah trojihelniku ABC' v prostoru R?, kde A = [2, —1], B =
3,2],C =[-2,3].

ReSeni. Nejprve z bodi A, B, C' zkonstruujeme dva vektory se spole¢nym pocatkem, na-
piiklad B — A = (1,3),C — A = (—4,4). Z vektor( sestavime matici a ur¢fme determinant
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44T 16.
Absolutni hodnota determinantu odpovida obsahu rovnobé&zniku a pro trojihelnik musime
vzit jeji polovinu. Obsah trojuihelniku je tedy 8. O

Priklad. 1B. [2 body] V prostoru R3 uréete vzdjemnou polohu pfimky p : [1,—1,—2] +
r(1,—2,3) aroviny p : [0,—2,—2] + 5(2,1,0) + (-2, -3, 3).

ReSeni. Pokusime se spocitat prinik podprostort, tj. poloZime rovno parametrické vyjad-
feni pifmky p : A + ru a parametrické vyjadieni roviny p : B + sv + tw. (Uvaha se hodi i
v ptipad¢€, kdyby byl prinik prazdny.) Pfevodem vektort doleva a bodd doprava dojdeme k
soustavé vyjadfené vektorovou rovnici ru — sv — tw = B — A. Praktické je jesté prehodit
poradi vektoru u a vektord v, w, abychom se rychleji dostali k parametru r, ktery ndm k
vyjadreni priniku bohaté staci.

Resime tedy maticové schéma

-2 2 1 |-1 -1 3 -2|-1
-1 3 -2|-1 |~-~ 0 -1 110
0 -3 3|0 0o 0 1|1
Soustava ma jediné feSeni, podprostory jsou tak riznobézné. Z posledniho fadku plyne r =
1, prasecikem p N p je tedy bod [1, —1, —2] + (1, —-2,3) = [2, -3, 1]. O

Priklad. 1C. [2 body] Najdéte vektor w, ktery patii do podprostoru generovaného vektory
u=(1,-2,2)av = (1,2,0) v R? a je kolmy k u. (Ndvod: Pfedpokladejte w jako linedrni
kombinaci u a v a aplikujte skaldrni soucin s u.)

ReSeni. Vektor v je s u nezavisly, podprostor je dvourozmérny a vektor v se nutné pou-
Zije pri konstrukci w. MZeme tak predpokladat, Ze w = v + au pro vhodné a. Na rov-
nici aplikujeme skaldrni souéin s vektorem u. Z pozadavku kolmosti mdme (u,w) = 0,
atedy 0 = (u,v) + a(u,u), po dosazeni 0 = —3 + 9a. Dostdvame a = 1/3, tedy
w=(4/3,4/3,2/3) ~ (2,2,1). O
Priklad. 2A. [2 body] O markovském procesu vime, Ze sestava ze tii stavi A, B, C, stav se
vzdy méni (tj. proces neprejde do stejného stavu, v némz se praveé nachazi), pravdépodobnost
pfechodu z C' do A je 1/2 a proces se ustdl{ ve staciondrnim vektoru (2/9,1/3,4/9) pro dané
poradi stavt. UrCete matici procesu M.

ReSeni. Z pozadavki primo plyne, Ze na hlavni diagonale matice M jsou nuly (stav se vzdy

méni) a v pravém hornim rohu je 1/2 (pfechod C' — A). ProtoZe matice je pravdépodob-

nostni, musi byt zbyvajici burika tetiho sloupce 1 — % = % Pro pohodli miZzeme staciondrni

vektor vyndsobit deviti (coz je také vlastni vektor pro vlastni ¢islo 1.) Zbyvajici koeficient =

v prvnim fddku pak musi vyhovovat rovnici —2 4 3z 44 - % = 0, odkud mame x = 0. (Pre-

chod B — A se tedy také nedéje.) Opakovanim tvahy o pravdépodobnostni matici zjistime,
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7Ze bunka ve 3. fadku a 2. sloupci musi byt 1. Kone¢né pravdépodobnost y prechodu A — B
musi spliiovat 2y — 3 + 4 - % = 0, tedy y = 1/2 a odtud dopocitame i posledni buiiku pro
prechod A — C. Vysledkem je matice

0 0 1/2
M=|1/2 0 1/2
1/2 1 0

(Il

Priklad. 2B. [5 bodii] a) Ur&ete zbytek po celodiselném déleni &isla 20222923 Eislem 2024.
b) Najdéte inverzi Cisla 255 v modulu 2024.

ReSeni. a) Modul 2024 1ze opakované délit 2 a vysledek je délitelny 11, ¢imZz dostaneme
2024 = 23 - 11 - 23. Z obdrZeného prvo&iselného rozkladu mdme ¢(2024) = (2 — 1) - 22 -
(11 —1) - (23 — 1) = 880.

UZitim Eulerovy véty dostaneme 2022%0% = (—2)2023-2:880 — _9263 (10d 2024). Ziejmé
—2%63 = () (mod 8) a uZitim malé Fermatovy véty dostaneme —2203 = —2203-26:10 — _g =
3 (mod 11) a —220% = —2263-1222 — _9-1— 79 = 11 (mod 23).

Cislo —2263 ngsledn& dopotitdme podle &inské zbytkové véty postupnym dosazovanim.
Z 8a = —3a = 3 (mod 11) mdme a = —1 (mod 11), tj. —22%3 = —8 = 80 (mod 88). Z
88b + 80 = 19b + 11 = 11 (mod 23) mame dokonce b = 0 (mod 23). Hledany zbytek je
tedy 80.

b) Z vypoctl Casti (a) vime, Ze je tfeba urcit inverzi x ¢isla 255 v modulech 8,11 a 23.
Ziejmé 255 = —1 (mod 8),255 = 2 (mod 11) a 255 = 2 (mod 23). Protoze 255 dava
stejny zbytek 2 v modulech 11 i 23, miZeme posledni dvé kongruence sloucit a fesit radéji
soustavu —z = 1 (mod 8) a 2z = 1 (mod 253). Odtud hned vidime, Zze x = —1 (mod 8)
ax = 127 (mod 253). Protoze 127 = —1 (mod 8), je uz = 127 hledanou inverzi i v
modulu 2024. O

Priklad. 3A. [2 body] V roviné R? najdéte n&jaky vektor v, ktery s vektorem u = (1, —2)
svird thel 7 (= 45°).

Reseni. Vektor v miZzeme ziskat pfimo z u otoCenim o 7 /4, tj. ndsobenim matic{

(nd ) () =20 ) () -2 ()~ (3)

Pokud si vzorec pro matici otaCeni nepamatujeme, mizeme si ji zde snadno odvodit ze
znalosti obrazi vektori standardni baze.

Alternativni postup: K vektoru u najdeme normdlovy vektor stejné velikosti w = (2, 1).
Vektory u, w pak tvoii sousedni strany Ctverce, vektor v = u + w = (3, —1) je dhlopfickou
a déli pravy thel na poloviny.

Dalsi alternativni postup (ale nedoporuceny): Do vzorce pro vypocet odchylky vektora
dosadime u a snazime se odvodit soufadnice (x,y) vektoru v. Po Gpravé zjistime, Ze pomér
(u,v) =z — 2y a |jv|| = /2% + y? je \/5/2. Soufadnice tedy ziskdme napfiklad feSenim
soustavy x — 2y = 5, 22 + ? = 10. O
Priklad. 3B. [5 bodii] a) Urdete matici A zobrazeni f : R®> — R3 ve standardni bazi, které
je kolmou projekci na piimkup : 2 +y =0,2 —y — 2 = 0.

b) Urcete obraz f(v) vektoru v = (1, 1, 3).
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ReSeni. a) Vektory m = (1,1,0),n = (1, —1, —1) vychézejici z obecného vyjadieni piimky
p jsou na p kolmé, v projekci f se tedy anuluji: f(m) = f(n) = 0. Smérovym vektorem
pifmky p je napiiklad u = (1, —1, 2) a ten se zobrazi sdm na sebe: f(u) = u.

Vektory m, n, u a jejich obrazy naskladdme fadkoveé do maticového schématu a upravime
tak, aby se na levé stran€ objevila jednotkova matice, tj. vektory standardni baze:

1 1 0|0 0 O 1 00 1/6 —-1/6 1/3
! -1 -1j0 0 0 |~--~|01O0|-1/6 1/6 -—1/3
1 -1 2|1 =1 2 o0 1| 1/3 -1/3 2/3
Hledand matice A je tedy
1 -1 2
—1-1 1 =2
2 =2 4

b) Obraz vektoru v ziskdme pomoci nasobeni matici z ¢asti (a): f(v) = Av = (1, —1,2).
Alternativni postup: Pokud se nepovedl vypocet matice A, mizeme vyjadrit vektor v v bazi
a = (m,n,u), ¢imz dostaneme soufadnice v, = (1, —1, 1). ProtoZe pfispévky vektort m,n
se anuluji, obraz bude mit soufadnice f(v), = (0,0, 1), emuz ve standardni bdzi odpovida
pravé vektor u. O



