MBI141, 13.9. 2023, zkouska, skupina Y

Priklad. 1A. [2 body] UvaZujme vektorovy prostor R*. Rozhodnéte, které z vektori

up = (2,0,1,1), us = (1,—-1,-5,—-1)
patii do podprostoru P generovaného vektory
vy =(1,1,-1,-1), vy = (1,3,3,1), vs = (0,1,2,3).

Resen. Vektory v1, v2, v3 naskladame jako sloupce nalevo do maticového schématu. Kdy-
bychom testovali jeden vektor, zaradili bychom ho napravo a zjist' ovali, zda navySuje hod-
nost matice, &i ekvivalentng, zda mé odpovidajici soustava rovnic fedeni. Upravy na scho-
dovy tvar by se ovSem provadély pro oba vektory u;,us stejné, mizeme si tedy postup
racionalizovat a vyfesit jedinym schématem, kde vypiSeme vpravo oba vektory:

1 1 0]2 1 1 10]1 2
1 3 1/0 —1 02 1|-2 —2
1321 =577 o0oo02/2 5
11 3|1 -1 0007 0

Sloupec vektoru u; vycniva za posledni schod urceny levou stranou, zvysil by tak hodnost
hodnost matice, a proto v podprostoru P neleZi. Naopak us se do tohoto posledniho schodu
vejde, tj. je nutné linedrni kombinaci vektord vy, vy, v3 a patif tedy do P. O
Priklad. 1B. [2 body] Necht' zobrazeni f : R?* — R? je symetrif (zrcadlenim) podle roviny
p : x5 = 0. Najdéte matici M takovou, Ze v soufadnicich standardni baze je f(x) = Mzx.

Resen. Normdlovym vektorem roviny p je n = (0, 1,0). Ten se pfi zrcedleni zobrazi na
opacny vektor: f(n) = —n. V roviné€ p lezi mimo jiné dalsi dva vektory standardni baze
u=(1,0,0) av = (0,0,1) a ty zlstavaji pfi zrcadleni na misté: f(u) = u, f(v) = v. Pro-
toZe zndme obrazy vSech vektorl standardni baze, jejich prostym poskladdnim do sloupcti
dostdvame ihned matici M:

1 0 0
M=10 -1 0
0 0 1

Priklad. 1C. [2 body] V prostoru R? uréete prinik roviny p : # — 3y + 22 = 1 a piimky
p:x—y=1y—z=—1.Jakd je jejich vzdjemnd poloha?

Reseni. Body priniku musi souc¢asné vyhovovat v§em rovnicim, budeme je tedy fesit jako
soustavu linedrnich rovnic:

1 -3 2|1 1 -3 2|1
1 -1 0|1 ~oe~ 01T =110
0 1 —-1|-1 0 0 0 -1
Soustava zfejmé nema feSeni, podprostory jsou tedy rovnobézné. O

Priklad. 2A. [2 body] Najdéte celd Cisla z, y, aby platilo
23z 4+ 18y = 1.
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ReSeni. Cisla 23,18 jsou nesoudélnd, tedy podle Bezoutovy véty ma rovnice feSeni. Toto
feSeni lze nalézt postupnym d€lenim se zbytkem podle Eukleidova algoritmu a zpétnym
dosazovanim:

23 =18+ 5, 18(x +y) + b5z = 1,
18=3-5+3, 5(dx +3y) +3(x +y) =1,
5=3+2, 3(br +4y) +2(4x + 3y) = 1,
3=2+1, 2092 + Ty) + (5x + 4y) = 1.
Soustava
9z + Ty = 0, Sr+4y =1
ma feSeni z = —7,y = 9 a to je i odpovéd’ na pivodni dlohu. O

Priklad. 2B. [5 bodu] a) Prolomte Sifru RSA s vefejnym kli¢em n = 247 = 13- 19, e = 23,
tj. najdéte inverzi d k e modulo ¢(n).

b) V daném kryptosystému zaSifrujte zpravu M = 15 jako C' = M*¢ (mod n). Pfi vypoctu
doporucujeme pocitat C' nejdiiv zvlast modulo 13 a modulo 19 a vyuzit Eulerovy véty pro
zjednoduseni (zredukovani) exponentu, poté dat tyto vysledky dohromady pomoci Cinské
zbytkové véty.

ReSeni. a) ProtoZe 247 = 13-19, snadno uréime ¢(n) = 12-18 = 216. Kongruence 23d = 1
(mod 216) mé feSeni d = 47.

b) Dostdvame 1523 = 211 = 2.4° = 8-.3%2 = 7 (mod 13) a 15 = (—4)° = —
(—3)? =2 (mod 19). Z druhé kongruence 152 = 19¢ + 2, dosazenim do prvni a vyfeSenim
dostaneme ¢ = 3 (mod 13), takze C = 15% = 59 (mod 247). O
Priklad. 3A. [2 body] Urcete vzdalenost bodu A = [3,2] od pfimky p : 2z —y = —1 v
roviné R2.

ReSeni. Vzdalenost se bude realizovat ve sméru kolmém na primku, tedy ve sméru norma-
lového vektoru n = (2, —1). Pata kolmice B na pfimce p je tedy tvaru A + tn pro vhodné ¢
a souCasné spliuje rovnici pifimky. Dosazenim tohoto parametrického vyjddieni dostaneme
rovnici
2(3+2t) — (2—1t) =—1,
jejimz feSenim je ¢ = —1. Vzdélenost uréime jako velikost vektoru tn:
d(A,p) = |ltnl| = |t] - |Inl| = | = 1] - V22 + (=1)2 = V5.
O

Priklad. 3B. [5 bodi] Uvazujeme tiistavovy Markoviv fetézec se stavy A, B, C' a pravdé-
podobnostmi piechodii

P(A — A) =0, P(A— B)=1/2, P(B— A) =1/3,
P(B — B) = 1/3, P(A — C) =1/2, P(C — A) =0,
P(B— C) =1/3, P(C — B) =1/2, P(C = C) =1/2,

a) Sestavte pfechodovou pravdépodobnostni matici M a ovéfite, Ze je primitivni, tj. Ze
néjak4 mocnina M* m4 viechny ¢leny kladné.
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b) Urcete pravdépodobnost, s jakou se bude po dostate¢né dlouhé dobé systém dostdvat
do stavu A.

ReSeni. a) Matici sestavujeme tak, aby vstupni stavy odpovidaly sloupciim a vystupni stavy
radkam. Pti dodrZeni abecedniho poradi stavli dostaneme matici

0 1/3 0
M=|1/2 1/3 1/2
1/2 1/3 1/2
Primitivnost miiZzeme provéfit symbolickym umociiovanim matice <§)rr $ %), pri¢emz zjis-
time, Ze jiz M? je pozitivni.
b) Hleddame vlastn{ vektor pro vlastni islo 1, tj. fe§ime homogenni soustavu (M — E)z =
0. Netrividlnim feSenim je napiiklad vektor x = (1,3, 3). Jeho vydélenim &islem 1 + 3 +

3 = 7 dostaneme pravdépodobnostni vektor (1/7,3/7,3/7). Stav A tedy bude navs§tévovén
s pravdépodobnosti 1/7. O



