MB141, 19. 6. 2023, zkouska, skupina Y

Priklad. 1A. [2 body] Rozhodnéte, zda soustava linearnich rovnic

r +4dy —2z +3w =0
20 +7y —z +4w = -3
—r -2y —4z 4w =6
ma feSeni. Pfipadné feSeni nehledejte, ale odpovéd’ nélezité zdivodnéte.

ReSeni. Soustavu prepiSeme do maticového schématu a upravime na schodovy tvar:

1 3 =2 3]0 1 4 -2 310
2 6 -1 4|2 | ~--~ 0 -1 3 —=2|-2
-1 -1 —4 2| 4 0o 0 0 —-1]0
Hodnost (pocet nenulovych fadki) zdkladni i rozSifené matice je stejny (3), soustava tedy
ma4 feSeni. O

Priklad. 1B. [2 body] Najdéte matici M zobrazeni f : R* — R? (ve standardni bézi), které
Jje kolmou projekci (promitdnim) na rovinu p : y = 0.

ReSeni. Normdlovym vektorem roviny p je n = (0,1,0). Ten se pii projekci anuluje:
f(n) = 0. V roviné p lezi mimo jiné dal${ dva vektory standardni bize uv = (1,0,0) a
v = (0,0, 1) a ty projekce ponechdva na misté: f(u) = u, f(v) = v. Protoze zndme obrazy
vSech vektorii standardni baze, jejich prostym poskladanim do sloupct dostdvame ihned
matici M:

1
M=10
0

o o O
_— o O

O

Priklad. 1C. [2 body] Urcete vzdalenost bodu A = [11,5, 3] od roviny p : B+ su+tv, B =
2,2,3],u=(0,1,—2),v = (1,-3,2) v prostoru R?.

ReSeni. Vzdilenost se realizuje kolmici na rovinu p, tj. ve sméru jejiho normélového vek-
toru n. Ten je feSenim soustavy rovnic (n, u) = 0, (n,v) = 0, tedy napf. n = (4,2, 1). Ulohu
1ze dopocitat mnoha zptisoby, napf. tak, Ze do sméru vektoru n promitneme vektor A — B =
(9,3,0). Je-li P pata kolmice z B, plati A— B = (A— P)+ (P — B), pficemz A — P = kn
a P — B 1 n.Po aplikaci skaldrntho sou¢inu s n dostaneme (A — B,n) = k(n,n), odkud
42 = 21k a k = 2. Hledand vzddlenost je tedy ||kn| =2 -v42 +22+1=2-+/21. O
Priklad. 2A. [2 body] Najdéte inverzi prvku = 35 modulo 96.

ReSeni. Modul Ize rozloZit 96 = 25-3. Plati 35 = 3 (mod 32) a ziejm& 3-11 = 1 (mod 32).
Didle 35 = —1 (mod 3)a—1-(—1) = 1. Plati tak ' = 32a+112a32a+11 = —1 (mod 3),
odkud a = 0 (mod 3), a celkem tedy ! = 11 (mod 96).

Alternativni postup: Inverzi ur¢ime jako koeficient a v Bezoutove rovnosti 35a + 96b = 1
s vyuzitim Eukleidova algoritmu. O

Priklad. 2B. [5 bodt] Necht' n = 29 je modul a g = 8.
a) DokaZte, Ze g je primitivni kofen.
b) Bob zna Alicin vefejny kli¢ g* = 27, zvoli si b = 9 a chce poslat zpravu M = 13
protokolem ElGamal. Urdete jeho vefejny kli¢ ¢° a zaSifrovanou zpravu g?° M.
1
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ReSeni. a) Sta&i zkontrolovat, 7e g™ nenabyvd hodnoty 1 pro maximélni délitele m &isla
#(n). Protoze plati ¢(29) = 28 = 22 .7, jsou témito ,kritickymi* exponenty 22 = 4 a
2.7 = 14. Dostdvame 8' = 64> =62 =7 # 1 (mod 29) a8 =6"=6-7=6-7-(-9) =
—117= —1#1 (mod 29).

b) S vyuZitim vypoltii z &asti (a) dostdvame: ¢* = 82 =8-(81)2=8-72=8-(—9) =15 (
mod 29), g% =27 = (-2)? = (=8)> = =8 - 6 = 10 (mod 29) a 10 - 13 = 14 (mod 29).
O
Priklad. 3A. [2 body] Urcete vlastni ¢isla matice

010
A=11 0 0
0 0 2

ReSeni. Hleddme koreny charakteristického polynomu, tj. determinantu

-2 1 0
I A—AE|=]1 —-X 0 |.
0 0 2—-2AX
Determinant 1ze rozvinout napf. podle tfetiho fadku, a nisledné snadno dopocitat: |A —
AE|=(2—=X) (A% —=1)=(2—=X)(A—=1)(A+ 1). Kofeny tedy jsou 2,1, —1. 0

Priklad. 3B. [5 bodu] Stary dub prochazi kazdy rok nékterou ze tii riistovych fazi: bud’to
sili v kofenech, nebo ve vétvich, nebo plodi Zaludy. Po roce, ve kterém dub neplodi, s prav-
dépodobnosti 1/2 nésleduje rok, ve kterém dub sili ve vétvich, a s pravdépodobnosti 1/4
nasleduje rok, ve kterém dub sili v kofenech. Po roce, ve kterém dub plodi, nisleduje s
pravdépodobnosti 3/4 rok, ve kterém dub sili ve kofenech, a dub ur€ité zvovu neplodi.

a) UrCete matici Markovova procesu M v poradi stavil ,kofeny*, ,,vétve*, ,Zaludy“.

b) Urcete pravdépodobnost, Ze v daném roce dub plodi.

ReSeni. a) Pro ,nezaludové® roky dopo&itaime doplitkovou pravdépodobnost 1 /4 pro si-
tuaci, ze dub bude v nésledujicim roce plodit. Podobné uréime, Ze po ,,Zaludovém* roce
ndsleduje s pravdépodobnosti 1/4 ,kofenovy* rok. Poskladdanim pravdépodobnostnich roz-
déleni do sloupcii dostaneme matici

1/4 1/4 3/4
M=1[1/2 1/2 1/4
1/4 1/4 0

b) Nejprve uréime stacionarni vektor v jako vlastni vektor matice M pro vlastni Cislo 1,
tj. feSeni homogenni soustavy (M — E)v = 0. ReSenim je napf. vektor v = (7,9,4), po

normalizaci dostdvdme pravdépodobnostni vektor %v. Pravdépodobnost Zaludového roku
jetedy o = 1
jetedy 55 = =.

Alternativni postup: Bylo moZzné vyuZzit i faktu, Ze nezaludové roky vedou ke stejnému

vyvoji, sloucit je do jednoho stavu a pocitat pouze dvoustavovy proces. O



