MBI141, 23. 5. 2023, zkouska, skupina Y

Priklad. 1A. [2 body] UvaZujme vektorovy prostor R*. Rozhodnéte, které z vektori

Uy = (1,—1,—1,-5), Uy = (2,1,0,1)
patii do podprostoru P generovaného vektory
v =(1,-1,1,-1), ve = (1,1,3,3), vg = (0,3,1,2).

Resen. Vektory vq, v2, v3 naskladame jako sloupce nalevo do maticového schématu. Kdy-
bychom testovali jeden vektor, zaradili bychom ho napravo a zjist' ovali, zda navySuje hod-
nost matice, & ekvivalentng, zda ma odpovidajici soustava rovnic feseni. Upravy na scho-
dovy tvar by se ovSem provadély pro oba vektory ui,us stejné, mizeme si tedy postup
racionalizovat a vyfesit jedinym schématem, kde vypiSeme vpravo oba vektory:
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Sloupec vektoru uy vyCniva za posledni schod urceny levou stranou, zvysil by tak hodnost
hodnost matice, a proto v podprostoru P nelezi. Naopak u; se do tohoto posledniho schodu
vejde, tj. je nutné linedrni kombinaci vektord vy, vy, v3 a patii tedy do P. O
Priklad. 1B. [2 body] Necht’ zobrazeni f : R?* — R? je symetrif (zrcadlenim) podle roviny
p : x3 = 0. Najdéte matici M takovou, Ze v soufadnicich standardni baze je f(x) = M.
Reseni. Normalovym vektorem roviny p je n = (0,0, 1). Ten se pii zrcedleni zobrazi na
opacny vektor: f(n) = —n. V roviné p lezi mimo jiné dalsi dva vektory standardni béze
u=(1,0,0) av = (0,1,0) a ty ztstdvaji pii zrcadleni na misté: f(u) = u, f(v) = v. Pro-
toze zname obrazy vSech vektori standardni baze, jejich prostym posklddanim do sloupct
dostavdme ihned matici M :
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Priklad. 1C. [2 body] V prostoru R? ur&ete prinik roviny p : © — 3y + 2z = 1 a piimky
p:x—y=—1,y—z= —1.Jakd je jejich vzijemna poloha?
ReSeni. Body priiniku musi souasné vyhovovat viem rovnicim, budeme je tedy fesit jako
soustavu linedrnich rovnic:

1 -3 2|1 1 -3 2|1
1 -1 0|-1|~---~10 1 —-1|-1
0 1 —-1|-1 0 0 071]0

Soustava ma zfejmé nekonecné mnoho feseni (s jednim parametrem), prinikem je tak celd
piimka p a plati p C p. O

Piiklad. 2A. [2 body] Uréete zbytek po déleni &isla 9(°) tiindcti.
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ReSeni. Podle malé Fermatovy véty plati 9'2 = 1 (mod 13), EehoZ vyuZijeme ke sniZeni
exponentu 9? na jeho zbytek po déleni dvandcti. Plati 9> = 9 (mod 12), takze 9° = 9 -
((92)2)2 = 9 (mod 12); podobn& 92 = 3 (mod 13), proto 9" = 99 = 9. ((92)2)2
9.(3%)2=9.92=9-3=1 (mod 13). Zbytek po d&leni &isla 9°" tiinacti je 1.
Priklad. 2B. [5 bodu] Alice a Bob pouzivaji pro Sifrovanou komunikaci protokol ElGamal.
Vetejnymi informacemi jsou modul 13 a primitivni kofen g = 6.

a) Ovéite, Ze g je skuteCné primitivni kofen.

b) Uto¢nici Evé se podafilo vyzvédét spoleny soukromy kli¢ ¢* = 7, z n&jz diky vypo-
¢tim v ¢asti a) zvladla urdit exponent ab = 7, a také Bobliv soukromy kli¢ b = 5. Pomozte
Evé dokoncit rozbiti Sifry a urCete Alicin soukromy kli€ a.

a i

Reseni. a) Cislo ¢ je primitivnim kofenem, pokud ¢(13) = 12 je nejmen3i prirozeny ex-
ponent z, pro n&jZ je g* = 1 (mod 13). Protoze 12 = 22 - 3, stali provéfit mocniny g pro
maximaln{ délitele 12, coZ jsou 4 a 6. (Pokud g* # 1 a ¢% # 1, pak ¢°* = 1 azZ pro x = 12.)
Dostavame (vSe v modulu 13):

6> = 36 :
! (_3)2 —4 §é 17
Sz (-3 =4 (-y=-121,
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tedy g = 6 je primitivni.
b) Potfebujeme s co nejmensi ndmahou zjistit exponent ab ze znalosti spolecného klice

g® = 7, odkud se znalosti b uz snadno uréime a. Ve vypoctech z a) jsme zjistili, ze 6! = 6
a6% = —1, z &ehoZ plyne 6" = 6! = 6- (—1) = —6 = 7. To znamena, Ze ab = ba = 7
(mod 12) atedy a = 11 (mod 12). O
Priklad. 3A. [2 body] Urcete vzdélenost bodu A = [5, 2] od pfimky p :  + 3y = 1 v roviné
R2.

ReSeni. Vzdilenost se bude realizovat ve sm&ru kolmém na pfimku, tedy ve sméru norméa-
lového vektoru n = (1, 3). Pata kolmice B na piimce p je tedy tvaru A + ¢tn pro vhodné ¢
a soucasné spliuje rovnici pifimky. Dosazenim tohoto parametrického vyjadieni dostaneme
rovnici

(54+1t)+3(2+3t) =1,

jejimz feSenim je ¢ = —1. Vzddlenost urc¢ime jako velikost vektoru tn:
A(A,p) = [l = |t - ]l = |~ 1] VI + 32 = V0.
O

Priklad. 3B. [5 bodi] Uvazujeme tiistavovy Markoviv fetézec se stavy A, B, C' a pravdé-
podobnostmi piechodil

P(A — A) =1/2, P(A— B) =1/2, P(B — A) = 1/3,
P(B — B) =1/3, P(A—C) =0, P(C — A) =1/2,
P(B—C)=1/3, P(C — B) =1/2, P(C = C) =0,

a) Sestavte pfechodovou pravdépodobnostni matici M a ovéfite, Ze je primitivni, tj. Ze
néjak4 mocnina M* m4 viechny ¢leny kladné.
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b) Urcete pravdépodobnost, s jakou se bude po dostate¢né dlouhé dobé systém dostdvat
do stavu A.

ReSeni. a) Matici sestavujeme tak, aby vstupni stavy odpovidaly sloupciim a vystupni stavy
radkam. Pti dodrZeni abecedniho poradi stavli dostaneme matici

1/2 1/3 1/2
M=|1/2 1/3 1/2
0 1/3 0
o . . . + 4+ . .
Primitivnost miiZzeme provéfit symbolickym umociiovanim matice <'(|)' * g), pri¢emz zjis-
time, Ze jiz M? je pozitivni.
b) Hledame vlastn{ vektor pro vlastni islo 1, tj. fe§ime homogenni soustavu (M — E)z =
0. Netrividlnim feSenim je napiiklad vektor x = (3,3, 1). Jeho vydélenim &islem 3 + 3 +

1 = 7 dostaneme pravdépodobnostni vektor (3/7,3/7,1/7). Stav A tedy bude navstévovan
s pravdépodobnosti 3/7. O



