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Priklad. 1A. [2 body] Lineérni podprostor P prostoru R* je generovén vektory
u = (1,-1,-1,2), wuy=(2,-2,-2,4), u3z=(3,2,3,4), us=(-2,7,8,—6).
Vyberte z téchto vektorti bazi podprostoru P.

ReSeni. Vektory prepiSeme jako sloupce do matice a upravime ji na schodovy tvar:

1 2 3 -2 113 -2
-1 -2 2 7 005 5
1 -23 8|77 {ooo0 o
2 4 4 —6 000 0

Pokud dochazi ve sloupci k odskoku na novy schod, znamena to, Ze prislusSny vektor je
nezavisly na predchozich (prispiva k navySeni hodnosti matice ¢i dimenzi podprostoru) a je
tak vhodny pro zafazeni do bdze. Za bazi tedy lze zvolit napiiklad dvojici (u, us). O
Priklad. 1B. [2 body] Dokazte, Ze 17 neni primitivni kofen modulo 19.

Reseni. ProtoZe ¢(19) = 18 a 17 neni primitivni, mélo by nastat 170 = 1 (mod 19) nebo
17° = 1 (mod 19). Budeme tedy postupné po&itat 172,173, 17%,17° s tim, Ze bude-li n&ktery
mezivysledek uz kongruentni 1, miZeme ihned skongit. Cislo 17 nahradime —2 a dostavame
(—2)? = 4,(-2)® = —=8,(=2) =64 = 7,(-2)? = =8 -7 = 1, coZ jsme potiebovali
dokdzat. O
Priklad. 1C. [2 body] Uréete posledni dvojéisli &isla x = 1234°7.

ReSeni. Ziejmé je 1234°7 délitelné 4 a stali tedy uréit 1234°%7 = 9°67 =? (mod 25). Plati
$(25) = 20, zredukujeme tedy tlohu na vypocet 97 modulo 25. Dostdvame 97 = 9 - 813 =
9.-62=9-6-11 = —6 (mod 25). Substituci # = 4y do kongruence dojdeme k vysledku
x = 44 (mod 100), posledni dvojéisli je tedy 44. O
Priklad. 2A. [2 body] Urcete vzdjemnou polohu piimky p : z+2y+2 =0, —z+y—2z =1
aroviny p: A+ru+sv,A=[1,-2,4],u = (1,—-1,1),v = (=2,0, 1) v€etné pfipadného
priniku v R3.

Reseni. Ulohu lze fesit dosazenim parametrického vyjadieni roviny p do parametrického
vyjadfeni pfimky p. Dostavame soustavu (1 + 7 — 2s) +2(=2 —r)+ (4 +r + s) =
0,—(14+7r—2s)+ (=2—1r)—2(4+r+s) = 1, jejimz feSenim je dvojice parametr

r = —3,s = 1. Z jednoznacnosti vyplyva, Ze prinik je jednoprvkovy a podprostory jsou
riznobézné. Dosazenim r, s do parametrického vyjadieni p dostaneme pNp = {[—4, 1, 2]}.
O

Priklad. 2B. [5 bodii] a) Urcete matici M linearniho zobrazeni f : R® — R? (ve standardni
bdzi), které je otdCenim prostoru kolem pifmky p se smérovym vektorem v = (1,0,1) o
thel 7 = 180°.

b) Urcete obraz vektoru w = (1,2, 3) v zobrazeni f.

ReSeni. a) Nejprve najdeme dva vektory udavajici rovinu kolmou na p¥imku p, napf. m =
(0,1,0),n = (1,0, —1). Pro zobrazeni f plati f(u) = u, f(m) = —m, f(n) = —n. Upravou
1



2

maticového schématu

10 1)1 0 1 10 0[{0 0 1
601 00 -1 0 |~---~101O0(0 =10
10 —-1|{1 0 -1 00 1|1 0 O
dojdeme k feSeni
0 0 1
M=10 -1 0
1 0 0
b) f(w) ur¢ime jako Mw = (3,—2,1). O
Priklad. 3A. [2 body] Najdéte vektor w o velikosti 1 kolmy na vektory v = (1,5,1),v =

(2,4, —1) vIR3.
ReSeni. Nejprve najdeme n&jaky nenulovy vektor z kolmy na u, v, tj. (z,u) = (z,v) = 0.
Prepsani skalarnich soucint do soutradnic vede k homogenni soustavé rovnic s matici

1 5 1
2 4 -1)°

Redenim je napiiklad z = (3, —1,2), jeho velikost je ||z|| = /3% + (—1)2 + 22 = V14
Odtud jiz odvodime w = ¥11(3, —1,2). 0
Priklad. 3B. [5 bodi] Uvazujeme tiistavovy Markoviv fetézec se stavy A, B, C' a pravdé-
podobnostmi piechodil
P(A— B) =0, P(B—C)=0, P(C — A)=0,
P(A— A)=1/3, P(B— B)=1/2, P(C — C)=2/3.
a) Dopocitejte zbylé piechody a sestavte prechodovou pravdépodobnostni matici M. Ovéite,
ze M je primitivni, tj. Ze n&jakd mocnina M* m4 viechny ¢leny kladné.
b) Urcete pravdépodobnost, s jakou se bude po dostatecné dlouhé dobé systém dostdvat
do stavu A.

ReSeni. a) Matici sestavujeme tak, aby vstupni stavy odpovidaly sloupciim a vystupni stavy
radkim. Chybéjici informace doplnime z faktu, Ze soucet pravdépodobnosti vystupi z kaz-
dého stavu je 1. Pfi dodrZeni abecedniho potadi stavi dostaneme matici

/3 1/2 0
M = 0 1/2 1/3
2/3 0 2/3
Primitivnost miZeme provéfit symbolickym umocniovanim matice <§ jog %), pricemz zjis-
time, Ze jiz M? je pozitivni. (V kazdém fadku i sloupci jsou dv& +, mus{ se tedy pfi ndsobeni

podle ptihradkového principu nékterd z nich potkat.)

b) Hleddme vlastn{ vektor pro vlastni islo 1, tj. fe§ime homogenni soustavu (M — E)z =
0. Netrividlnim feSenim je naptiklad vektor x = (3,4, 6). Jeho vydélenim islem 3+4+6 =
13 dostaneme pravdépodobnostni vektor (3/13,4/13,6/13). Stav A tedy bude navstévovin
s pravdépodobnosti 3/13. O



