MBI141, 30. 5. 2023, zkouska, skupina X

Priklad. 1. [2 body] Dopliite vektory v = (1,1,2,—1), v = (—3,0, —4, 2) dal$imi dvéma
vektory e;, e; tak, aby dohromady tvofily bazi celého prostoru R*, kde ey, es, €3, €4 znali
standardni bazi. Jinymi slovy vyberte z Sestice vektort u, v, eq, s, e3, €4 néjakou maximalni
linedrné nezavislou podmnoZzinu (obsahujici oba vektory u, v).

ReSeni. Do spolecného maticového schématu s u, v zapiSeme vSechny ey, es, €3, €4, upra-
vime na schodovy tvar a sledujeme, které sloupce navysuji hodnost matice (jsou nezavislé
na predchozich):

1 =3/1 000 1 =3(1 0 0 0
1 00100 . 0 —1|1 0 0 1
2 —4/0 01 0 0 0210 3
-1 2|00 01 0 0|0 01 2
Nové schody se utvafi ve tietim a patém sloupci, coz odpovidd e; a e3. Bazi je tedy napf.
Ctvefice (u, v, eq, €3). O
Priklad. 2. [2 body] UrCete vzdalenost mimob&zek p : [0, —3, 4]4+¢(1,0,—2)aq : [11,1,3]+
5(3,0,1) v R

ReSeni. Vypocet si Ize vyznamné uleh&it, pokud si viimneme, Ze zam&Feni kazdé z pfimek
p, q lezi pouze v roviné xz a osa mimobéZek je tudiZ rovnobéZznd se soufadnou osou y. Diky
tomu je zfejmé, Ze pruseciky, v nichZ se osa mimobézek realizuje, maji stejné souradnice
x a z a vzdélenost Ize spocitat pouze z rozdilu v soufadnicich y. OvSem tato soufadnice je
pro pifmku p i pfimku ¢ konstantni a miZeme si ji vypuj¢it uz z boda [0, —3,4], [11, 1, 3]
parametrického vyjadieni. Dostavdme
d(p,q) =| -3 -1 =4

O
Priklad. 3. [2 body] Urcete odchylku ptimky p : [—1,2,2] + t(—1,1,0) a roviny p : 22 —
y + 2z = 1 v prostoru R3,
Reseni. ProtoZe znime smérovy vektor v = (—1,1,0) a normalovy vektor n = (2, —1,1),
miiZzeme snadno urcit dhel, ktery sviraji odpovidajici piimky:

o) _ 1=3] _ V3

loll -l v2-v6 2

Odtud o = 7/6 (= 30°) a hledanou odchylku podprostorit dopocitime jako doplnék do

cosa =

pravého thlu 7/2 — 7/6 = 7/3 (= 60°). O
Priklad. 4. [2 body] Najdéte cela Cisla x, y, aby platilo
23z + 18y = 1.

ReSeni. Cisla 23,18 jsou nesoudélnd, tedy podle Bezoutovy véty mé rovnice feSeni. Toto

feSeni 1ze nalézt postupnym délenim se zbytkem podle Eukleidova algoritmu a zpétnym
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dosazovanim:
23 =18 +5, 18(x +y)+5xr =1,
18=3-5+3, 5(4x 4+ 3y) +3(x +y) =1,
5=3+2, 3(5r +4y) +2(4x + 3y) = 1,
3=2+1, 209z + Ty) + (bx +4y) = 1.
Soustava
9z 4 7y =0, Sr+4y =1
ma feSeni x = —7,y = 9 ato je i odpovéd’ na puvodni dlohu. O

Priklad. 5. [5 bodt] a) Prolomte Sifru RSA s vefejnym klicem n = 247 = 13 - 19, e = 23,
tj. najdéte inverzi d k e modulo ¢(n).

b) V daném kryptosystému zasifrujte zpravu M = 15 jako C' = M*° (mod n). Pfi vypoctu
doporucujeme pocitat C' nejdiiv zvlast modulo 13 a modulo 19 a vyuZit Eulerovy véty pro
zjednoduSeni (zredukovani) exponentu, poté dét tyto vysledky dohromady pomoci Cinské
zbytkové véty.

ReSeni. a) ProtoZe 247 = 13-19, snadno uréime ¢(n) = 12-18 = 216. Kongruence 23d = 1
(mod 216) mé feSeni d = 47.

b) Dostdvame 15%% = 21! = 2.4° =8-32 = 7 (mod 13) a 15 = (—4)° = —4 -
(—3)? =2 (mod 19). Z druhé kongruence 152 = 19¢ + 2, dosazenim do prvni a vyfeSenim
dostaneme ¢ = 3 (mod 13), takze C = 15% = 59 (mod 247). 0

Priklad. 6. [2 body] Najdéte néjakou matici L Leslieho procesu, v némz rozliSujeme 3
vékové kategorie, populace je stabilni, kategorie zaujimaji pomér 4 : 2 : 1 v poradi od
nejmladsi po nejstarsi, nejmladsi kategorie nemd Zadné potomstvo a nejstarSi kategorie na
konci cyklu celd umira.

ReSeni. Ze zadani ihned vyplyv4, Ze matice L bude mit na 2. a 3. fadku jediné dvé nenulové
hodnoty a ty odpovadaji nadéji preziti z 1. do 2. a z 2. do 3. kategorie. Z poméru plyne, Ze
v obou piipadech je nadéje 1/2. Vektor v = (4,2, 1) ma byt feSenim homogenni soustavy
(L — E)v = 0. Prizkum 2. a 3. fadku soustavy potvrzuje jiZ provedenou tivahu, zbyva urcit
1. fddek matice. Podle zadéani je buiika v levém hornim rohu nulové, buiiky ve 2. a 3. sloupci
oznacme b a c. Musi platit —4+20+-c¢ = 0, ¢ehoZ dosdhneme napiiklad volbou b = 1, c = 2.
Dostdvdme matici

1
L=[1/2 o0
/

S O

Priklad. 7. [5 bodi] a) Najdéte vlastni &isla a vlastni vektory linedrniho zobrazeni f : R —
R3, f(v) = Av daného matici

0 -1 0
A=|-1 0 0
0 0 1

b) Na zdkladé€ téchto vysledkl urcete, o jaké zobrazeni se jednd (symetrie podle podpro-
storu . .., projekce na podprostor ..., atp.).



s v

ReSeni. a) Vlastni &isla jsou kofeny charakteristického polynomu:

-2 -1 0
JA=AE|=]-1 =X 0 [=N=-1D)10-XN)=-A+D(\-1)73
0 0 1-—2AX
tj. jednoduchy \; = —1 a dvojndsobny X\, = 1. ReSenim odpovidajicich homogennich
soustav (A — \;E)v = 0 dojdeme napf. k vlastnimu vektoru v = (1,1,0) pro A\ = —1

a vektordim v = (0,0,1),w = (1,—1,0) pro Ay = 1. (Sta¢i ndm najit vektory tvofici bazi
prislusného podprostoru.)

b) Vlastni ¢isla znamenaji, Ze zobrazeni f obraci vektor u, zatimco v, w zlstavaji na
misté. Jedna se tedy o symetrii (zrcadleni) podle roviny. Tu popiSeme bud’to pomoci smé-
rovych vektorid v, w, nebo pomoci normélového vektoru u:

p:t(0,0,1) + s(1,—1,0), prrx+y=0.



