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Osnova prednasky

@ Soustavy linearnich rovnic
@ Gaussova eliminace

@ Operace s maticemi
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Soustava linearnich rovnic

Nasim cilem bude feSit soustavy linearnich rovnic. Pro zadana

Cisla aj a b; hledame Cisla xq, xo, . . . , Xp, ktera spliiuji rovnice
ay Xy + apXe + ... + aipXn = by
aiXy + apXo + ... + apXn = b
ak1Xi + akeXo + ... + aknXn = bk

To je soustava k linearnich rovnic o n nezndmych
X1,X2,...,Xn.

@ Rikame, ze dvé soustavy jsou ekvivalentni, jestlize maji
stejnou mnozinu feseni.

@ Postup feseni — prechod od zadané soustavy k
ekvivalentni soustavé, kterou jiz umime vyresit.

@ Provadime pomoci tzv. elementarnich Uprav.
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RozSifena matice soustavy

Elementarni Upravy jsou
@ zameéna poradi dvou rovnic,
@ vynasobeni rovnice nenulovym &islem,
@ k dané rovnici pfi¢teme c-nasobek jiné rovnice.

K provadeéni téchto Uprav nemusime psat rovnice. Staci, kdyz
budeme zaznamenavat koeficienty u neznamych a koeficienty
pravé strany. K tomu pouzijeme tzv. rozsifenou matici soustavy.

ayy ap ... ain| b
a1 dxp ... anp|b

= (Alb)
a1 ak2 ... akn| bk

Jeji leva Cast, matice A, se nazyva matice soustavy.
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Elementarni radkové operace

Elementarnim Gpravam soustavy rovnic pak odpovidaji
nasledujici elementarni radkové operace s rozsifenou matici
soustavy.

@ zdména dvou Fadka matice,

@ vynasobeni fadku nenulovym Cislem,

@ k danému radku pficteme c-nasobek jiného radku.
Které soustavy Ize jednoduse vyresit? Jsou to ty, jejichz

rozSifena matice soustavy je v tzv. schodovitém tvaru.
Prikladem je nasledujici matice

22 -2 113
o0 1210
00 01 2|1

popisujici soustavu 0 neznamych xq, X2, X3, X4, X5.
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Priklad soustavy s matici schodovitého tvaru

22 -2 113
o0 121|0
00 01 2|1

V treti rovnici zvolime x5 za parametr a spocitame xy:
Xs=p, Xg=1-2p.
Z druhé rovnice spocitame
X3=—-p—2(1-2p)=3p—2.

V prvé rovnici zvolime x» za parametr a spocitame x:

1 7
Xo =8, X4= 5(3—234—2(3;)—2) —~(1-2p)—p) = ép—s—1
Resenim piislugné sosutavy jsou tedy vechny pétice

gp—s—1,s,3p—2,1 —2p,p}, kde p, s € R.
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Schodovity tvar matice

Prvni nenulové Cislo v fadku matice se nazyva pivot nebo také
vedouci koeficient tohoto radku.
Matice A = (aj) je ve schodovitém tvaru, jestlize:

@ Jeji nulové radky, pokud néjaké ma, jsou dole.
@ Je-li g pivot /-tého fadku, pak (i + 1)-ni fadek je bud
nulovy nebo jeho pivot aj, 1 je vpravo od aj, tj. p > j.
Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0...0 aj aj1 .. Ak @k - .- .. Am
0...0 O 0 0 K - o ... d2m
0.0 0 0 ... 0 0 .. a,p ... am

a matice muze, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.

2. prednaska Soustavy lin. rovnic



Algoritmus — Gaussova eliminace

Nenulovou matici s prvky v R nebo Q Ize konecné mnoha
elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na
schodovity tvar.

(1) Zaménou radkl docilime, Ze v prvnim fadku bude v
prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

(2) Proi=2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem aj;,
i-tého fadku prvkem ay; a odectenim vynulujeme prvek a;
na i-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodu (1) a (2), vzdy pro zbytek radku
a sloupcl v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu
krokl k pozadovanému tvaru.

(4) Ze schodovitého tvaru vidime, zda je soustava reSitelna.
Pokud ano, umime popsat mnozinu vSech feseni.
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Gaussova eliminace na prikladé
P¥iklad

Vyfeste soustavu linearnich rovnic

2x; + 3x2 + - X4 = -2
3y + 2Xo + 4x3 — 2x4 = 0
Xy — Xo + 4x3 — Xy = 2

Matici soustavy upravime pomoci Gaussovy eliminace na
schodovity tvar:

2 30 -1]-2 1 -1 4 1] 2
3 24 2| 0|~-~[0 5 -8 1|-6].
1 -1 4 1| 2 0 0 0 0| O
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Jesté jednou s jinou pravou stranou

Odtud dostaneme feseni

12 4 6 8

4 1
[X1, X2, X3, Xa] = [5 - €Q+ 5P _§+5 — 5P 4 P}

Priklad

Vyfeste soustavu lineérnich rovnic

—

2xy + 3x2 + - X4 =
3y + 2X + 4x3 — 2x4
X1 — Xo + 4x3 — Xy = 2

Il
o
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Reseni pro jinou pravou stranu

Matici soustavy upravime stejnymi Gpravami jako v pfedchozim
pripadé na schodovity tvar:

2 30 —1|1 1 -1 4 1] 2
3 24 20|~-~[0 5 -8 1|/-6].
1 -1 4 —1]2 0 0 0 0| 3

Posledni fadek vede na rovnici 0xq + 0x> + Ox3 + 0x4 = 3,
ktera evidentné nema feSeni. Tedy ani ptvodni soustava nema
feSeni (mnozina feSeni je prazdnd).
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Dalsi priklad

Priklad

Vyfeste soustavu lineérnich rovnic.

2 415 —1]1
1202 0|0
1203 1|2
2 425 -3(0

Reseni [-4,0,-1,2,0] + t(—2,1,0,0,0) + s(2,0,2, —1,1).

Mnozina feSeni soustavy (nad realnymi Cisly R nebo
racionalnimi Cisly Q) je: jednoprvkova, prazdna nebo
nekonecna.

Pro homogenni soustavy (pravé strany nulové) je mnozina
feSeni jednoprvkova nebo nekonecna.
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Operace s maticemi - scitani matic a nasobeni ¢islem

Matice Atvaru k x n je tabulka s k fadky a n sloupci tvofena
Cisly A;. Prvni index i znaCi fadek, druhy index j znaci sloupec.
Matice A a B stejného rozméru k x n Ize scitat a to tak, Ze
sCitame prvky obou matic umisténé ve stejném radku a sloupci.
Vysledkem souctu je matice A + B tvaru k x n s prvky

(A-|— B)U = A,‘j+ B,/

Kazdou matici A muzeme nasobit realnym Cislem r tak, ze
timto Cislem vynasobime kazdy prvek matice. Vysledkem je
matice rA s prvky

(I’A),‘j =1r- A,j

Transponovana matice k matici A tvaru k x n je matice AT
tvaru n x k uréena predpisem

Al = Aj.

Slovy: fadky matice A napiseme jako sloupce matice A’.
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Nasobeni matic

Nasobeni matic neni definovano po slozkach! Nasobit miizeme
pouze matici Atvaru k x ns matici B tvaru n x p. Vysledkem
nasobeni je matice A - B tvaru k x p. Ma stejny pocet fadku
jako A a stejny pocet sloupcl jako B. V i-tém fadku a j-tém
sloupci matice A - B stoji Cislo

(A . B)Ij = A,-1 B1j + A,'ngj + -+ Aianj =
n
s=1

Specialné soucinem fadku délky n a sloupce vysky n je Cislo,
zatimco soucinem sloupce vySky k a fadku délky p je matice
tvaru k x p.

Mnozinu vSech matic tvaru k x n, jejichz prvky jsou realna
Cisla, oznaCujeme Maty ,(R).
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Vlastnosti nasobeni matic

Nasobeni je asociativni
A (B-C)=(A-B)-C.
Je distributivni vzhledem ke scitani
A (B+C)=A-B+A-C, (K+L)-M=K-M+L-M.

Pro kazdé n € N existuje jednotkova matice E, tvaru n x n
takova, ze (En)i = 1 a (En)j = 0 pro i # j. Pro kazdou matici A
tvaru k x n plati

Ec-A=A A-E,=A

Ukazuje se, Ze takto definované nasobeni je uzitecné. Prvnim
prikladem je zapis soustav rovnic pomoci maticového
nasobeni. S dalsimi priklady se setkame v dalSich
prednaskach, specialné v devaté prednasce o linearnich
modelech.
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Maticovy zapis systému linearnich rovnic

@ Soustava
anXxi + apXe + aisxs = by
aXy + awpXo + amxs = b
a1Xy + aypXo + asxz = b

@ Zapis pomoci nasobeni matic:

a1 ar2 as X1 by
a1 ap a3z || x | =| b
a3y asp ass X3 bs

@ Struéné piseme A - x = b, kde xc K3, b € K3 (sloupce).
@ Obecné x € R", b € R¥ atedy A € Maty n(R.

Pfresnéji x € Mat, 1(K) a b € Mat, 1(K).
@ A matice soustavy, (A | b) rozSitena matice soustavy.
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Domaci uloha
Ptiklad (2.1)

Naleznéte vS§echny symetrické matice A rozméru3 x 3 s
jedniCkami na diagonale, pro které plati
A-(1,1,1)7=(1,2,3)".

Pfiklad (2.2)

Reste nasledujici soustavu linearnich rovnic v R, kde x1, X2, X3
jsou neznamé a a a b jsou parametry. Tzn. urCete, pro které
hodnoty a, b € R ma soustava feSeni, a pro tato a, b popiste
mnozinu vSech feSeni dané soustavy.

2x;1 +3x +axs
3Xy +2X0 +bxz = -1
Xq +2X2 —
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Domaci uloha

Ptiklad (2.3)

Pro libovolnou elementarni Upravu naleznéte matici, ktera ji
realizuje pomoci nasobeni. Tj. pokud A ~ B je jedna Uprava,
pak existuje matice U takova, ze B= U - A.
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