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Osnova prednasky

Inverzni matice a jejich vypocet
Determinant matice

Motivace — objem.
Obecna definice det A = |A| (pro Ctvercovou matici A).
@ Determinant a elementarni radkové Upravy.
@ Souvislost determinantu s matici A~".
@ Pouziti pro pfimy vypocet feSeni soustavy.
@ Vypocet determinantu.
@ Determinant a soucin matic — |A- B| = |A| - |B.

°
°
@ Vypocet determinantu pomoci Laplaceova rozvoje
°
°
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Inverzni matice

Pripomenme, zZe pismenem E oznacujeme jednotkovou matici.

Rikame, Ze B je matice inverzni ke &tvercové matici A, kdyz
A- B = B- A= E. Takova matice je ur€ena jednoznacné,

a proto piseme B = A~ pfitemZ B je tvercova matice
stejného rozméru jako A. Matici, k niz existuje matice inverzni,
fikame invertibilni matice.

Pokud feSime soustavu A - x = b s invertibilni matici A, pak
x = A~'. bje jediné feSeni soustavy.
Postup vypoctu inverzni matice: snazme se urcit matici X
splnujici A- X = E postupné po sloupcich. Je-li A matice 3 x 3
a sloupce matice X jsou postupné x, y a z, feSime rovnice

1 0 0

Ax=10]|, Ay=1(1]|, Az=1|0
0 0 1
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Vypocet inverzni matice

Tyto tfi soustavy maji stejnou levou stranu a my je miizeme
feSit souCasné tak, Zze elementarnimi fadkovymi operacemi
upravujeme na schodovity tvar matici

100
A0 1 0 |=(AE)~ ... ~(C|D),
00 f

kde matice C je ve schodovitém tvaru. Mohou nastat tyto dvé
moznosti:

@ Jestlize je jeji posledni fadek nulovy, pak jedna ze ti
rovnic neni feSitelna a inverzni matice neexistuje.

© Matice C méa v kazdém radku pivota. Ty lezi na uhlopficce.
Tedy s matici (C|D) mizeme provadét tzv. zpetnou
Gaussovu eliminaci, tj. elementarnimi radkovymi
operacemi postupné vytvaret nuly nad pivoty matice C.
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Vypocet - pokracovani

Timto postupem dostaneme na misté matice C

jednotkovou matici, na misté matice D budou sloupce
inverzni matice, tedy A~".

(AJE) ~ -+~ (CID) ~ - ~ (E|JAT)
Ukazme si to na pfikladu:
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Inverzni matice — algoritmus

Algoritmus pro nalezeni inverzni matice

@ Vedle sebe napiSeme puvodni matici A a jednotkovou
matici E.

Matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi Gpravami
nejprve na schodovity tvar.

Nasledné zpétnou eliminaci na jednotkovou matici E.
TytéZ Gpravy soubézné provadéné s vedle napsanou
matici £ vedou k hledané inverzni matici A='.

© 00 O

Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého radku
v plvodni matici, znamena to, Ze matice inverzni
neexistuje.
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Determinant ¢tvercové matice
Ctvercové matici
A— ( ayr are )
az1 a2

jsme prifadili Cislo |A| = aj1as — ajzaoy, které jsme nazvali
determinantem matice A. Jeho geometricky vyznam byl
orientovany obsah rovnobézniku ur€eného vektory (ai1, as) a
(@12, ag2)-

Determinant budeme definovat pro kazdou ¢tvercovou matici.
Neudélame to ale pfimym predpisem (i kdyz to je mozné), ale
nepfimo tak, Ze vycislime jeho vlastnosti. Vyhodou tohoto
postupu je, Ze nam dava piimy navod k vypocétu determinantu,
zatimco z primé definice determinant vétSinou nepocitame

Geometricky vyznam determinantu matice A tvaru n x n bude
orientovany objem rovnobéznosténu v n-rozmeérném prostoru
urceného vektory sloupcu (nebo rfadkl) matice A.
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Determinant — zakladni pravidla

Definice
Kazdé Ctvercové matici A tvaru n x n Ize jednoznacné priradit
Cislo |A|, determinant matice A, ktery spliuje nasledujici
pravidla:
1) Vznikne-li matice B pfehozenim dvou fadku matice A, pak
1B| = —|Al.
2) Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého radku matice
A Cislem c, pak |B| = c - |A|.
3) Vznikne-li matice B z matice A pfictenim nasobku
nékterého fadku k jinému fadku, pak |B| = |A|.
4) Determinant jednotkové matice je |E| = 1.
5) Determinant transponované matice je |AT| = |A|.
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Odvozena pravidla

Z predchozich pravidel Ize odvodit dalsi:

6) Determinant Ctvercové matice ve schodovitém tvaru (tzv.
horni trojuhelnikové matice) je roven soucinu Cisel na
uhlopfi¢ce matice.

7) Determinant matice, ktera obsahuje nulovy radek nebo
sloupec, je roven 0.

8) Je-li A matice tvaru k x k, B matice tvaru (n— k) x (n— k),
C matice tvaru k x (n — k) a O nulova matice tvaru
(n— k) x k, pak determinant matice n x n

A C
0 B

— |4 1Bl

Vypocet determinantu provadime pomoci Gaussovy eliminace.
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Determinant — priklad vypoctu

5
—1
2
Vysledek: |A| = 9.

Priklad

Urcete determinant matice

Urcete determinant matice
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Vysledek: |B| = 12.
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Cauchyova veéta

Véta (Cauchyova)
Pro libovolné dve Ctvercové matice A a B stejné velikosti plati

|A-B| = |A]-|B.

Dasledek: Determinant invertibilni matice je nenulovy a plati
|A=1| = |A|~1. Plati i obracené tvrzeni.

Véta
Pro Ctvercovou matici A je ekvivalentni:
° |A/#£0,
@ existuje A~
@ Pro kaZdou pravou stranu b ma soustava A - x = b jediné
feseni.
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Laplacelv rozvoj determinantu

Bud' A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pro zvolené indexy
i,j ozna¢me Aj Ctvercovou matici velikosti n — 1, ktera vznikne
z Avynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce. Pak Cislo

A= (=) 1Ay
nazyvame algebraicky doplnek prvku a; v matici A.

Véta (Laplaceuv rozvoj)

Bud' A = (aj) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro libovolny
index i plati

n
Al = a1 A + apAiz + -+ + anAin = > _ ajAj.
=

Hovofime o rozvoji determinantu podle i-tého radku.
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Laplacelv rozvoj — priklad
P¥iklad

Urcete determinant matice
1 0 0 2
0 3 40
5= 0 56 0
7 0 0 8
340 0 3 4
Bl=1-(-1)""-|5 6 0|+2-(=1)""*.]0 5 6|=
0 0 8 7 0O
3 4 3 4 3 4
=8. 5 6—2-7-5 6_(8—14)-5 6_(—6)~(—2)_12.
Vsiméme si, Zze
B = 1 2 ' 3 4
17 8|5 6]
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Determinant matice 3 x 3

Provedme Laplacelv rozvoj obecné matice 3 x 3
a1 a2 as
A= | ax ax» ax
as1 ds2 das3

Dostaneme

|A| = a11(@22833 — @23as32) — a@12(821833 — @23831)
+ ay3(az1a32 — 22831
= 8118224833 1+ a12823831 + a138214d32
—a43dp2d31 — d12d21433 — d11d234a32.

Vv

Pozor, pro vétsi rozmér nelze pocitat takto ,uhlopficné*.
Ani pfipady n = 2 a n = 3 nejsou aplikaci stejného
L,=Uhlopfi¢ného principu*.
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Cramerovo pravidlo

Regime rovnici Ax = b, kde A je &tvercova matice, |A| # 0.
@ |A| # 0 implikuje jednoznacnost feseni.
@ |A| # 0 implikuje existenci A~".
o Odtud x = A~'b, kde A" = |A| " - A",

Véta

Bud’ A ¢tvercova matice radu n > 1 takova, Ze |A| # 0. Pak
soustava Ax = b ma jediné fedeni x = (x1,Xo,...,Xn) ", kde

Al
X = —,
T A
pricemz A; je matice vznikla z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b.
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Cramerovo pravidlo — priklad

Priklad (Motiva¢ni priklad)

Vyreste soustavu linearnich rovnic

2x + 3y + 5z = 0
X + 2y — z =
y + 2z = -1
0 3
4 2 1
_-t 1 2] —9—1 mi
Xy = > 3 5 _5— , Xo,X3 — Samil.
1 2 —1
0 1
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Pozadavky

@ Spocitat inverzni matici (dle algoritmu).

@ Spocitat determinant matic (i matic s parametrem).
Ovladat obé metody a umét je kombinovat.
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Domaci uloha

Priklad (3.1)
Urcéete inverzni matici k matici

11 1
A=1|1 0 3].
3 15

Priklad (3.2)
Urcete determinant matice
1020
0 3 0 4
= 5 06 0
0 7 0 8
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Doplnujici domaci uloha

Priklad (3.3)

Pro libovolnou elementarni fadkovou operaci naleznéte matici,
ktera ji realizuje pomoci nasobeni. Tj. pokud A ~ B je jedna
Uprava, pak existuje matice U takova, ze B= U - A.

Piklad (3.4)

Necht a a b jsou dvé rizna realna Cisla a n je kladné celé Cislo.
UrCete determinant matice n x n, kterd ma vSechny prvky pod
hlavni diagonélou rovny b a vSechny prvky na a nad hlavni
diagonalou rovny a.
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