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Linearni zobrazeni

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad polem skalarl K.
Zobrazeni ¢ : U — V se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q vu,velU : p(u+v)=ypu)+e(v),

Q VacK,Vue U : p(a-u)=a-p(u).

Podivejme se na né&kolik zobrazeni z R? do R:
©((x,y)) = xy — neni linearni zobrazeni.
((x,y)) = x2 + 3y — neni linearni zobrazeni.
©((x,y)) = 3x + 1 —neni linearni zobrazeni.
((x,y)) = ax + by — je linearni zobrazeni. Zde

7

weyn=(a 0)-( )
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Ptiklady linearnich zobrazeni z R? do R?

Nasledujici zobrazeni z R? do sebe jsou linearni:
@ Prodlouzeni nebo zkraceni vektoru

(3)-=()-(52)(0)
"Ly y 0a)\y
@ Rotace o uhel a v kladném smyslu
X\ [ Xcosa—ysina | [ cosa —sina X

P\y )~ xsina+ycosa |~ \ sina cosa y )
@ Reflexe (symetrie) podle osy y

()=(3) =% 7))

“\y y o1)\y)

Obecné, kazdé zobrazeni go( X > = < a b > < X > je
y c d y

linearni.
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Linearni zobrazeni z R" do RX

KaZdé zobrazeni ¢ : R” — RX tvaru

an a2 - An X1

a1 dop -+ dop X2
o(x) = Ax = . .

a1 dk2 -+ @kn Xn

je linearni a naopak, kazdé linearni zobrazeni z R” do R je
tvaru ¢(x) = Ax, kde A je matice k x n. Odvodime si to.

e1, 6»,...,€epnjsou vektory standardni baze v R"” a
o(ey), ¢(e2),. .., p(en) jsou vektory v R¥, které bereme jako
sloupce. Z linearity zobrazeni ¢ dostadvame

o(X) = p(x1e1 + Xo€2 + - - - + Xp€n)
= X10(e1) + Xep(€2) + - - - + Xne(en)
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Linearni zobrazeni z R” do R¥ — dokonéeni

X4 ayr a2 -+ A X1

X2 a dpp -+ @2 X2
= (p(er) p(e2) .- plen)| . | =] . :

Xn a1 k2 -+ @kn Xn

Z odvozeni je vidét, ze plati

Kazdé linearni zobrazeni je jednoznacné uréeno svymi
hodnotami na vektorech néjaké baze.
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Priklad
Pfiklad

Linearni zobrazeni ¢ : R® — R? mé& na tfech vektorech hodnoty

! 3 3 5 ! 5
pl2] = 3) ¢ 0] = 9): ¢ 1] = 2]
1 1 2
Najdéte matici A tvaru 2 x 3 takovou, Ze pro véechna x € R3 je
o(x) = Ax.

Sloupce matice A jsou hodnoty zobrazeni ¢ na vektorech
e; =(1,0,0), e =(0,1,0) a e3 = (0,0, 1). NapiSeme tedy
zadané vektory uy, Up, Uz € R3 do Fadka matice a vedle nich
napi$eme hodnoty ¢(uy), p(Us), p(us) € R? a tuto matici
upravujeme radkovymi Upravami tak, abychom na misté
vektor( u; dostali vektoru e;. Pak na misté vektortd ¢(u;)
dostaneme vektory ¢(e;):
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Priklad - pokracovani

Upravy diky linearité zobrazeni ¢ totiz funguiji takto

(L‘; @ELJ%) N (u+cz go(u)+go(v)>:(u+v
¥

cp(v) cv
Dostaneme

up | p(ur)
( Up | ¢(Up) ) = (
us | p(us)

Tedy p(eq) = (1,2), v(e2) = (0, —1), ¢(e3) = (2,3), a proto

w633

o(u+ Vg >

e(ev
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Priklad — geometrické zobrazeni

Zobrazeni ¢ je symetrii prostoru R3 podle ptimky prochazejici
poCatkem se smérovym vektorem (1,1, 1). NapiSte predpis
tohoto zobrazeni pomoci maticového nasobeni.

Prvné najdeme obrazy tfi vhodnych vektord. Smérovy vektor
uy = (1,1,1) se zobrazi sdm na sebe ¢(1,1,1) = (1,1,1).
Vektory kolmé k uy se zobrazi do opacnych vektoru, tedy
napfiklad o(1,—1,0) = (—1,1,0) a ¢(0,1,—1) = (0,—1,1).
Nyni postupujeme obdobnym zptisobem jako v pfedchozi
loze.

Vysledek:
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Priklad — linearni zobrazeni v polynomech

Uvazme linearni zobrazeni ¢ : Ro[x] — Rg[x] dané pfedpisem
©(9) = g’ + x - g. Naleznéte maticové vyjadreni tohoto
zobrazeni v soufadnicich obvyklych bazi a = (x2,x,1) a

B = (x3,x2,x,1). (g’ znadi derivaci polynomu g.)

Pro g = ax® + bx + ¢ mame

©(g) = (2ax + b) + (ax® + bx? + cx) = ax® + bx2 + (2a+ ¢)x + b.
Souradnicim polynomu g v bazi o, které jsou (g). = (a, b, c)
prifadime soufradnice polynomu ¢(g) v bazi 3, tedy

(¢(9))s = (a,b,2a+ c, b).

Hledana matice A ma vlastnost

A-(a,b,c)T =(a b,2a+ c,b)’. Proto
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Vlastni Cisla a vektory

V prikladé o symetrii podle pfimky byly pro nas uzite¢né
vektory spliujici rovnici p(u) = A - u pro vhodny skalar A
(konkrétné A = 1, A = —1). Takové vektory hraji dulezitou roli
i v mnoha dalSich ulohach, proto jim dame zvlastni jméno.

Definice

Necht V je vektorovy prostornad Ka ¢ : V — V je linearni
zobrazeni. Skaléary A vyhovujici rovnici

p(u)=A-u

pro nenulovy vektor u € V nazyvame vlastni Cisla (hodnoty)
zobrazeni ¢, prislusné vektory u # 0 nazyvame vlastni vektory
zobrazeni .
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Vlastni Cisla a vektory — priklad

Uvazujme matici A a vektory ua v:

a=(55) e (3) = (5)

-3 2 1 —1 1
Ao (5 3) ()= (5 ) e (5) =
3 2 2 4 2
A= (538)(5)-(5)-2(5) -
Jsou tedy\; = —1 a A\ = 2 vlastni Cisla matice A a jejich

prislusné viastni vektory jsou u (proAq) a v (pro A»).
Jina vlastni Cisla nejsou, jak uvidime za chvili.
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Jak hledat vlastni Cisla a vektory?

Necht V je vektorovy prostor nad K dimenze na ¢ : V — Vje
linearni zobrazeni. Postup pfi hledani viastnich Cisel a vektor(
je nésledujici:

1) Rovnost p(u) = X - u mizeme zapsat v soufadnicich ve
zvolené bazi « jako soustavu Ax = \ - x, kde x jsou
souradnice hledaného vlastniho vektoru zapsané do
sloupce a A je maticové vyjadreni linearniho zobrazeni v
bazi «. Tuto soustavu prepiSme do tvaru homogenni
soustavy rovnic (A — AE)x = 0.

2) Takova soustava rovnic ma netrivialni feSeni x # 0 pravé
tehdy, kdyz det(A— \- E) = 0.

3) det(A— \- E) je polynom stupné n (v proménné 1), tzv.
charakteristicky polynom. Jeho kofeny jsou hledana vlastni
Cisla.

4) Vlastni vektory najdeme feSenim homogenni soustavy
(A= XE)x =0.
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Kofeny polynomi

Uvazujme polynom stupné n > 1
p(x) = anx" +a,_1x"'+...aix+ay, kde a,#0.
Cislo xp se nazyva kofenem tohoto polynomu, jestlize
p(xo) = 0.
Cislo xo je kofenem polynomu p(x) , pravé kdyz plati
p(x) = (X = X0)q(x),

kde g(x) je polynom stupné n — 1. Kofen xo ma nasobnost k,
jestlize k je nejvétsi Cislo s vlastnosti

P(x) = (x — x0)“r(x),

kde r(x) je polynom stupné n— k. V tomto pfipadé je r(xp) # 0.
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1. priklad

Najdéte vlastni Cisla a vlastni vektory linearniho zobrazeni

5 2 -3 X1
gp:RS—ﬂRS, ex)=14 5 —4| | x
6 4 —4 X3

Spocitame charakteristicky polynom

5\ 2 -3
4 5-)\ -4 |= .. =-24+6)2_11)\1+6.
6 4 4 )\

Jestlize ma polynom s celoCiselnymi koeficienty celoCiselny
kofen, musi tento kofen délit koecicient u \° = 1, v nagem
pfipadé Cislo 6. Hledame ho tedy mezi déliteli Cisla 6, tj. mezi
cisly +1,+2, +3, +6.
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1. priklad — pokraCovani

Dosazenim zjistime, ze \; = 1 je kofen. Charakteristicky
polynom vynasobeny —1 vydélime X\ — 1. Dostaneme

A X211 —6=(A—1)()\2-5)1+86).

Koteny kvadratického polynomu A% — 5\ + 6 umime spoditat.
Jsou \» = 2 a \3 = 3. Vlastni vektory k \; = 1 najdeme
feSenim homogenni soustavy (A — A1 E)x = 0. Ta m& matici

soustavy
4 2 -3 1 1 —1
4 4 4] ~---~ |0 2 -1
6 4 -5 00 O

VSechny vlastni vektory k vlastnimu €islu 1 jsou tedy p(1,1,2)
s p # 0. Analogicky najdeme vlastni vektory k vlastnimu Cislu
2, jsouto g(1,0,1), g # 0, a vlastnimu Cislu 3, ty jsou s(1,2, 3),
s #0.
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1. priklad — dokonceni

VSimnéte si, jak vypada vyjadfeni zobrazeni ¢ v soufadnicich
baze « tvorené vlastnimi vektory u; = (1,1,2), u, = (1,0,1),
us = (1,2,2). Dostavame totiz

o(y1U1 + Yol + y3uz) = y1o(Ur) + Yo(Uz) + Yap(Us)
= Y1U1 + Yo - 2Up + ¥3 - 3Us3.

Tedy maticové vyjadieni zobrazeni ¢ v soufadnicich baze
tvorené vlastnimi vektory je

Y1 1.0 0\ [y
Yol — |0 2 O yo l.
y3 0 0 3/ \ys

Vidime, Ze pouziti této baze nam vyznamné pomuze
zjednodusit popis zobrazeni.
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2. priklad

Najdéte vlastni Cisla a vektory zobrazeni

. 2 2 _( -1 1 X1
0 R® — R%, gp(x)—<_1o —3><X2)'

Charakteristicky polynom je

—1-A 1 B 2

10 _3_)\’ =(-1-=X)(-8=XN)+10=X"+4X+183.
Tento kvadraticky polynom nema realné koreny, nebot jeho
diskriminant je zaporny (—36). Zobrazeni tedy nema realna
vlastni Cisla ani vlastni vektory. (Ma vSak komplexni vlastni
Cisla —2 +31.)
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Podprostor vlastnich vektoru

@ Je-li u vlastni vektor matice A pfislusejici vlastnimu &islu A,
potom libovolny jeho (nenulovy) nasobek je také vlastni
vektor prislusejici témuz vlastnimu Cislu, protoze

A(au)=a(Au) =a( u) = X(au).

@ Podobné, jsou-li u, v vlastni vektory matice A prislusejici
vlastnimu ¢&islu A (kde u # —v), potom jejich soucet je také
vlastni vektor prisluSejici témuz vlastnimu Cislu, protoze

Alu+v)=(Au)+ (Av) = (Au)+(Av)=A(u+v).

@ Vlastni vektory pfislusejici témuz vlastnimu Cislu tedy tvori
(spolecné s nulovym vektorem) podprostor vektorového
prostoru K”. To také zdlvodruje terminologii ,vlastni
prostor*.
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3. priklad — podprostor vlastnich vektor(

UrCete vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = < 2

2—-\ 3

A—)\E]:‘ o oo

':(2—A)2.

Proto je Ay = 2 (nasobnosti 2) jediné vlastni Cislo. Vypocet
vlastniho prostoru pro A\ = 2:

(A—ME|0)=(A—2E|0) = (8 gg).

Vlastni prostor pro Ay =2 je {(t,0) | t € R} =[(1,0)].
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Obecné poznatky

Véta
Vlastni vektory linearniho zobrazeni ¢ : V — V pfislusné
rdznym vlastnim hodnotam jsou linearne nezavisle.

Véta

Jestlize existuje n navzajem riznych korfenu \;
charakteristického polynomu zobrazeni ¢ : V — V,dim V = n,
pak existuje baze V sloZena vyhradné z viastnich vektort a

v této bazi ma p diagonalni matici (s vlastnimi ¢isly na
diagonale).

| A

Véta
Symetrické matice tvaru n x n nad R maji n vlastnich realnych
cisel. (Pocitano vcetne nasobnosti.)
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Pozadavky

@ Umét urcit matici linearniho zobrazeni ve standardni bazi
ze znalosti hodnot linearniho zobrazeni na vektorech
nejaké baze.

e

@ Umét spocitat vlastni Cisla a vlastni vektory.
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Domaci uloha
Ptiklad (5.1)

Necht ¢ je zobrazeni prostoru R do sebe a to symetrie podle
roviny zadané rovnici x; — x3 = 0. UrCete matici A takovou, ze
¢(x) = Ax v soufadnicich standardni baze.

Pfiklad (5.2)

Necht je dana matice A linearniho zobrazeni vektorového
prostoru R* do sebe, o niz vime, ze ma vlastni ¢islo 2. Urcete
vSechna vlastni Cisla a jim pfislusné podprostory (vektorového
prostoru R*) sestavajici z jejich vlastnich vektoru.

2 3 -2 1

1 -4 4 —A
A= 1 3 0 0
2 3 2 1
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