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Problémy planovani projektu

o Zprostiedkovani, instalace a testovani
rozsahlého pocitacového systému
e projekt zahrnuje

@ evaluace a vybér hardware, vyvoj software, nabor a skoleni lidi,
testovani a ladéni systému, ...

e precedencni vztahy

o nékteré Glohy mohou byt provadény paralelné
o (loha musi byt realizovana az po dokonceni jinych dloh

e cil: minimalizovat ¢as na realizaci celého projektu
e Priklady dalsich probléma
e stavba nemovitosti, konstrukce center elektraren, vojensky priimysl



Planovani projektu

o Zakladni problém planovani projektu
e precedencni podminky
o paralelni stroj s neomezenym poctem stroji
e minimalizace maximalniho ¢asu konce aloh (makespan)

o relativné jednoduché na feseni
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@ Rozsireni

e variabilni doba trvani (spojena s cenou provadéni)
@ optimalizace: kompromis mezi cenou na ukonceni projektu a cenou za
zkraceni délky aloh
e pracovni sila (skupiny operatoril s odlinou specializaci)
o pri sdileni omezeného mnozstvi operatorli nutno uvazovat disjunktivni
hrany
= komplexni problém, jehoz feseni je velmi obtizné



Reprezentace projektu: Gloha jako uzel

@ Reprezentace: tloha jako uzel

e hrany reprezentuji precedencni podminky
e sit neobsahuje zadné orientované cykly

Uloha | Doba | Predchidci
trvani
1 2 -
2 3 1
3 1 1
4 4 2
5 2 3
6 1 45
7 3 4,5
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Vyhodnéjsi reprezentace

@ Bézné pouzivana reprezentace loha jako hrana
o Vyhodnéjsi ale aloha jako uzel
e nejsou nutné redundantni hrany (pomocné Glohy) pro korektni
vyjadreni precedenci
o (loha jako uzel Ize prevést na Gloha jako obdelnik

@ horizontalni strany obdelniku pouzity jako asové osy odpovidajici dobé
provadéni lohy

uloha j

uloha k




Popis problému

@ Popis problému
e m paralelné zapojenych stroji
e n uloh s precedenénimi omezenimi
o doba provadéni p;
o objektivni funkce: minimalizace maximalniho ¢asu konce dloh
(makespan)
o Py|prec|Cmax (a m > n) polynomialni slozitost, metoda kritické cesty
Pmlprec|Cmax 2 < m < n NP aplny problém
@ Znaceni
o S/ nejdFivejsi startovni Cas dlohy j
C/ = S] + p; nejdrivejsi koncovy tlohy j
o 5/ nejpozdgjsi startovni cas Glohy j
C/’ nejpozdgjsi koncovy cas tlohy j
o Prec; (pfimi) predchudci alohy j
Vk € Precj vsechny ulohy k, které predchazeji alohu j
Vj : k € Precj vsechny tlohy j, které nasleduji dlohu k



Metoda kritické cesty

@ Popis algoritmu pro nalezeni kritické cesty
e dopredna procedura
o start v case 0
@ vypocet nejdrivéjsiho startovniho €asu kazdé alohy
o cas dokoncéeni posledni tlohy je makespan
@ zpétna procedura
@ start v case rovném makespan
@ vypocet nejpozdéjsiho startovniho casu, aby byl realizovan tento
makespan
@ Uloha s rezervou (slack job)
@ jeji startovni €as miize byt odlozen aniz je navysen makespan
@ (loha, jejichz nejdrivéjsi startovni Cas je mensi nez nejpozdéjsi startovni Cas
o Kriticka aloha
@ (loha, kterad nesmi byt odlozena
@ (ulohy, jejichz nejdrivéjsi startovni Cas je roven nejpozdéjsimu startovnimu Cas

o Kriticka cesta
@ retéz uloh zacinajici v ¢ase 0 a koncici v ¢ase Cpax
@ v grafu mize existovat vice kritickych cest
kritické cesty se mohou Castecné prekryvat
@ graf kritickych cest Gep: podgraf dany mnozinou kritickych tloh a kritickych cest



Kriticka cesta: zadani prikladu
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Priklad: dopredna procedura

legenda
5+6=11 11+12=23
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43+7=50
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Priklad: zpétna procedura

12-6=6 24-12=12 34-10=24
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Kriticka cesta

\@ Cnag 56
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Algoritmus pro nalezeni kritické cesty

@ Dopredna procedura
e t=0
@ pro viechny dlohy j bez predchiidce: S/ =0, ¢/ = p;
© vypocitej postupné pro viechny zbyvajici dlohy j:

()

r_ ! I _ ¢/ .
@ §=.mG% G=%+n
O optimalni makespan je Cpax = max(Cy,...,C))
@ Zpétna procedura
o t = Chax

o pro vsechny dlohy j bez naslednika: C/' = Cinax, S;" = Cax — pj
e vypocitej postupné pro vsechny zbyvajici dlohy j:

" __ H 12 " __ " )
\: CJ o Vk:jnéllgreck 5k7 SJ o CJ b

o ovéf, ze 0 = min(S;,...,S)



Kompromis mezi ¢asem a cenou

@ Lze uvazovat variabilni dobu trvani tloh

e za predpokladu vyssi ceny lze zkratit dobu provadéni
@ Linearni cena
@ Doba trvani pjf”i" < pj < P

@ Marginalni cena: cena za zkraceni doby trvani alohy o 1 €asovou

jednotku
. 3 a__ b
o4 prostiedky (penize) o G —¢
Cj < max _ ,min
p] J

doba provadéni

o pf. p" =10, pM* =15, ¢f =10, ¢ =20, ¢ =2

= cena provadéni tlohy j po dobu p;: cjb + cj(pjf""x - pj)



Cena za provadéni projektu

e Fixni rezijni naklady ¢ celkem: CaxCo
na Casovou jednotku doby provadéni projektu
e Cena F(p;j) za provadéni projektu
o pfi dobé provadéni aloh p;
urena jako soucet

e ceny za provadéni viech aloh
o fixnich rezijnich nakladd

F(pj) = CnaxCo + Z (Cjb + cj(pjf"ax _ pj))
J

o Cil: Vj nalézt p; a S; tak, aby byla F(p;) minimalni
prostfedky (penize)

doba provadéni




Variabilni doba trvani: metody reseni

@ Objektivni funkce: minimalni cena projektu
@ Kompromisni heuristika mezi ¢asem a cenou
e dobra kvalita rozvrhu
e pouzitené i pro nelinearni cenu
@ Formulace linearniho programovani

e optimalni rozvrh
e nelinearni verze obtizné fesitelné



Opakovani: Rez, minimalni rez

@ Orientovany graf G = (V, E)

o Pocatecni uzel: zdroj s € V

o Koncovy uzel: stok t € V

@ Rez: ... také mluvime o vrcholovém fezu
mnozina uzld V', jejiz smazanim z grafu se rozpoji zdroj a stok
e E’ mnozina hran incidentnich s V’

tj. v G'=(V-V',E-E') neexistuje orientovana cesta z s to t
e Minimalni rez: fez U takovy, ze neexistuje fez W C U

e tj. vraceni libovolného uzlu z U do grafu znovu spoji zdroj a stok
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Rez, minimalni rez II.

Uvazujme orientovany graf Gy = (Vp, Eop)
Do grafu pridame zdroj:
e novy vrchol s a
e hrany S vedouci z s do viech vrcholt Gy bez predchadci
Do grafu pfidame stok:
e novy vrchol t a
e hrany T vedouci ze viech vrcholii Gg bez naslednikd do t
Novy graf G = (V, E): V=WU{st}, E=EUSUT
Budeme hledat fezy a minimalni fezy z s do t v G
pr. graf ma 4 minimalni fezy
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Kompromisni heuristika: priklad

Jb 20(25|20|15|30(40(35|25|30|20|25|35|20|10

G |7|2|4|3(4|3|4]|4|4|5]2]2|4,8

fixni rezijni naklady na casovou jednotku cp=6



Priklad (pokracovani): maximalni doba provadéni




Kompromisni heuristika: priklad

j |1]/2(3|4|5|/6|7|8|9|10(11|12|13|14
pM> | 5|6 |9 (12)7(12]10/610{ 9 |7 |8 |7 |5
=6 | pi" |3|5|7]9/5/9(8|3|7|5|4|5|5]2
c® ]20(25|20|15|30(40|35|25|30|20 (2535|2010
G |[7]2|4(3|4|3|4|4|4|5]|2]|2]4]8

Naklady na provedeni projektu pfi maximalni dobé trvani tloh
I_—(pjmax) = Chaxco + Zj (CJb + CJ'(meaX B pjmax)) -

CrmaxCo + Zj CJb =

56 x 6 + 20 4+ 25 + 20 + 15 4 30 + 40 + 35 + 25+

+30+20+25+35+20+10 =

= 336 + 350 = 686



Podgraf s kritickou cestou (Gcp)

e Kandidati na redukci: uzel 11 a uzel 12, vybereme uzel 12

01:7 leZ C1f8
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c+4 C1fE 2 .
Rezy: {1},{3},{6}.{9} redukce doby provadeni
{11},{12},{14} ulohy 12z 8na 7

@ Fixni rezijni naklady se redukuji z 56 x 6 na 55 x 6 = 330
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢i1p = 2, tj. 350 + 2 = 352
@ Celkova cena klesla z 686 na 330 + 352 = 682



Podgraf s kritickou cestou (Gcp)

c=7 Ci72 C 8
C()=3 09=4

Cs3= 4 CiF 2 CiF 4
minimalni fez
Rezy: {1,{316}.{9) T\ minimaini
{11}’{12’13}’{14} S nejnizsi cenou

]
redukce doby trvani ulohy 11 ze 7 na 6

@ Fixni rezijni naklady se redukuji z 55 x 6 na 54 x 6 = 324
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢ = 2, tj. 352 + 2 = 354
@ Celkova cena klesla z 682 na 324 + 354 = 678



Podgraf s kritickou cestou (Gcp)
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dalSi redukce: pro uzel 2 na5 a prouzel 11 nab, ...

@ Fixni rezijni naklady se redukuji z 54 x 6 na 53 x 6 = 318
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢ + ¢;1 =2 + 2, tj. 354 + 4 = 358
@ Celkova cena klesla z 678 na 318 + 358 = 676



Algoritmus kompromisni heuristiky

max

© o Nastav doby provadéni na jejich maximum: p; = p;
e Urci vSechny kritické cesty s témito dobami provadéni
o Zkonstruuj graf Gep kritickych cest

© o Urci viechny minimélni fezy v Gep

o pozn. pokud zkratime dobu provadéni viech Gloh v minimalnim Fezu,
podafi se nam i zkratit dobu provadéni projektul
o Najdi fezy, jejichz doba provadéni je vétsi nez jejich minimum:
pj > p"™ Vj € Gep
o Pokud takovy fez neexistuje STOP, jinak béz na krok 3
Q o Pro kazdy minimalni fez: spocitej cenu redukujici vsechny doby
provadéni o 1 ¢asovou jednotku
e Vyber minimalni fez s nejnizsi cenou
@ pozn. abychom za snizeni zaplatili co nejnizsi cenu
o Jestlize je cena fezu mensi nez fixni rezijni naklady ¢y za €asovou
jednotku béz na krok 4, jinak STOP
Q o Redukuj vsechny doby provadéni v minimalnim fezu o 1 ¢asovou
jednotku
e Uréi novou mnozinu kritickych cest
Reviduj graf Gep a béz na krok 2



Linearni program

@ Heuristika negarantuje nalezeni optima
o Celkova cena je linearni

n
b
COCmax + Z (C:] + C:i(p_/max - pj))
Jj=1
vsimnéte si: stejna Gcelova funkce jako cena za provadéni projektu
@ Linearni program: n ¢/ a ¢ pl~

minimalizace: ¢ Cpmax — g Cipj se neméni
Jj=1

za predpokladu:

Xk —pj—x; > 0 V) € Precy
pj < PV
pi > B Y
x = 0 Y
Cmax*Xj*Pj > 0 vj

kde x; je nejdFivéjsi mozny startovni Cas dlohy j



Pridani pracovni sily

@ Pracovni sila = operator = zdroj

@ Problém popsan v literature jako
problém planovani projektu s omezenymi zdroji
resource-constrained project scheduling problem (RCPSP)

n aloh

N zdrojii

R; kapacita zdroje i

p;j doba provadéni ulohy j

Rjj pozadavek alohy j na zdroj i

Prec; (pfimi) predchudci alohy j



Formulace celociselného programovani

@ Pomocna tloha n+ 1 jako stok, p,r1 =0

° xp=1 tloha j je dokoncena v Case t
Xjt =0 jinak
o Kapacita zdroje /, ktery potfebuje tloha j —
tpi—1 joa H
v intervalu [t — 1, t]: Rij Z Xju 1 t
t+pj—1 u=t

Z Xju . ..pocCita, zda Gloha j bézi v case [t — 1, ]
u=t
pf. Glohas S; =2,p;=2at=2,3,4,5(xja = 1, pro t = 3,4 tloha zapocitana)
n

@ H jako horni hranice makespan: H= ij
j=1
H
@ Koncovy ¢as ulohy j: G = Z t Xt
t=1

H
o Makespan: Crax = Z t Xnt1,t koncovy €as stoku
t=1



Celociselny program

H
Minimalizace E tXnJr]_,t minimalizace makespan
t=1

za predpokladu

jestlize j je predchiidce k, pak C; < Sy, tj. GG < G — py, tj. GG+ p — G <0

H H
thj-t—i-pk—thktSO Vj € Precy
t=1 t=1

pro kazdy Cas t: pozadavek na zdroj i nepreroste kapacitu i

n t+pj—1
SR D xu| <R vive
j=1 u=t

kazda aloha j skonci pravé jednou

H
D xe=1 V)
t=1



Reseni celociselného programu obtizné

Pfi velkém poctu aloh a dlouhém casovém horizontu
e pouziti heuristik

Lze pouzit programovani s omezujicimi podminkami

e kumulativni zdroje
e precedenéni podminky

Probirané specialni pfipady problému
e job shop + makespan
e timetabling



Planovani projektu: shrnuti

o Zakladni probléem s neomezenymi zdroji
e metoda kritické cesty

o Neomezené zdroje + variabilni doba trvani (linearni)
o kompromisni heuristika mezi asem a cenou
o linearni programovani

@ Problém planovani projektu s omezenymi zdroji

o celociselné programovani
e heuristiky
e programovani s omezujicimi podminkami
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