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1. [0,5 bodu] Necht L, R a K jsou libovolné jazyky nad abecedou ¥ = {a, b, c}. Jazyk nazyvame
kokonecny, pravé kdyz je doplitkem kone¢ného jazyka. Operace A se nazyva symetricky rozdil a je
definovana jako LAR = (L\ R)U (R\ L).

Dokazte nebo vyvratte kazdé z nasledujicich tvrzeni:

a) co—K U (L - R®) neni regularni == L neni regularni nebo co—R neni regularni nebo K neni
kokonecny.

b) L je regularni — jazyk W = {u € ¥* | u € L a u za¢ina na znak a} je regularni.
c¢) L je nekoneény regularni = (L - L®) N (L - L) je konecny.
d) L je regularni a R je regularni = LAR je regularni.

Pokud budete potfebovat, muzete v celém prikladu vyuzivat toho, Ze na prednasce a cvicenich byly
ukazany nékteré neregularni jazyky (jejich neregularitu nemusite znovu dokazovat). V dikazech tvr-
zeni a), b) a ¢) muZete rovnéz pouzit znalosti o uzavienosti tfidy regularnich jazyka na operace
prezentované na prednasce. V dikazu tvrzeni d) neni povoleno pouZit uzévérové vlastnosti regular-
nich jazyka, mizete vSak vyuzit tvrzeni (2.1) z dikazu véty (2.10) ze skript.

a) co—K U (L - R®) neni regularni == L neni regularni nebo co— R neni regularni nebo K neni
kokoneé¢ny.

Tvrzeni plati.

Dokazeme obménu implikace, tedy tvrzeni
L je regularni a co—R je regularni a K je kokoneény — co—K U (L - RR) je regularni.

JelikoZz co—R je regularni, pak z uzavienosti regulédrnich jazykd na doplnék plyne, 7ze R =
co—(co—R) je regularni. Z uzavienosti regularnich jazyku na reverzi je regularni i Rf. Protoze
K je kokone¢ny, je jeho doplnék co— K konecény, a tedy regularni. Diky uzavienosti na zietézeni
a sjednoceni je co—K U (L - RT) také regularni.

b) L je regularni = jazyk W = {u € ¥* | u € L a u za¢ina na znak a} je regularni.

Tvrzeni plati.

Uvazme jazyk v8ech slov nad abecedou ¥ zacinajicich na a, ktery mtzeme definovat napiiklad
jako {a} - ¥*. Tento jazyk je regularni, napiiklad proto, Ze vznikl zfetézenim kone¢ného (a tedy
regularniho) jazyka {a} a znamého regularniho jazyka ¥*. Jazyk W muzeme vyjadrit jako L N
{a} - ¥*. Protoze L je regularni, z uzavienosti regularnich jazyku na prinik je i W regularni.

¢) L je nekoneény regularni = (L - L¥)N (LT - L) je koneény.

Tvrzeni neplati.

Jako protiptiklad uvazme nekone¢ny regularni jazyk L = {a}*. Protoze pro kazdé slovo w € L
plati w = w’, je L® = {a}*. Zietézenim jazyka {a}* se sebou samym ziskdme opét jazyk {a}*,
takze L - L® = {a}* - {a}* = {a}* a L® - L = {a}*. Diky tomu plati (L - L®)n (LF . L) =
{a}* N{a}* = {a}*, coz je nekoneény jazyk.

Oblast strojové snimanijch informact, nezasahujte. Druhd strana se neskenuje.
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d) L je regularni a R je regularni = LAR je regularni.
Tvrzeni plati.

K diikazu tvrzeni pouzijeme paralelni synchronni kompozici. Jelikoz L i R jsou regularni jazyky,
existuji kone¢né automaty s totalnimi prechodovymi funkcemi M; = (Q1,%,01,q1, F1) a My =
(Q2,%, 02, q2, F>) takové, ze L(M1) = L a L(Ms) = R. Podobné jako v definici (2.9) ze skript
definujeme automat M1AMs jako (Q1 X Q2,%,0, (q1,q2), F), kde

e '={(pg) e xQa|(pEFINg¢g )V (p¢ FLINqgE )} = (F1 X Q2)A(Q1 X Fy),
i 5((]), Q)7a’) = (51(p7 a)762(Q7 a’)) pro libovolné pe th € QQ aac€ .

Stavy automatu M;AMsy jsou tedy dvojice (p,q), kde p je stav automatu M; a ¢ je stav
automatu My. Akceptacnimi stavy budou pravé ty dvojice (p,q), kde pravé jeden z p, g je
akceptaénim stavem ve svém puvodnim automatu. Automat M;AMs tedy akceptuje pravé ta
slova w, ktera akceptoval pravé jeden z automatit M; a Ms. To jsou pravé ta slova, ktera patii
do pravé jednoho z jazykia L nebo R, a tedy tvori jazyk LAR. Tuto tvahu miZzeme formélné
zapsat nasledujicim zptisobem.

Dokazeme, ze L(M1AMs) = L(M;1)AL(Mz). Pro libovolné slovo w nad abecedou ¥ plati, ze
w € L(M1AMy) pravé kdyz 5((q1,q2),w) = (p,q), kde p € F} a q ¢ Fy, nebo p ¢ Fy a q € Fb.
Podle tvrzeni (2.1) z dikazu véty (2.10) ze skript je 6((q1,q2),w) = (p,q) pravé tehdy, kdyz
51(q1,w) =pa 52(q2,w) = ¢. Podminka p € F} a q ¢ Fy, nebo p ¢ F| a q € F» je ekvivalentni
tomu, ze w € L(M;) a w ¢ L(M3), nebo w ¢ L(M;) a w € L(Mz), coz se da prepsat jako
w € L(M1)AL(My). Dostavame tedy, ze w € L(M;AMs) pravé kdyz w € L(M;1)AL(Mas).

Sestrojili jsme konecny automat M;AMo,, ktery akceptuje jazyk LAR. Tento jazyk je tedy
reguléarni.

Oblast strojové snimanijch informact, nezasahujte. Druhd strana se neskenuje.



