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Formalnt jazyk

Abeceda je libovolna konecnd mnozina.

Slovo nad abecedou ¥ je kone¢na posloupnost znakd této abecedy.
(Mnozinu vSech slov nad abecedou X znacime X*.)

Jazyk nad abecedou X je libovolnd mnozina slov nad *
(tedy podmnozina x*).



Operace nad slovy

Bindrni operace zietézeni, oznacovana -, kterd je definovéna
predpisem: u.v = uv

Unérni operace /-té mocniny slova, kterd je definovana induktivné
pro kazdé i € Ny takto: necht X je libovolné abeceda, u libovolné
slovo nad abecedou *. Pak

> 0 =¢

> Ut =ud

Unérni operace zrcadlového obrazu slova w = a; ... a, je definovana

predpisem: w = a, ... a; ([ = 2).



Operace nad jazyky

Necht L je jazyk nad abecedou X, K je jazyk nad abecedou A.
Visledkem je vzdy jazyk nad abecedou X U A.

» Standardni mnoZinové operace sjednoceni (U), pranik (M) a
rozdil (~).
» Zietézenim jazykt L a K je jazyk LK ={u.v|ue L v e K}.

» j-ta mocnina jazyka L definovana induktivné pro / € Np:
Lo =
Li+1 _ L.Li
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Operace nad jazyky

Necht L je jazyk nad abecedou X, K je jazyk nad abecedou A.
Visledkem je vzdy jazyk nad abecedou X U A.

» Standardni mnoZinové operace sjednoceni (U), pranik (M) a
rozdil (~).
» Zietézenim jazykt L a K je jazyk LK ={u.v|ue L v e K}.

OL=L0=0 a {c}L=Lfc}=L

> j-ta mocnina jazyka L definovana induktivné pro / € Np:
L0 = {¢}
LAY =L
M = {e}

0" =0 pro libovolné i € N
{e}) = {e} pro libovolné j € Ny



Operace nad jazyky 2/3

> Iterace jazyka L je jazyk L* =, L.

> Pozitivni iterace jazyka L je jazyk LT =[], L',
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Operace nad jazyky 2/3
> Iterace jazyka L je jazyk L* =, L.

0 = {e}

> Pozitivni iterace jazyka L je jazyk LT =[], L',

0t =0.



Operace nad jazyky 3/3

» Doplnék jazyka L je jazyk co—L = ¥* ~ L.

» Zrcadlovy obraz jazyka L definujeme L7 = {w/ | w e L}.

Necht L je tfida jazykll a 0 je n-arni operace na jazycich. Rekneme,
7e L je uzaviena na o, pokud pro libovolné jazyky L+, ..., L, patiict
do L plati, ze také jazyk o(Ly,...,L,) pat¥ do L.



IKonec¢na reprezentace jazyka

» automaty, gramatiky, logiky,...

> Existuje konec¢na reprezentace pro kazdy jazyk?

> Jaké vlastnosti maji jazyky, které jsou konec¢né
reprezentovatelné?



Gramatika

Gramatika je popis jazyka pomoci pravidel, podle kterych se vytvarejt
vsechna slova daného jazyka.

Vv

Zadanti syntaxe vyssich programovacich jazykd — Backus-Naurova
normalnt forma (BNF)



Gramatika: Priklad

Abeceda {a, b, c,+,*,(,)} a pravidla
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(Term)
(Term)
(Factor)
(Factor)

AN

Z (Expr) odvodime a x (b + ¢) :

(Expr) —

—ax(b+ ¢

Term)
Expr) + (Term)
Factor)

o~ o~~~
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Gramatika: Priklad formalné

» N = {(Expr), (Term), (Factor)}
| D I— {a, b, C, +, %, (1 )}

» S = (Expr)
> Mnozina pravidel P obsahuje
(Expry —  (Term)
(Expr)y —  (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)
(Term) —  (Term) * (Factor)
(Factory) — al|b]c
(Factor) —  ((Expr))



Gramatika: Obecné formalné

Definice. Gramatika G je ¢tvefice (N, X, P, S), kde

» N je neprézdna konecnd mnozina neterminalnich symbold
(struénéji neterminald),

> 3 je kone¢na mnoZzina terminalnich symboldi (terminald) takova,
ze NN'X = (). Mnozinu v8ech symbolii gramatiky definujeme
jako V=NUZ,

> P C V*NV* x V* je kone¢nd mnoZina pravidel. Pravidlo («, /3)

obvykle zapisujeme ve tvaru o« — 3 (a ¢teme jako ,« prepis na
5"),

» S c N je specialni podatedni netermindl (nazgvany také koren
gramatiky).



Odvozent

Gramatika G = (N, X, P, S) urduje

» relaci =¢ pFfimého odvozeni na mnoziné V/*

v =g 0 pravé kdyz existuje pravidlo « — 5 € P a slova 1,0 € V*
takova, ze v = nap a § = nPo.

Pouzivd se i oznaceni krok odvozeni.



. Kk ’ ’
» relaci =¢ odvozeni v k krocich pro k € Ny

Q .. s
=¢ je identicka relace

=

+1 K
=g = =g O0=g



. Kk ’ ’
» relaci =¢ odvozeni v k krocich pro k € Ny

Q .. s
=¢ je identicka relace

=

+1 k
=g = =go=g

» relaci =5 odvozent a relaci :>;§ netrivialntho odvozent

o o0
= U =5 = U
i=0 i=1

Relace = je reflexivni a tranzitivn{ uzavér relace =¢.
Relace ég je tranzitivni uzavér relace =g.



Vétna forma gramatiky G je kazdy fetéz z mnoziny V*, ktery lze
odvodit z poc¢atecntho netermindlu gramatiky.

Véta gramatiky G je kazda vétna forma, kterd obsahuje pouze
terminaly.

Jazyk generovany gramatikou G je mnozina L(G) v8ech vét gramatiky

L(G)={weX"

S =5 w}.

Gramatiky G1 a G2 nazveme jazykové ekvivalentni, pravé kdyz
generuji tentyz jazyk, tj. L(G1) = L(G2).









Chomského hierarchie gramatik

Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel:

typ O (frdzové gramatiky)
pravidla v obecném tvaru

typ 1 (kontextové gramatiky)
pro kazdé pravidlo o — § plati |a] < |3]

typ 2 (bezkontextové gramatiky (bez c-pravidel))
kazdé pravidlo je tvaru A — «, kde || > 1

typ 3 (regularni gramatiky)
kazdé pravidlo je tvaru A — aB nebo A — a



Chomského hierarchie gramatik

Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel:

typ O

typ 1

typ 2

typ 3

(frazové gramatiky)
pravidla v obecném tvaru

(kontextové gramatiky)

pro kazdé pravidlo o — § plati |a| < |5
s eventudlni vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S
nevyskytuje na pravé strané Zdadného pravidla

(bezkontextové gramatiky (bez c-pravidel))

kazdé pravidlo je tvaru A — «, kde || > 1

s eventudlni vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S
nevyskytuje na pravé strané Zddného pravidla

[zde skripta povoluji || > 0, tj. obecné vSechna pravidla tvaru A — &,

ktergch se v3ak lze zbavit, jak uvidime pozdéji

(regulérni gramatiky)

kazdé pravidlo je tvaru A — aB nebo A — a

s eventudlni vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S
nevyskytuje na pravé strané Zdadného pravidla



Chomského hierarchie jazyki

Hierarchie gramatik urcuje hierarchit jazykd.

Jazyk L je typu O (rekursivné spocetny), pokud existuje gramatika G
typu 0 takova, Ze L(G) = L.

Analogicky: kontextovy, bezkontextovy, reqularni

Lo trida vSech rekursivné spocetnych jazyk
L1 trida vSech kontextovych jazyku
L, trida vSech bezkontextovich jazykd

L3 trida v8ech reguldrnich jazykd
Lo 2 L12 L2 2D L3

(DokdZeme pozdéji.)



(Ne)reprezentovatelnost

Véta.
Nad abecedou {a} existuje jazyk, ktery neni typu 0.



(Ne)reprezentovatelnost

Véta.
Nad abecedou {a} existuje jazyk, ktery neni typu 0.

Dikaz.

Mnozina vSech slov nad abecedou {a} je spoetné nekoneéna.
MnoZina véech jazykii nad touto abecedou mé proto mohutnost 2
(je tedy nespocetna).

Gramatik typu 0 nad abecedou {a} je pouze spoc¢etné mnoho:

» bud M libovolna, ale pevné zvolena spocetna mnoZzina
» Db.0.n.o. kazda gramatika ma neterminaly z M

> kazda gramatika je slovo nad abecedou

Mu{a —.e (), {}..}

> v3ech slov délky / nad touto abecedou je N6 = Ng pro lib. i € N

» vsech slov nad touto abecedou je tedy spocetné mnoho
(sjednoceni spoletné mnoha spocetnych mnoZin je spocetné)



