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Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Véta 3.58. (a 3.61.)

Trida bezkontextovych jazykd (L) je uzaviena vzhledem k operacim:

Véta 3.60.

Trda bezkontextovych jazykd (£,) nent uzaviena vzhledem
k operacim:
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Sjednocent

Ly je generovan CFG Gy = (N, %1, Py, 51) a
L, je generovan CFG G = (No, 35, P2, S5).
Bez ujmy na obecnosti mizeme pr¥edpokladat Ny N Ny = ().
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Sjednocent

Ly je generovan CFG Gy = (N, %1, Py, 51) a
L, je generovan CFG G = (No, 35, P2, S5).
Bez ujmy na obecnosti mizeme pr¥edpokladat Ny N Ny = ().

Definujeme G = (N; UN, U{S}, 2, UX5, P, S), kde S je novy symbol a

P:lDlUPQU{S—)Sl,S—)SQ}.
Kazdé derivace v G za¢ne pouzitim bud S — S; nebo S — S,.
Podminka Ny N N, = () zarudi, Ze pii pouziti S — S; (resp. S — S) lze

v dalsim derivovan( pouZzivat jen pravidla z P; (resp. P»).
Jazyk L = L1 U L> je generovan gramatikou §.
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/fetézent

Ly je generovan CFG Gy = (N, %4, Py, 5;1) a
L, je generovan CFG Gy = (Na, X0, P2, S5).
Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N Ny = ().
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/fetézent

Ly je generovan CFG Gy = (N, %4, Py, 5;1) a
L, je generovan CFG Gy = (Na, X0, P2, S5).
Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N Ny = ().

Definujeme G = (N; UN> U{S}, 21 U5, P, S), kde S je nov(j symbol a

P= P1UP2U{5—>5152}.

Jazyk L = L;.L5 je generovan gramatikou G.
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Iterace a pozitivni iterace

Ly je generovan CFG Gy = (Nq, %4, Py, S51).
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Iterace a pozitivni iterace

Ly je generovan CFG Gy = (Nq, %4, Py, S51).
Definujeme G = (N; U {S}, %1, P.S), kde S je novy symbol a

P:P1U{5%551 ‘ C}

*

Jazyk L = L7 je generovan gramatikou G.

Definujeme G = (N, U{S},%1, P, S), kde S je novy symbol a

P::DlU{S—)SSl ‘ 51}

Jazyk L = L] je generovdn gramatikou G.
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Pranik

Ly ={a"b"c™ | m,n > 1} L, ={a"b"c" | m,n > 1}

Oba tyto jazyky jsou CFL.

Kbyby L byla uzaviena vzhledem k operaci priiniku, pak by i
LiN Ly ={a"b"c" | n > 1} musel byt bezkontextovy, coz vSak nent.
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Doplnék

Neuzavirenost £, vici doplitku plyne z jejt uzavienosti na sjednocent,
neuzavicenosti na prinik a z De Morganovych pravidel:

Ly N Ly = co—(co—Ly Uco—Ly),

tj., kdyby L, byla uzaviena na doplnék, musela by byt uzaviena i na
pranik, coz vsak nent.
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Doplnék

Neuzavirenost £, vici doplitku plyne z jejt uzavienosti na sjednocent,
neuzavicenosti na prinik a z De Morganovych pravidel:

Ly N Ly = co—(co—Ly Uco—Ly),

tj., kdyby L, byla uzaviena na doplnék, musela by byt uzaviena i na
pranik, coz vsak nent.

(Dalsi) protipriklad k uzavienosti na doplnék:

L={ww | w e {a b}"} neni CFL.
co—L je CFL.
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Prinik s reguldrnim jazykem

L= L(P), kde P je PDA P = (Qu, %, T.01, q1. Zo, F1)

R = L(A), kde A je deterministickg FA A = (Q2,%, 02, g2, F2)
Sestrojime PDA P’ takovy, ze L(P') = LN R.

P =(Q,%,I,6,qo, 2o, F), kde

> Q=Q x @
> go = (q1,G2)
> F:F1><F2

> 0:prokazdé pec Q1, g€ Q, ac X U{e}, Z T plati:

5({p,q)sa, Z) = {((P',d'),7) | (P'7) € d1(p,a, Z) a d2(q,3) = q'}

Ziejmé platt w € L(P') <= w e L(P)NL(A).
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Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Véta 3.58. (a 3.61.)

THda bezkontextovych jazyki (£,) je uzaviena vzhledem k operacim:
1. sjednocent

zietézent

iterace

pozitivni iterace

o1 A~ W N

prinik s reguladrnim jazykem

Véta 3.60.

T¥ida bezkontextovych jazykd (£,) nent uzaviena vzhledem
k operacim:

1. pranik

2. doplnék
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Rozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém prislusnosti
Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) ¢ nikoliv.

Problém prazdnosti
Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) = ) & nikoliv.

Problém koneénosti

Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) je kone¢ny ¢ nikoliv.
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Rozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém prislusnosti
Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) ¢ nikoliv.

Problém prazdnosti
Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) = ) & nikoliv.

Problém konecnosti
Existuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) je kone¢ny ¢ nikoliv.

Véta 3.68.

Ke kazdé CFG G lze sestrojit ¢isla m, n takovd, Ze L(G) je nekonedny
pravé kdyz existuje slovo z € L(G) takové, Ze m < |z| < n.

Diikaz: pomoci Lemmatu o vkladani, analogicky reguldrnimu pripadu.
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Vlastnost sebevlozent

Definice 3.70.

Necht G = (N, %, P, S) je CFG. Rekneme, %e G mé vlastnost
sebevlozeni, jestlize existujil A€ N a u,v € £ takovd, ze A =" uAv.
CFL L ma vlastnost sebevlozent, jestlize kazda bezkontextova
gramatika, kterd jej generuje, ma vlastnost sebevlozent.

Véta 3.71.

CFL L ma vlastnost sebevlozent, pravé kdyz L nent reqularni.

Diikaz. Viz skripta.
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém regularity

Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) je reguldrni & nikoliv.

(Tedy neni rozhodnutelné, zda L(G) ma vlastnost sebevloZeni &
nikoliv.)

Problém univerzality
Neexistuje algoritmus, kterg pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,
zda L(G) = X" & nikoliv.

Problémy ekvivalence a inkluze také nejsou rozhodnutelné (plyne
z nerozhodnutelnosti problému univerzality).
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Deterministické zasobnikové automaty

Definice 3.72.

Rekneme, e PDA M = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F) je deterministicky
(DPDA), jestlize jsou splnény tyto podminky:

1. pro zddné g € Q, Z €T a a € U {e} neobsahuje (g, a, Z) vice
nez jeden prvek

2. provsechna g € Q a Z €I platt:
kdykoliv 6(q,e, Z) # 0, pak (g, a, Z) = () pro vSechna a € &

Rekneme, Ze L je deterministick( bezkontextov(j jazyk (DCFL), pravé
kdyZ existuje DPDA M takovy, ze L = L(M).
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Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.

> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!

DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze

» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!

DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze
» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan

> prestane Cist vstup a jen provadi e-kroky pod ktergmy zasobnik
neomezené roste

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!

DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze
» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan

> prestane Cist vstup a jen provadi e-kroky pod ktergmy zasobnik
neomezené roste

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!

DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze
» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan

> prestane Cist vstup a jen provadi e-kroky pod ktergmy zasobnik
neomezené roste <= vzroste o |Q| - [I'| - max.délka pravidla

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!

DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze
» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan

> prestane Cist vstup a jen provadi e-kroky pod ktergmy zasobnik
neomezené roste <= vzroste o |Q| - [I'| - max.délka pravidla

> cykli

14/23



Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazykd

Véta 3.82.

Trida DCFL je uzaviena na dopliek.

Intuice:
» DPDA mé nad kazdgm slovem pravé jeden v(pocet.
> Pro dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.
» Musl dodist vstup az do konce!
DPDA by nemusel docist vstupni slovo do konce, protoze
» se vyprazdni zdsobnik nebo piechod neni definovan
> prestane Cist vstup a jen provadi e-kroky pod ktergmy zasobnik
neomezené roste <= vzroste o |Q| - [I'| - max.délka pravidla
> cykli
> docte slovo, ale pak pod s-kroky prochazi koncové i nekoncové

stavy (tj. nékterd slova jsou akceptovana plvodnim DPDA
i DPDA se zaménéngmi koncovgmi stavy).
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Prinik a sjednocent

Véta.

Trida DCFL neni uzaviena na prinik.
Véta 3.84.
Trida DCFL nent uzaviena na sjednocent.

Diikaz. Plyne z uzavienosti na dopliek, neuzavienosti na pranik a
z De Morganovych pravidel:

LiNLy =co—(co—Ly Uco—Ly)

(Z uzavrenosti na sjednocent by plynula uzavienost na priinik.) O

Véta 3.86.

Trida DCFL tvori vlastni podtiidu tfidy bezkontextovych jazykd.

Priklad. Jazyk co—{ww | w € {a, b}"} je CFL, ale neni DCFL.
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Aplikace (deterministickych) bezkontextovych jazyki

» syntaxe programovacich jazykt je definovana pomoci CFG
(dobfe uzédvorkované vyrazy, if~then—else konstrukty)

» DTD (Document Type definition) umoZznuje definovat
bezkontexové jazyky — vyuziti ve znackovacich jazycich (HTML,

XML,...)
> nastroje pro tvorbu parserd/prekladacd vyuzivaji rizné algoritmy
pro linedrni deterministickou syntaktickou analgzu:

LALR(1) - Yacc, Bison, javacup
LL(k) - JavaCC, ANTLR
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Turingliv stroj

Definice (Syntax)
(Deterministicky) Turingtv stroj (Turing Machine, TM) je devitice
M= (Q,X,I,>,1,9, g0, Gacc, Grej), kde

> @ je konecnd mnoZina, jejiz prvky nazgvéme stavy,

> 3 je kone¢na mnoZzina, tzv. vstupnt abeceda,

» [ je kone¢na mnoZina, tzv. pracovni abeceda, ¥ C T,

> > c [\ X je levd koncova znacka,

> L el X je symbol oznacujict prazdné policko,

> (Q N {qacmqrej}) x[ = QxTIx {L R}
je totaln{ prechodova funkce,

> go € Q je pocatecni stav,

» gacc € Q je akceptujici stav,

» g € Q je zamitajicl stav, Gacc 7# Grej
a pro kazdé o(q.>) = (p, x, X) je x = >, X = R (tj. > nelze prepsat
ani posunout hlavu za okraj pasky).
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Konfigurace Turingova stroje

Definice.

KKonfigurace TM je trojice (g,z,n) € Q x {yll | y € "} x Ny, kde
> g je stay,
> yLI“ je obsah pasky, (kde LY =L LL UL )

» 1 znadl pozici hlavy na pasce.

Pocdateéni konfigurace pro vstup w € X" je trojice (qo, >wlI,0).
Akceptujici konfigurace je kazda trojice tvaru (gacc, z, n).

Zamitajici konfigurace je kazda trojice tvaru (gj. z, n).
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V{pocet Turingova stroje

Definice.
Na mnoziné vsech konfiguract stroje M definujeme binarni relaci

krok vipoctu | takto:

(q,s0(z),n+1) prod(p,z,) =(q,b,R)

(q,Sg(Z), n— 1) pro (5(p,2n) - (qv b, L)

(p,z,n) |

kde z, oznacuje n-t§ symbol fetézu z (zp je nejlevéjsi symbol retézu
z) a s)(z) fetéz vznikly ze z nahrazenim z, symbolem b.
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V{pocet Turingova stroje

Definice.
Na mnoziné vsech konfiguract stroje M definujeme binarni relaci

krok vipoctu | takto:

(q,s0(z),n+1) prod(p,z,) =(q,b,R)

(q,Sg(Z), n— 1) pro (5(p,2n) - (qv b, L)

(p,z,n) |

kde z, oznacuje n-t§ symbol fetézu z (zp je nejlevéjsi symbol retézu
z) a s)(z) fetéz vznikly ze z nahrazenim z, symbolem b.

V(pocet TM M na vstupu w je maximalni (kone¢na nebo nekonecna)

posloupnost konfiguract Koy, K1, Ks, ..., kde Kj je pocatedni
onfigurace pro w a K; | 111 pro véechna i > 0.
konfi Ki o Kit | >0
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Jazyk Turingova stroje

Stroj M akceptuje slovo w prévé kdyz vypocet M na w je kone¢ny a
jeho poslednti konfigurace je akceptujict.

Stroj M zamité slovo w pravé kdyz viypocet M na w je konecny a
jeho posledni konfigurace je zamitajici.

Stroj M pro vstup w cykli pravé kdyz vgpocet M na w je nekonedny.

Jazyk akceptovany TM M definujeme jako

L(M) ={w € X" | M akceptuje w}.
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Jazyk Turingova stroje

Stroj M akceptuje slovo w prévé kdyz vypocet M na w je kone¢ny a
jeho poslednti konfigurace je akceptujict.

Stroj M zamité slovo w pravé kdyz viypocet M na w je konecny a
jeho posledni konfigurace je zamitajici.

Stroj M pro vstup w cykli pravé kdyz vgpocet M na w je nekonedny.

Jazyk akceptovany TM M definujeme jako

L(M) ={w € X" | M akceptuje w}.

Stroj M se nazyvé Uplny, je-li kazdy jeho v(pocet konecny
(akceptujict nebo zamitajict).
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L={xux|xe{a b}, uec{ab}*}U{a b}
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Priklad

L= {xux|xe{a b}, uec{a b}*}U{a,b}

Formalng, M = (Q, X1, >,10,0,5, Gacc. Grej), kde
Q = {5, Qaccs Grejs [qla a]a [q2a a]v [qla b]a [q2a b]}'

> ={a, b},
r=xu{e,u}.
o:
> a b U
S (5’>7R) ([qlva]’av R) ([Ch b] b, R) (qrej _’_)
[q1. 2] - ([g1,a],a,R)  ([g1,4],b,R) ([g2,a],, L)
[q1, b] - (Ig1,b],a,R)  ([q1,b],b,R) ([g2,b], U, L)
[q2aa] - (qaccafa*) (qwcc *7*) -
[q2:b] — (Qreja_v_) (qreja_’_) -
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Prehled jazykovych trid

Jazyky Gramatiky (typ) Automaty
rekursivné spocetné frazové (0) Turingovy stroje
rekursivni - Uplné Turingovy stroje
kontextoveé kontextové (1) lineadrné ohrani¢ené TM

bezkontextové
deterministické CFL
reguldrni

(
bezkontextové (2)

reguldrni (3)

zasobnikové automaty
deterministické PDA
konecné automaty

Trida na nizsim radku je vzdy vlastni podtiidou tfidy na vyssim radku.
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Uzavérové vlastnosti

Véta 4.16.

Trida rekurzivnich jazykl je uzaviena vzhledem k operaci
komplementu.
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Uzavérové vlastnosti

Véta 4.16.

Trida rekurzivnich jazykl je uzaviena vzhledem k operaci
komplementu.

Véta 4.17.

Pokud jsou L i co—L oba rekurzivné spocetné, pak jsou oba rekurzivnt.

Véta 4.15.

Tridy rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazyktl jsou uzavieny
vzhledem k operacim sjednocent, priiniku, zifetézent a iteraci.
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