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Omezena vyjadiovact sila konecngch automat

L={a"b" | n >0} = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . ..}

aaaaabbbbb
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a"b" nent reqularnt
Predpokladejme, ze existuje automat M prijimajici jazyk L.

Necht M ma k stav.
Uvazme v(pocet M na slové a"b" kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Protoze n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy,
Ze pri ¢tent inicidlni posloupnosti symbold a projde automat stavem p
(alesponi) dvakrat.
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a"b" nent reqularnt

Predpokladejme, ze existuje automat M prijimajici jazyk L.
Necht M mé k stav.
Uvazme v(pocet M na slové a"b" kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb
) ) ) )
do p p rek

Protoze n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy,
Ze pri ¢tent inicidlni posloupnosti symbold a projde automat stavem p
(alespon) dvakrat.
Proto xyz € L —

mxzel

mxyyzel
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a"b" nent reqgularni — formalné

Platt  0(go.x)=p d(p.y)=p
Pak ale i d(qo,xz) = 0(0(qo,x),z) =

Analogicky mGzeme y i (vicekrat) ,vsunout™:
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Pumping lemma: Obecna formalizace

Lemma [o vkladani / pumping lemma]

Necht L je regularnt jazyk.

Pak existuje n € N takové, ze libovolné slovo w € L délky alespon n
lze psat ve tvaru w = xyz, kde |xy| < n, y # e a xy'z € L pro kazdé
i € Np.

Diakaz. Necht DFA M = (Q, %, 0, o, F) rozpoznédva jazyk L.
Polozme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w € L délky alespon n plati, ze automat M
projde pii akceptovant slova w (alespoil) dvakrat stejngm stavem.

Slovo w tedy mizeme rozd@lit na tii ¢asti: w = xyz, kde y # ¢ a
5(qo,x) = p, 0(p,y) = pad(p,z)=rc F.le ztejmé, e ke zopakovani
néjakého stavu dojde nejpozdéji po zpracovani prvnich n znakd a tedy
lze klast |xy| < n.

Dale _S(p,,y") = p pro libovolné i € Ny, proto také S(qo,xy’z) =r,
tj. xy'z € L(M) pro kazdé i € No. O
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Pumping lemma: Pouzitt

Pumping lemma
L je requldrni = dneN.
vwel. (lw>n =
Ix,y,z. (w=xyz AN y#e A |xy| <n A
Vi>0.xylze L))

Pomoci pumping lemmatu lze dokazat, Ze néjaky jazyk neni regularni:

Necht pro jazyk L plati:
m pro libovolné n e N
m existuje takové slovo w € L délky alespoii n, pro které plati, ze
m pii libovolném rozdéleni slova w na takové tfi ¢asti x, y, z,
Zelxy[<nay+#e,
m existuje alesponi jedno i € Ny takové, e xy'z ¢ L.

Pak L neni reguléarnt.
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Muyhillova-Nerodova véta: Motivace |

Algebraicky popis automatu: DFA — ~

Kazdg DFA (Q, X, 0, qo, F) s totalni prechodovou funkci definuje
ekvivalenci ~ na X*:

u~y b S(qo, u) = 3(q0, v)

Priklad: L = {w € {a,b}* | #.(w) > 2}
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Prava kongruence

Definice 2.20.

Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na >*. Ekvivalence ~ je prava
(zprava invariantni) kongruence, pokud pro kazdé u,v,w € ¥* plati:

unr~ Vv — UwW ~ vw

Ekvivalentné (Tvrzent 2.21. ):

...pro kazdé u,ve X, ac ¥ platt u ~ v = wva ~ va.

(Implikace — je trivialni, implikace < se snadno ukdze indukci
k délce zprava priretézeného slova w.)

Index ekvivalence ~ je pocet t¥id rozkladu >*/..

Je-li téchto tfid nekone¢né mnoho, klademe index ~ roven co.
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Priklady

Jsou tyto relace na slovech nad abecedou * = {a, b} pravé
kongruence?

H v~ v <= ua v zacinaji stejnym symbolem nebo v =v = ¢
index ~ je ...

ur~v <= #,(u)=H#ai(v)

index ~ je ...

ur~ v <= uav majstejné predposledni pismeno nebo
luf, v <1
index ~ je ...
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Muyhillova-Nerodova véta: Motivace |l

A naopak: ~ — DFA

Pravé kongruence ~ na X* s kone¢ngm indexem jednoznacné (az na
pojmenovani stavtl) uréuje DFA (Q, X, 6, qo, () s totdlni pfechodovu
funkct a bez nedosazitelnych stavi slpiujici:

5(qo, u) = 6(qo,v) <= u~v

Priklad: v ~ v <= u a v zadinajl stejnym symbolem nebo v =v =¢
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Prefixova ekvivalence

Definice 2.25.

Necht L je libovolng (ne nutné reguldrni) jazyk nad abecedou . Na
mnoziné X" definujeme relaci ~, zvanou prefixova ekvivalence pro L

takto: ot
U~ v S YweY iuwel<e= wel

Véta.

~, je prava kongruence.
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L={we{ab}|#a(w)>2)
index ~, je ...

L={a"b" | n>0}
index ~, je ...
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Muyhillova-Nerodova véta: Formalizace

Véta 2.28. (Myhill-Nerode, 1957)

Necht L je jazyk nad X. Pak tato tvrzent jsou ekvivalentnt:
L je rozpoznatelny deterministickgym kone¢ngm automatem.

L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu urceného pravou
kongruenci na X* s kone¢ngm indexem.

Relace ~, ma konecny index.

Dukaz.
1T = 2
2 — 3
3 =1
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Muyhillova-Nerodova véta: Dikaz 1 — 2

Jestlize L je rozpoznatelny deterministickgm kone¢ngm automatem
pak L je sjednocenim nékterych trid rozkladu ur¢eného pravou
kongruenci na X* s kone¢ngm indexem.

m pro dany L rozpoznavany automatem M zkonstruujeme relaci
pozadovanych vlastnostt

B M=(Q.,X,d qo, F), ¢ je totalni

m na X* definujme binarni relaci ~ predpisem

»

u~v &L (g0, u) = 6(qo, v)

m ukdzeme, Ze ~ ma pozadované vlastnosti
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PSR-~ 3(q0, u) = 3(q0., v)

m ~ je ekvivalence (je reflexivni, symetricka, tranzitivni)
m ~ ma konec¢ny index
tridy rozkladu odpovidaji stavim automatu
m ~ je prava kongruence:
Necht v ~ v a a € X. Pak
0(qo, ua) = 6(0(qo, u),a) = 6(0(qo, v),a) = 9(qo. va) a tedy
ua ~ va.
m [ je sjednocenim téch tfid rozkladu urceného relact ~, které
odpovidaji koncovgm staviim automatu M O
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Muyhillova-Nerodova véta: Dikaz 2 — 3

Necht L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu urceného pravou
kongruenct ~ na X* s kone¢ngm indexem.
Pak prefixova ekvivalence ~, mé konecny index.

mu~v = u~,vprovdechna u,v € ©* (tj. ~C~ ) [Lemma 2.27]

m kazda tiida ekvivalence relace ~ je cela obsazena v néjaké tridé
ekvivalence ~;,

m index ekvivalence ~, je mensi nebo roven indexu ekvivalence ~

m ~ ma kone¢ng index = ~, ma kone¢ny index O
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Muyhillova-Nerodova véta: Dikaz 3 — 1

Necht prefixova ekvivalence ~, méa kone¢ny index.
Pak jazyk L je rozpoznatelng deterministickgm kone¢ngm automatem.
Zkonstruujeme automat M = (Q, X, 0, qo, F) pFijimajici L:
m Q= z*/N/
Stavy jsou tridy rozkladu >* urceného ekvivalenci ~,.
Je jich tedy konecné mnoho.
m qo = [¢]
m 0 je definovdna pomoci reprezentantd: §([u], a) = [ua]

Definice § je korektni, protoze nezavisi na volbé reprezentanta.
mF={[v]|velL}

Dtkaz korektnosti, tj. L = L(M)
m o([z], v) = [v] pro kazdé v € " (indukct k délce slova v)
mvelM) < ie,v)eF < [v]eF <= vel O
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Muyhill-Nerodova véta: Pouziti 1/3

Vétu lze pouzit k dikazu nereqularity jazyka, napf.

L={a'b/|i,j>0,i+#j}

Necht i # j. Pak a’ #, a/, protoze a'b’/ € L ale a/b/ & L.
Z4dné dvé ze slov a*, 2%, 2% 2% 2%, 2% ... nepadnou do stejné t¥idy
ekvivalence relace ~;,.

~, nema kone¢ny index = L neni reqularni (-3 — —1)
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Muyhill-Nerodova véta: Pouziti 2/3

Vétu lze pouzit i k diikazu reqularity jazyka, napf.

L={w e {a b} | #a(w) > 2}

Tridy ekvivalence relace ~;: Ty = {w € {a,b}" | #.(w) = 0}
T = {w e {a,b}" | #.(w) = 1}
T3 ={w € {a, b}* | #.(w) > 2}

w
w

~, ma konec¢ny index = L je rozpoznateln( deterministickgm
kone¢ngm automatem, tj. reqularni (3 = 1)
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Muyhill-Nerodova véta: Pouziti 3/3

Minimalizace DFA
Véta 2.29. a 2.31.

Minimalni deterministicky koneény automat s totalnt prechodovou
funkct akceptujict jazyk L je uréen jednoznacné az na isomorfismus (tj.
prejmenovani stav(). Polet stavli tohoto automatu je roven indexu
prefixové ekvivalence ~,.
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Minimalizace DFA
Véta 2.29. a 2.31.

Minimalni deterministicky koneény automat s totalnt prechodovou
funkct akceptujict jazyk L je uréen jednoznacné az na isomorfismus (tj.
prejmenovani stav(). Polet stavli tohoto automatu je roven indexu
prefixové ekvivalence ~,.

Uceni DFA

20/20



