Algebra II — jaro 2022 — 3. termin

VSechna svoje tvrzeni precizné zdtvodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (Z, ), kde * je binarni operace defi-
novana predpisem

a+ 1, pokud a = —b a soucasné a # 0,
axb=<a—1, pokud a # —b a soucasné a # 0,
b, pokud a = 0.

2. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiz prvky jsou pravé podmnoziny mnoziny Ny,
jejichz zadny prvek neni nasobkem jiného. Na L definujeme usporadani pfedpisem

A<B <<= A=DBnebodne BYmeA: m|n.

Rozhodnéte, zda uspofadand mnozina (L, <) je svaz.

3. (5 bodua) Uvazujme uspofadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T a
vSechny posloupnosti pfirozenych éisel (a;)2; takové, ze pro vSechna i € N plati
la; — a;41] < 1, pficemz (a;)52, < (b;)$2, plati pravé tehdy, kdyz pro vSechna i € N
je splnéno a; < b;. Rozhodnéte, zda tato usporddana mnozina je uplny svaz.

4. (5 bodi) Uvazujme mnozinu L, jejimiZ prvky jsou pravé podmnoziny U C R?
takové, ze plati alespon jedna z nésledujicich podminek:
1) VSechny body mnozZiny U lezi na jedné piimce.
2) ZAdn4 trojice bod mnoziny U nelezi na stejné pifmce.
Rozhodnéte, zda pfidanim nejvétsiho prvku k usporddané mnoziné (L, C) vznikne
algebraicky svaz.

5. (10 bodud) Uvazujme algebru A = (ON*,(f,)sen), jejimiz prvky jsou vSechny
konec¢né posloupnosti prirozenych ¢isel zac¢inajici nulou a kde kazda operace f, je
unarni a provadi pfidani ¢éisla @ na konec posloupnosti, tj. f.(v) = va. (AZ na
izomorfismus je A algebra termt nad jednou proménnou v jazyce spoc¢etné mnoha
unérnich opera¢nich symboli.) Pro libovolnou posloupnost v = agay . . . a,, kde
n>0,a =0aay,...,a, €N, ozna¢me pro kazdé k € Z symbolem d, (v) pocet
indext i € {1,...,n} takovych, ze a; — a;—; = k, a pro kazdé k € N ozna¢me
symbolem d; (v) podet indexti i € {1,...,n} takovych, ze a;+a;_1 = k. Pro kazdy
z nasledujicich predpist rozhodnéte, zda definuje kongruenci algebry A:

vew = VkeZ:d (v)=d, (w),
vrRw = VkeN:d(v)=d(w).

6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z unarniho opera¢niho symbolu f
a bindrniho opera¢niho symbolu e. Bud A mnozina vSech izotonnich zobrazeni
v: (N, <) — (N, <), ktera nejsou omezena (tj. pro kazdé m € N existuje n € N
spliiujici ¢p(n) > m). Pro kazdou z nésledujicich identit rozhodnéte, zda je splnéna
v algebie A = (A, fA, o*), jejiz operace jsou pro libovolné ¢,1) € A definovany
piedpisy (f*(¢))(m) =min{n € N[ p(n) >m}apety=por) (¢ po ).

a) (xe f(r)exr=ux b) f(z)ex = f(y)ey

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviena tfida vSech
svazll L, které spliuji nasledujici podminku:

Je-li £ ohraniceny, potom ma kazdy jeho prvek nejvyse jeden komplement.



