Algebra IT — jaro 2024 — 1. termin

Vsechna svoje tvrzeni precizné zdtivodnéte.

1.

(10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (N, x) kladnych celych ¢isel spolu
s binarni operaci * definovanou predpisem

2a, pokud a #b# 1 a (a|bnebo b | a),

1, pokud afbabta,
axb=

a+1, pokudb=1,

b, pokud a = b # 1.

. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiz prvky jsou vSechny relace ekvivalence ~

na mnoziné N takové, ze vSechny tiidy rozkladu N podle ~ maji stejnou mohutnost.
Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (L, C) je svaz.

. (5 bodt) Na mnoziné P, (N) vSech koneénych podmnozin mnoziny pfirozenych

¢isel je definovano usporadani <, kde A < B plati pravé tehdy, kdyz existuje
injektivni zobrazeni f: A — B takové, Ze pro vSechna a € A je splnéno a < f(a).
Rozhodnéte, zda pfiddnim nejvétsiho prvku k usporddané mnoziné (Pg,(N), <)
ziskdme Uplny svaz.

. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L C P(N), jejimiz prvky jsou pravé mnoziny klad-

nych celych ¢isel M C N takové, ze pro vSechna a,b € M plati podminka a+b ¢ M
a souCasné plati alespon jedna z podminek a+2b ¢ M a a+6b € M. Rozhodnéte,
zda pFiddnim nejvétsiho prvku k usporddané mnoziné (L, C) ziskdme algebraicky
svaz.

. (10 bodi) Na mnoziné P(N x N) uvazujme unarni operace f, g a h dané pro

libovolnou relaci p C N x N predpisy

flp)=p"" glp)=p""op. hip)={(2m,2n) | (m,n)€p}.
Déle na mnoziné P(N x N) uvazujme relaci ekvivalence ~, kde p ~ o plati pravé
tehdy, kdyz relace p a o generuji stejnou relaci ekvivalence na N. Pro kazdou
z nasledujicich algeber rozhodnéte, zda ~ je jeji kongruenci:
a) A= (P(NxN),f,g)
b) B=(P(N x N),U,h)

. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestévajici z binarnich opera¢nich symboli e,

® a @ a unarniho operac¢niho symbolu f. Pro kazdou z nasledujicich identit roz-
hodnéte, zda je splnéna v algebie

A= (P({a7 b}*)7 .A7 ®A7 ®A7 fA)a
jejiz operace jsou pro libovolné jazyky K a L nad abecedou {a, b} definovany pied-
pisy KoL =KUL, KOAL=K-L, Ko*L ={v € {a,b}* | (Gu € K)(uv € L)}
a fAL) = {v®| v € L}, kde v® znadi obraceni slova v, tj. (c1...c,)R =c,...c1.
a)z0 (re f(r)=(xox)e flx©x)
b) (zoz)ox)e(r02)0zr)=20 (xO)

(15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviena tiida vSech
svazu L takovych, ze kazdé dva nesrovnatelné prvky a,b € L jsou pokryty svym
supremem, tj. neexistuje prvek ¢ € L splnujici a < ¢ < a V b.



