Algebra II — jaro 2024 — 2. termin

VSechna svoje tvrzeni precizné zdivodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (Z, ), kde * je binarni operace defi-
novand predpisem

a+1, pokuda=5b<0,

—a, pokud a < b <0,

a—1, pokuda#baa>0,

b, jinak.

a*xb=

2. (5 bodu) Uvazujme mnozZinu L, jejimiz prvky jsou vSechna usporadéni < na mno-
ziné N takovd, ze usporddand mnozina (N, <) je svaz. Rozhodnéte, zda pfiddnim
nejvétsiho a nejmensiho prvku k usporadané mnoziné (L, C) ziskdme svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L C P(N), jejimiz prvky jsou @) a vSechny mnoziny
M,y ={a+k-b|keNy}, kde aabjsoulibovolna kladna cela ¢isla. Rozhodnéte,
zda usporadand mnozina (L, C) je Gplny svaz.

4. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiz prvky jsou vSechny relace ekvivalence ~
na mnoziné N takové, ze tiid rozkladu N podle ~ je nekonec¢né mnoho. Rozhodnéte,
zda pFiddnim nejvétsiho prvku k usporddané mnoziné (L, C) ziskdme algebraicky
svaz.

5. (10 bod1) Pro libovolné slovo w € {a,b}* ozna¢me
e P(w) nejdelsi slovo u € {a}* U {b}* takové, ze w = uv pro néjaké v € {a,b}*,
e S(w) nejdelsi slovo u € {a}* U {b}* takové, Ze w = vu pro né&jaké v € {a,b}*,
o F(w) nejvétsi n takové, Ze w = uc™v pro néjaké ¢ € {a,b} a u,v € {a,b}*.
Pro kazdy z nésledujicich pfedpist rozhodnéte, zda definuje kongruenci volného
monoidu ({a, b}, -):
w~w <= Pw)=P') & S(w)=Sw') & F(w)=F(w'),
N {w ~w', pokud w,w ¢ {a}* U{b}*,
w=w, jinak.
6. (10 bodu) UvaZzujme typ algeber sestavajici z unarnich opera¢nich symboli f
a g. Algebra
A= (P({a,b}" x {a,b}"), 4, g*)
m4 operace pro libovolnou binarni relaci p na {a, b}* definovany piedpisy f4(p) =
popagip = {sot| stecp}, piifemz o znad operaci na sou¢inu volnjch
monoidu ({a, b}*, ) x ({a, b}, ). Pro kazdou z nésledujicich podalgeber algebry .4
rozhodnéte, zda je v ni splnéna identita f(g(z)) = g(f(z)).
a) Podalgebra B obsahuje pravé vSechny podmnoziny identity na {a,b}*.
b) Podalgebra C obsahuje pravé vSechny koneéné relace na {a,b}*.

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviend tfida vSech
svazu takovych, Zze bud jsou konecné, nebo kazdy jejich prvek nélezi do nekoned-
ného Tetézce.



