Algebra II — jaro 2024 — 3. termin
Vsechna svoje tvrzeni precizné zdivodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (Z, ), kde * je binarni operace defi-
novana predpisem

{6—17 pokud a # b # 0,
ax*xb= -
b, jinak.

2. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiz prvky jsou vSechny podmnoziny M C R
takové, ze pro vsechna a,b € M splnujici a < b existuje ¢ € M splnujici a < ¢ < b.
Rozhodnéte, zda usporadand mnozina (L, C) je svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiZ prvky jsou vSechny relace ekvivalence ~
na mnoziné N takové, ze rozklad N podle ~ méa pravé jednu nekonecnou tridu a
pravé jednu jednoprvkovou tiidu. Rozhodnéte, zda pridanim nejvétsiho a nejmen-
stho prvku k uspofaddané mnoziné (L, C) ziskdme uplny svaz.

4. (5 bodu) Uvazujme uspofadanou mnozinu (L, <) = (P(N), C) x (P(N), Q) a jeji
podmnozinu M = {(A,B) | A,B € P(N), An B =0}. Rozhodnéte, zda pfida-
nim nejvétsiho prvku k usporddané mnoziné (M, <) ziskdme algebraicky svaz.

5. (10 bodu) Pro libovolné slovo u € {a,b}* oznacme |ul, pocet vyskyti pismene
a ve slové u (a analogicky pro b) a D(u) = |u|, — |ulp. Déle pro slovo w € {a,b}*
oznacme

P(w) = {D(u) | u je prefix slova w } a
C(w) = {(D(u),D(v)) | u,v € {a,b}* takova, ze uv = w }.

Pro kazdy z nasledujicich predpist rozhodnéte, zda definuje kongruenci volného
monoidu ({a, b}, -):

w~w <= Pw)=P), wrw < C(w)=C(w).

(Prefixem slova w € {a, b}* rozumime libovolné slovo u € {a, b}* takové, ze existuje
slovo v € {a, b}* spliujici uv = w.)

6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z binarnich operacnich symboli e
a ® a unarnich operacnich symboli f a ¢g. Pro kazdou z néasledujicich identit
rozhodnéte, zda je splnéna v algebie

‘A = (P(N)7 .A7 ®A7 fA7 g‘A),

jejiz operace jsou pro libovolné mnoziny kladnych celych ¢isel M a N definovany
nasledovné:

M o4 N = {nsn(m,n) |me M, ne N},

M oAN = {nsd(m,n) |m e M, n€ N},

fA(M) je nosi¢ podalgebry algebry (N,nsn) generovany podmnozinou M,

g (M) je nosi¢ podalgebry algebry (N,nsd) generovany podmnozinou M.

a) (rezx)O (rex)=(xOz)e(xO®x)

b) f(g(z)) = g(f(x))

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviend tfida vSech
svazli L, v nichz pro kazdy prvek a € L plati, Ze pokud mnozina {be€ L |b<a}
obsahuje alespon dva prvky, potom obsahuje né€jaké dva nesrovnatelné prvky.



